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BULLETIN 


SCIENCES  MATHÉMATIQUES. 


PREMIERE    PARTIE. 


COMPTAS  RENDUS  RT  ANALYSES. 


BAGNERA(G.).  —  Corso  di  Analisi  infinitésimale. 
1  vol.  gr.  in-S",  XII-37J  pages.  Palermo,  Tipografia  matematica,  191 5. 

Voici  les  sujets  dont  traile  ce  Cours  :  continuité,  dérivées,  séries 
entières,  différetitielles,  intégrales,  fonctions  de  plusieurs  variables, 
intégrales  multiples,  longueurs,  aires,  volumes,  courbure,  torsion, 
enveloppes,  lignes  de  courbure,  lignes  géodésiques,  coordonnées 
curvilignes,  équations  différentielles  et  aux  dérivées  partielles, 
calcul  des  variations. 

C'est  le  programme  de  notre  Certificat  de  Calcul  différentiel  et 
intégral,  moins  la  théorie  des  fonctions;  d'ailleurs,  traité  dans  le 
même  esprit,  non  pas  d'une  façon  tout  à  fait  élémentaire,  mais 
sans  grands  détails  (45  pages  pour  les  équations  différentielles, 
i5  pour  celles  au\  dérivées  partielles,  24  pour  le  calcul  des  varia- 
tions). 

Mais  ce  n'est  pas  en  sacritiant  la  rigueur  que  ce  Cours  atteint  des 
dimensions  aussi  réduites,  c'est  en  partant  d'hypothèses  suffisam- 
ment restreintes.  Dans  ces  conditions,  la  rigueur,  non  seulement 
ne  complique  pas,  mais  même  simplifie  beaucoup. 

L'Auteur  avoue  cependant  avoir  péché  une  fois  en  admettant  la 
proposition  suivante  :  Etant  donne  un  ensemble  nunierablc  de 
classes  de  nombres  G,,  Go,  ...,  //  existe  un  ensemble  fu/mé/able 
de  nombres  ^,,  Xo,    ...,   tel  (jue  ,r„  appartienne  â    C,i.   Celle 
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proposition  est  un  cas  particulier  de  l'axiome  de  Zermelo,  et  par 
ooiis(''c|iieiil  son  admission  ne  paraîtra  pas  légitime  à  tout  le  monde. 
Mais  l'Auteur  remarque  qu'elle  n'est  pas  indispensable,  il  aurait  pu 
ré\il(r  moyennant  quelques  longueurs  de  discours.  Il  n'a  pas 
voulu  sacrifier  à  cette  pointillerie  (punti'glio)  la  brièveté  et 
Télégance  qui  sont  les  deux  qualités  fondamentales  de  l'Ouvrage. 

E.  Gahen. 


COUTURAT  (Louis).  —  L'Algèbre  de  la  Logique.  2*  édition  (collection 
Scientia^  sér'\e  physico-mathématique^  n"  24-).  i  ^ol.  in-8",  100  pages. 
Paris,  Gauthier-Villars  et  C'*,  juin  1914. 

La  première  édition  de  cet  Ouvrage  a  été  analysée  dans  le 
Bullelin  par  Jules  Tannerj  (').  La  deuxième  édition  est,  à 
quelques  corrections  de  détail  près,  la  reproduction  de  la  pre- 
mière. En  lisant  ce  Livre,  si  clair  et  si  complet  dans  sa  concision, 
on  ne  peut  que  déplorer  plus  vivement  la  mort  prématurée  de 
l'Auteur,  qui  a  péri  le  3  août  1914?  victime  d'un  accident  d'auto- 
mobile causé  par  une  voiture  qui  portait,  à  toute  allure,  des  ordres 
de  mobilisation.  Rendons  ici  un  dernier  hommage  à  la  mémoire  de 
Couturat  en  rappelant  qu'il  est  auteur  de  beaux  travaux  de  Philo- 
sophie mathématique  dont  les  plus  importants  sont  sa  thèse  De 
r Infini  mathématique  (Analyse  dans  le  Bulletin,  1897,  p.  197) 
et  son  Livre  ])lus  récent  Les  Principes  des  Malliématiques  (Ana- 
lyse dans  le  Bulletin^  '9^^7  P-  3o?.). 

S.  Lattf:s. 


(')  Tome  XXIX,  iqoj,   i"  Partie,  p.  194. 
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ÉTUDE  SUR  LE  MOUVEMENT  D'UNE  DROITE  MOBILE  DONT 
TROIS  POINTS  DÉCRIVENT  LES  TROIS  FACES  D'UN  ANGLE 
TRIÈDRE  ; 

l»AR  M.  Gaston  DARBOUX. 


On  sait  depuis  lonolemps  que  Tellipse  peut,  d'une  infinilé  de 
manières  différentes^  être  décrite  par  un  point  d'une  droite  dont 
deux  autres  points,  liés  invariablement  au  premier,  décrivent  des 
droites  concourantes  ;  que  tout  ellipsoïde  peul  aussi,  d'une  infinité 
de  manières  dilïerentes,  être  décrit  par  un  point  d'une  droite  inva- 
riable dont  trois  autres  points,  invariablement  liés  au  premier, 
décrivent  respectivement  les  trois  faces  d'un  Irièdre.  Mais  si  la 
première  proposition,  à  raison  de  sa  simplicité,  a  pu  être  l'objet 
d'une  étude  approfondie,  celle  qui  concerne  l'ellipsoïde  appelle, 
il  me  semble,  de  nouvelles  reclierclies.  Dans  une  Note  insérée, 
en  i(S8i,  aux  Comptes  rendus  (t.  92,  p.  4^7)  ^^  dans  mes  Leçons 
sur  la  tJiéorie  des  surfaces  (!"'  Partie,  2"^  édition,  p.  28-),  j'ai 
déjà  établi  une  élégante  propriété  du  mode  de  génération  de  l'ellip- 
soïde, dans  le  cas  j)articulier  oli  les  trois  plans  décrits  par  les  points 
de  la  droite  invariable  forment  un  trièdre  trirectangle,  et  j'ai 
montré  que,  dans  ce  cas,  les  dilléienles  positions  de  la  droite  mobile 
sont  normales  à  une  famille  de  surfaces  parallèles,  cpii  sont  toutes 
de  quatrième  classe.  Mais  il  y  a,  il  me  semble,  bien  des  points  à 
étudier  encore  dans  le  mode  de  génération  de  Tellipsoïde,  auquel 
Dupin  a  consacré,  comme  on  sait,  tout  un  Mémoire,  inséré  au 
\ /\'  Gabier  du  Journal  de  l'Ecole  Polytechnique  sous  le  titre  : 
Essai  sur  la  description  des  lignes  et  des  surfaces  du  second 
degré. 

Comme  le  dit  son  illustre  auteur,  ce  Mémoire  a  été  composé 
alors  que  Dupin  se  trouvait  cbargé,  en  qualité  d'officier  du  Génie 
maritime,  d'un  service  militaire  très  pénible;  et  sa  rédaction  laisse 
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j)eul-rlr('  (jut'l(|ii('  [)eii  à  tl('\sirei\  iJupin  élail,  comme  on  sait,  le 
plus  bnllanl  élève  de  Moiige;  il  a  fait  appel,  le  plus  souvent,  aux 
métlioJes  de  la  (léométrie  descriptive;  nous  employerons,  de  pré- 
férence, celles  de  la  Géométrie  analjticjue. 


I. 

Le  tliéorème  fondamental  est  très  aisé  à  établir.  Prenons  comme 
plans  coordonnés  les  trois  plans  déciMts  par  les  trois  points  de  la 
droite  mobile.  Soient  a,  [j,  v  les  paramètres  directeurs  de  cette 
droite,  c'est-à-dire  les  projections  sur  les  trois  axes  coordonnés, 
faites  parallèlement  aux  plans  coordonnés,  d'un  segment  unitaire 
pris  sur  la  droite  mobile.  Si  .r,,  jti,  ^i  sont  les  coordonnées  du 
point  décrivant  de  cette  droite,  celles  d'un  autre  point  situé  sur 
la  droile  à  la  distance  p  du  premier  seront 


(I) 

(  Z  =  3,4-pY. 

On  sait  que  les  paramètres  a,  [j,  r  sont  liés  par  la  relation 

( •>.)  a-  -I-  {32-1-  Y^  -+-  2  P'^  cos  zy  -h  i^;ot  cosxz  H-  •>. a^  cosa^j'  —  i . 

Gela  posé,  si  A,  B,  G  désignent  les  distances  du  point  décrivant 
aux  trois  points  de  la  droite  situés  dans  les  plans  coordonnés 
des  yz^  des  xz  et  des  xy,  on  devra  avoir 

(3)  ri-t-Aa  =  o,         yi-h  B'^  =  o,         ;:i+Gy  =  o. 

Ges  relations  permettent  d'éliminer  a,  [5,  y  et  nous  donnent 
l'équation 

x^         y\         z'I  y\Z\  ^--  ^\Xy  ^^  ^{Yx         """ 

Aiusi,  le  point  (:r,,  jK,,  c,)  décrit  bien  un  ellipsoïde.  Mais  les 
calculs  si  simples  qui  nous  conduisent  à  cette  conclusion  doivent 
être  interprétés  comme  il  suit. 

Ail  lieu  de  considérer  seulement  le  point  (x,,  y,,  2,),  envi- 
sageons d'une  manière  générale  un  point  quelconque  de  la  droile, 
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par  exemple  celui  qui  esl  à  la  dislance  p  du  précédent;  ses  coor- 
données, fournies  par  les  formules  (i),  pourront  être  écrites  comme 

il  suit  : 

/  X  =  «(p-A), 


(3) 


Y=:p(p-B), 


et  de  là   se  déduit  la  conséquence  suivante,  qui  aura  une  grande 
importance  pour  la  suite  : 

Chacun  des  ellipsoïdes  décrits  par  les  divers  points  de  la 
droite  se  déduit  de  la  spJière  de  rayon  i  qui  a  son  centre  à 
r origine  par  une  transformation  honiographique  qui  conserve 
à  la  fois  V origine  et  le  plan  de  V infini. 

L'équation  générale  des  ellipsoïdes  décrits  par  les  différents 
points  de  la  droite  sera 


(<>) 


\^ 


7: 


YZ 


(p-A)2        (p-P>)-^        (p-G)-^        (P-B)(p-C) 
XZ  ^  XV 


(p-A)(p-G) 


cosa"^ 


(p~A)(p-B) 


ç.o'àxy  =  I 


Klle  est,  comme  on  voit,  du  sixième  degré  en  p. 
Mais  si  l'on  prend  l'équation  tangentielle  des  mêmes  ellipsoïdes, 
en  supposant  l'équation  d'un  plan  écrite  sous  la  forme 


ux  ^  vy  H-  «•  ;  -H /?  =  o , 


on  trouveia 


(7) 


I 

cosay 

cosa?^:; 

"(?- 

-A) 

ç,o%xy 

1 

rosjî 

('(p- 

-B.) 

cos.r5 

cos  r^ 

I 

KV  (  p  - 

-  c:  ) 

//(p  — A)      cfp  — B)      Kv{r,  —  Q.)  pt 

On  voit  donc  que  l'équation  tangentielle  sera  seulement  du 
second  degré  en  p.  Nous  pourrons  énoncer  la  proposition  sui- 
vante : 

Tous  les  ellipsoïdes  décrits  par  les  différents  points  de  la 
droite  font  partie  dUin  réseau  tangentiel;  le  cercle  de  l' infini^ 
qui  correspond  à  l' hypothèse  p  =  oc,  fait  partie  de  ce  réseau. 


I(> 
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La  iiu'lliutle  |)it'C('(.l('iile  se  pvélc  aussi  1res  bien  à  l'exainen  du 
cas  pailiculier  où  deux  des  quaiililés  A,  B,  C  sont  égales,  par 
exemple  A  el  B.  Alors  le  mouvement  de  la  droite  mobile  est  défini 
j)ar  la  condition  qu'un  de  ses  points  décrive  une  dioile  fixe  (D,) 
(ici  Taxe  des  ::)  pendant  cprun  autre  point  décrira  un  plan  (P)(ici 
le  plan  des  ^'v).  Les  ellipsoïdes  décrits  pat'  les  différents  points 
de  la  droite  mobile  auront  évidemment  tous  le  plan  (V)  pour 
plan  cyclique. 

Nous  retrouverons  toutes  ces  propositions,  et  nous  les  complé- 
terons par  une  analyse  qui  n'employera  que  des  coordonnées  rec- 
tangulaires. 

IL 

Soit 

ip2  y2  ;;2 

^      '  «2  ^2    ^    C2 

l'équation  d'un  ellipsoïde  (E),  rapporté  à  ses  axes  principaux. 
On  peut  le  déduire  de  la  sphère 

(9)  ^f  +  7ï  +  -î=i, 

en  lui  appliquant  la  transformation  liomographique  définie  par  les 
formules  suivantes  : 

(10)  x  =  axu        y  =  by^,         ^=C3,, 

où  «,  ^,  c  peuvent  recevoir  tel  signe  que  l'on  voudra  et  qu'on  peut 
interpréter  géométriquement  de  la  manière  suivante  : 

Soit  M,  le  point  de  coordonnées  j?,,  y^ ,  z^]  portons  sur  la 
droite  OM,,  et  dans  le  sens  indiqué  par  leur  signe,  les  segments 

On  =  a,         0N'=^,         OK=c. 

Si,  par  les  points  N,  IN',  N",  on  mène  des  plans  respectivement 
parallèles  aux  plans  des  j'g,  des  xz  et  des  xy^  leur  intersection  M 
décrira  le  point  de  l'ellipsoïde  défini  par  les  formules  (lo)  et,  si 
Ton  mène  j^ar  ce  point  M  une  droite  parallèle  à  OM,,  et  qui  coupe 
respectivement  les  plans  coordonnés  aux  points  P,  P,,  P2,  il  est 
clair  (pi'on  aura,  en  grandeur  et  en  signe, 

MP  =  -a,         MPi  =  — ^,         MP2  =  — c. 
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Ainsi,  la  droite  PPiPo  sera  bien  une  droite  invarial)le  dont  les 
trois  points  précédents  décriront  les  plans  principaux  de  (E),  pen- 
dant que  le  point  M  décrira  cet  ellipsoïde.  Si  l'on  a  pris,  dans  les 
formules  (lo),  «,  6,  c  avec  le  même  signe,  on  aura  un  mode  de 
description  dans  lequel  les  trois  segments  MP,  MP^,  MP2  auront 
le  même  sens  sur  la  droite  mobile.  Si,  au  contraire,  on  a  pris  «, 
6,  c  avec  des  signes  diftérenls,  on  sera  conduit  à  trois  autres 
modes  de  génération  définis,  par  exemple,  par  les  formules 

x  =  —  ax^,        y^       byu         z=       C2,, 
^     '  ^x=       axi,         y=  —  by^,         z—       czu 


x=       axy,        y=       byx,         z  =  —  cz 


Il  serait  inutile  de  changer  le  signe  de  plus  d'un  axe;  car 
on  serait  ramené  aux  cas  précédents  par  le  changement  simultané 
des  signes  de  x^^  y^^  z^.  Dans  ces  trois  nouveaux  modes  de  géné- 
ration, deux  des  segments  MP,  MP<,  MP2  seront  de  même  sens  et 
de  sens  contraire  au  troisième.  Les  trois  droites  qui  leur  corres- 
pondent formeront  avec  la  première  un  angle  tétraèdre  (U) 
ayant  pour  axes  de  symétrie  les  parallèles  menées  par  le 
point  M  aux  axes  coordonnés. 

Dans  la  suite,  nous  nous  bornerons  aux  formules  (lu),  où  nous 
supposerons  a,  6,  c  pris  avec  des  signes  arbitraires,  et  nous  verrons 
que  notre  méthode  donne  les  trois  autres  générations. 


III. 

Pour  obtenir  tous  les  modes  de  description  de  Tellipsoïde 
donné  (E),  il  faut  mener,  par  le  point  M(:r,  j',  :;),  une  droite 
quelconque  et  exprimer  que  trois  points  de  cette  droite,  à  des 
distances  invariables  de  M,  décrivent  trois  plans  passant  par  le 
centre. 

Soient  oAa,  ill>,  G  les  cosinus  directeurs  de  la  droite  cherchée.  Le 
point  de  cette  droite  qui  est  à  une  distance  0  de  M  sera  donné  par 
les  formules 

(12)  I  y=  />^,-(-piil,, 


12 
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où  X,  1',  :;  n'ont  plus  la  même  signification  que  dans  les  for- 
mules (^lo).  Si  nous  éciivons  que  les  trois  points  de  la  droite 
d'abscisses  p,  p',  d'  décrivent  des  plans  passant  par  l'origine,  nous 
serons  conduits  à  trois  équations  telles  que  la  suivante  : 

mx  -+-  ny  -^  p  z  =  o  =  maxx-^  nbyi  -\-  pczy-^  p{mÂs  -{-  n\\\)  -h/)  G). 

Ces  équations  nous  donnent  évidemment,  pour  X,  ilb,  G,  des 
valeurs  de  la  forme 

A>  =  aa?i  +  a'^i-h  a"^i, 

(i3)  {  m,  =  p^,-+-p>,+  ^"2,, 


=  7^i  +  Tri^ 


--1 


Comme  on  doit  avoir 


X2  +  lll,2 


:C2       


on  voit  que  les  ?) eu f  coefficients  a,  a',  a'\  [i,  ...  seront  ceux  d^une 
substitution  ort/ioi^onale,  elles  formules  (12)  prendront  la  forme 
définitive 


(i4) 


;'  X  =  aX[-\-  ^{r/.x'i-^  <x  yx-v-  y."  Zi), 
^  y  =  byx-\-r,{^xx-^^'y^+^"zx\ 


où  les  X\,  j)',,  3,  seront  liées  par  la  relation  (9)  et  définiront  un 
point  M,  de  la  sphère  de  rajon  i ,  et  où  les  neuf  coefficients  a,  ... 
seront  liés  par  des  relations  bien  connues  au  nombre  desquelles  il 
faut  compter  celle-ci,  que  leur  déterminant  sera  égal  à  dz  i .  Nous 
supposerons  dans  la  suite  cfue  ce  déterminant  est  égala  +  i . 
S'il  en  était  autrement,  il  suffirait  de  changer  le  signe  de  tous  les 
coefficients  et  celui  de  p,  ce  qui  ne  changerait  pas  les  formules  (i4)- 
Il  est  facile  de  voir  que  ces  formules  donnent  la  solution  com- 
plète de  la  question  et  qu'il  est  inutile  de  leur  imposer  une  nou- 
velle limitation.  Car  si  Ton  donne  à  g  Tune  quelconque  des  trois 
\aleurs  qui  annulent  le  déterminant 


(iS; 


A  = 


a  -\-  pa  pa  pa 

p^  6-+-p^'  pp" 


=  0, 


les  fonctions  x,  y,  :;  cesseront  d'être  linéairement  indépendantes 
et   le  point  (x,   )',    z)  décrira,  en  général,  un   plan  passant  par 
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l'origine.  Ainsi,  trois  points  déterminés  de  la  droite  mobile  décri- 
ront des  plans,  tandis  que  celui  d'abscisse  p  =  o  décrira  l'ellipsoïde 
proposé. 

Si  Ton  tient  compte  des  relations  telles  que 


?'     r 

a  = 

1       If 

Y      Y 

o 

fi" 

1-» 

f> 

a' 

=  — 

If 

Y 

Y 

a 

a 

a 

1 

Y' 

[1" 

If 

1 

entre  les  neuf  cosinus,  l'équation  (i5)  prend  la  forme  simple 

(i6)     A  =  p3_(_  (^ay  -+-  h^'-h  cy")?--^-  {box  -^  ac'^'  -4-  aby")p  -h  abc  =  o, 

qui  ne  dépend,  comme  on  le  voit,  que  des  trois  cosinus  situés  sur 
la  diagonale  principale  du  déterminant 


(17) 


L'interprétation  des  formules  (i4)  nous  permet  de  retrouver,  en 
les  précisant,  quelques-uns  des  résultats  énoncés  au  n"  T. 

D'abord,  chacun  des  ellipsoïdes  décrits  par  un  point  de  la  droite 
mobile  correspond  à  la  sphère  décrite  par  le  point  M,(^,,  y,,  z-i) 
et  s'en  déduit  par  une  subslitution  homographique  qui  conseiN  e 
à  la  fois  l'origine  et  le  plan  de  1  infini. 

C'est  ce  que  nous  savions.  Mais,  ici,  nous  sommes  en  mesure  de 
définir  cette  homographie  de  la  manière  la  plus  précise.  Les  for- 
mules (i3)  qui  donnent  les  cosinus  directeurs  de  la  droite  mobile 
s'interprètent  immédiatement  de  la  manière  suivante  : 

Appelons  droite  principale  celle  qui  est  parallèle  au  rayon  0\L 
et  qui  passe  par  le  point  M  de  rellipsoïde  (L).  C'est  celle  qui  nous 
donne  la  génération  dans  laquelle  les  points  dont  les  distances  à  M 
sont  —  a,  — /^  — c  décrivent  respectivement  les  trois  plans  prin- 
cipaux. D'après  les  formules  (lo),  qui  définissent  une  rotation  du 
rayon  OM,,  il  suffira  d'imprimer  à  cette  droite  principale  une 
rotation  de  grandeur  et  de  sens  déterminés,  autour  d'une  parallèle 
menée  par  M  à  une  direction  fixe,  pour  obtenir  les  différentes  posi- 
tions de  la  droite  mobile  dans  la  génération  définie  par  les  iVu- 
mules  (i4)-  Ainsi  nous  obtenons  le  théorème  suivant  : 


Considérons  L  ellipsoïde  (E),  (fj)pli(/Ne  honiograplnquemcnt 


i\  puhaiièriî:  PAUTii:. 

sitr  la  spkcre  de  rayon  i  par  les  formules 

(jui  font  correspondre  au  point  M(^,jk,  ^)  de  V ellipsoïde  le 
point  jVIi(a'),  jK«?  ^«)  de  la  sphère.  Pou/'  obtenir  le  mode  de 
description  le  plus  général  de  V ellipsoïde  par  un  point  d\ine 
droite  invariable  dont  trois  points  décrivent  des  plajis^  il 
suffira,  soit  d^ imprimer  à  OM,  une  rotation  de  grandeur 
déterminée  autour  dhine  droite  fixe  passant  par  O  et  de  mener 
par  M  une  parallèle  à  la  nouvelle  position  de  0M\  ;  soit.,  ce  qui 
revient  au  même.,  d'' imprimer  à  la  droite  principale  (D)  de 
V  ellipsoïde .,  c*  est-à-dire  à  la  parallèle  à  OM,,  passant  par  M, 
une  rotation  de  grandeur  déterminée  autour  d^ une  droite 
menée  par  M  parallèlement  à  une  direction  fixe. 

C'est  ainsi  que,  si  nous  imprimons  à  la  droite  principale  (D) 
des  rotations  de  i8o"  autour  des  parallèles  menées  par  M  aux  axes 
principaux  de  (E),  nous  obtenons  les  trois  droites  (D'),  (D''),  (D"^) 
qui  forment  avec  (D)  l'angle  tétraèdre  (U)  déjà  détini  au  n"  II. 

Au  reste,  le  théorème  précédent  s'applique  aux  relations  de  la 
droite  mobile  {d,)  avec  chacune  de  ces  arêtes  de  l'angle  tétraèdre  (U), 
et  non  plus  seulement  avec  la  droite  (D).  Car  soit,  ])ar  exemple, 
(D')  celle  des  arêtes  de  l'angle  tétraèdre  qui  se  déduit  de  (D)  par 
une  rotation  de  iSo''  autour  d'une  parallèle  à  O^.  La  droite  mo- 
bile (c/),  dans  un  mode  de  description  quelconque,  peut  se  déduire 
de  (D')  :  i''  par  une  rotation  de  i8o"  autour  d'une  parallèle  menée 
par  M  à  Ox^  rotation  qui  amènera  (D^)  sur  (D);  ?."  par  la  rotation 
qui  amènera  (D)  sur  [d)  et  qui  est,  d'après  le  théorème  fonda- 
mental, de  grandeur  et  de  sens  déterminés.  Or,  ces  deux  opéra- 
tions successives  se  composent  évidemment  en  une  seule  rotation, 
elle  aussi  de  grandeur  et  de  sens  déterminés,  qui  amènera  (D) 
sur  ((/).  11  est  donc  indifférent  de  prendre  telle  ou  telle  des  arêtes 
de  l'angle  tétraèdre  (U). 

IV. 

Une  fois  obtenue  la  solution  générale  du  problème,  il  nous  reste 
à  entrer  dans  les  détails  et  à  discuter  les  différents  cas  qui  peuvent 
se  présenter.    Examinons   d'abord  lu  distribution   des   trois  plans 


MÉLANGES.  i5 

qui,   dans   un  même  mode   de  généralion,  sont   décrits  par   trois 
points  de  la  droite  mobile. 

Désignons  par  p,  p',  p"  les  abscisses,  comptées  à  partir  du  point  M 
décrivant  l'ellipsoïde  (E),  des  trois  points  de  la  droite  mobile  [d) 
qui  décrivent  des  plans. 

L'équation  du  troisième  degré  (16)  qui  définit  ces  trois  abscisses 
nous  montre  d'abord  qu'elles  ne  sauraient  être  choisies  arbitrai- 
rement, mais  que  leur  produil  doit  être  égala  —  abc'^  ainsi  on  doit 
avoir 

r  pp'p"  =  —  abc^ 

(18)  )  pp'+ pp" H- p'p"=  6c a -f- ac (3' -4- «67", 

(  p  H- p'+ p"  =  — aa  —  6p>'— cy". 

De  là  il  suit  que,  si  p,  p^,  ^"  vérifient  la  première  relation,  il 
reslera  seulement  deux  équations  que  devront  vérifier  les 
coefficients  de  la  substitution  orthogonale;  et  comme  ces  coeffi- 
cients dépendent  de  trois  arbitraires,  //  y  aura  une  infinité 
simple  de  générations  correspondantes  à  des  valeurs  données 
de  0,  0',  0',  pourvu,.nous  le  répétons,  que  soit  vérifiée  la  première 
des  équations  (18). 

C'est  ici  le  lieu  de  reproduire  les  formules  qui  permettent  d'ex- 
primer les  neuf  cosinus  en  fonction  de  trois  paramètres.  Ce  sont 
les  suivantes  : 


Dans  ces  conditions,  les  formules 

/  j''=  a.rj -h  a' y, -h  a"  :;,, 
(20)  y=[i.r,-i-[i>,+  p"3,, 

[   z'  -—  YJi  ^-  i  y\  H-  Y-i» 

définissent  une  rotation  dont  Taxe  cl  la  grandeur  soiil  lioiincs  par 
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les  formules 

0 

,  i^'V  UÎ)  o  •>. 

^■")  -  =  -  =  T  =  — ' 

.1,',  itl,'.  C'  étaiil  les  cosinus  directeurs  de  Taxe  de  rotalion  et  fi  la 
grandeur  de  cette  rotation,  qui  est  délermiuée  en  valeur  absolue 
par  la  formule 

(ti)  tano2_  = , 

^  h 

et  devient  égale  à  i8o"  pour  g;  =  o. 

Remarquons  que  les  formules  (20)  peuvent  être  écrites  sous  la 
forme 

et  elles  définissent  alors  ce  qu'on  appelle  la  substitution  inverse. 
Comme  elles  se  déduisent  des  formules  (20)  par  le  simple  change- 
ment de  g-  en  —  ^,  on  voit,  comme  cela  était  évident  a />/7077, 
(pi'elles  définissent  une  rotation  égale  et  de  sens  contraire  à  celle 
qui  est  délerminée  par  les  formules  (20)  et  ayant  lieu  autour  du 
même  axe.  On  pourra  consuller  à  ce  sujet  la  Note  que  j'ai  insérée 
dans  les  Leçons  de  Cinématique  de  M.  G.  K.oejnigs,  p.  344- 

D'après  les  expressions  (  19)  des  neuf  cosinus,  on  reconnaît  que 
les  deux  dernières  formules  (18),  qui  établissent  les  relations 
entre  p,  p',  0"  et  les  coefficients  de  la  substitution  orthogonale, 
contiendront  linéairement  et  d'une  manière  homogène  les  car- 
rés A-,  X-,  /-,  g^  des  arbitraires  qui  entrent  dans  les  formules  (19). 
Si  donc  on  a  obtenu  une  solution  définie  par  les  valeurs  //y,  Ao, 
Iq^  gQ  de  //,  Â",  /,  g^  toutes  celles  (|ui  correspondent  aux  valeurs 

h=±h„  k=±ko,  l=±to.  ^=±<^o 

donneront  le»  mêmes  valeurs  des  abscisses  p,  p',  0" .  Cela  fait 
huit  systèmes  de  solutions.  Les  rotations  correspondantes  se  font 
autour  de  droites  dont  les  directions  sont  symétriques  les  unes  des 
autres  par  rapport  aux  axes  et  aux  plans  principaux  de  l'ellip- 
soïde (E).  Il  y  a  deux  rotations  autour  de  chacune  de  ces  droites, 
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égales  el  de  sens  contraires.  C'est  une  conséquence  des  propriétés 
de  symétrie  de  l'ellipsoïde. 

V. 

Désignons  sous  le  nom  de  plans  directeurs  les  trois  plans  (P), 
(P'),  (P'')  qui  sont  décrits  |)ar  les  trois  points  de  la  droite  mobile  {d) 
dont  les  abscisses  sont  p,  p',  p".  Si  les  équations  de  ces  trois  plans 
sont  écrites  sous  la  forme 

[   ;;i  X  H-  /i  Y  -h />  Z  =  o, 
(24)  m'X  +  /i' Y -+-/?' Z  =  o, 

(   m"X4-/i"Y-4-/>"Z  =  o, 

le  fait  que,  pour  chacune  des  abscisses  p,  p',  p",  les  trois  fonctions 
linéaires  de  .r,,y,,  ^,,  définies  parles  formules  (14)7  doivent  être 
liées  par  une  des  relations  précédentes  nous  conduira  aux  for- 
mules 


(25) 


(26) 


(•^7) 


qui  contiennent  évidemment  toutes  les  relations  entre  le  tiièdre 
des  plans  directeurs  et  les  abscisses  p,  p',  p"  portées  sur  la  droite 
mobile.  On  peut  leur  ajouter  celles  qui  sont  relatives  aux  arêtes 
de  ce  même  Irièdre. 

fhill.  des  Sciences  niat/ic/n.,  a"  scric,  t.  \l..  (JaiiNioi-  lyi*))  -i 
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Ces  arêtes  sont  définies  respeclivenieiit  par  les  équations 


(•.8) 

(•29) 
(3o) 


j  /n'  X  -+-  n  y  ^  p  z  =^  o, 

}  m" X  -+-  îï' y  -^-  p"  z  =  (), 

I  m" x'  -i-  n" y'  -\-  p"  z'  =  o, 

(  m  x'  -h  n  y'  -i-  p  z'  =  o. 

I  m  x" -h  71  y" -h  p  z"  =  o, 

]  m'x"-^n'y"-i-p'  z"=o, 


où  cT,   )■,  :;,    par    exeni[)le,  désignent  les  coordonnées  d'un  point 
fpielconque  de  l'interseclion  des  plans  (P'),  {^"}y  et  ainsi  du  reste. 
Les  rapports  mutuels  de  ces  quantités   j?,  y,  z,  . .  .    sont  définis 
par  des  équations  lelles  ([ue  les  suivantes  : 


X 

(i 

y 

OL  -+- 

?' 

:^ 

a' 

?' 

+ 

a. 


y 


d'où  fun  déduit  aisément  les  trois  systèmes 


(3.) 


(32) 


r33) 


X 

'  y 

Il  •^ 

X 

a  —    - 

4-  a  ^ 

-+-  a  - 

:z3  —  — • 

a 

b 

c 

P 

y  p  —    -+-  p    -    -4-  jj  -    — J 

\       a  o  c  0 


X 

a 

x^ 
a 


'    b 


y 


c  p'  ' 


^    ^  a         ^    b  c 


p' 


X 

7 
y" 
Y 


l<mt  à  t'ait  analogues  aux  systèmes  (20),  (26),  (2^). 
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Remarquons  que  les  équations  (3i),  (32),  (33)  deviennent 

oc 
identiques  aux  équations  (20),  (26),  (27)  si  l'on  y  remplace  -^^ 

y     z  X       y      z  ,       ,       ,     T       y      ^  ,, 

;^  ,  -  par  m,  '',/>;  ~'  •^'  7  P'^'^  m  ,  n  ,  p  ,  -^,  ^^,  -  par  m  , 

n' ^  p"  et  si  l'on  substitue  aux  neuf  cosinus  ceux  de  la  substi- 
tution inverse. 

Si  l'on  rcniar(|ue  encore  que  récjiialion 

abc 

est  celle  du  plan  dianiéUal  conjugué  à  la  droite  d'intersection  des 
plans  (P'),  (P)  par  rap[)ort  à  la  cpiadrique  (vl,,)  définie  par 
ré(juation 

X'^  V2  ^2 

abc 
DU  sera  conduit  au  théorème  suivant  : 

Si  l'on  a  obtenu  un  mode  de  génération  de  V ellipsoïde  dans 
lequel  0,  p',  p"  sont  les  abscisses  et  (V),  (P'),  (P'^)  les  plans  di- 
recteurs^ on  en  obtiendra  un  second^  dans  lequel  les  abscisses 
relatives  aux  plans  directeurs  seront  les  mentes^  en  substituant 
au  trièdre  des  plans  directeurs  celui  qui  est  formé  par  les  dia- 
mètres conjugués  de  ces  plans  relativement  à  la  quadrique[C  i^). 

La  rotation  par  laquelle  on  passera  de  la  droite  (D)  à  la 
droite  mobile  dans  le  second  mode  de  génération  s'effectuera 
autour  du  même  axe  que  dans  la  première  génération  :  mais 
elle  sera  égale  et  de  sens  contraire. 

Cette  quadrique  (^o)  ^'^f^  '''^''  <i^^  huit  surfaces  par  rapport 
auxciuelles  la  sphère  de  rayon  \  et  l'ellipsoïde  [\\]  Siuil  pohii  rcs 
réciproffucs  l' une  de  l'autre. 

(^elte  |)r(>p()silion  générale  donne  licii  à  un  corollaiic  1res 
élégant. 

Si  la  rotation  primitive  est  de  i(So'\  aucpiel  cas  la  sul)>lllulion 
directe  (20^  cl  la  suhslituliou  inverse  (23)  se  conlondcMil,  le 
trièdre  des  plans  directeurs  (uincidera  avec  celui  (pii  esl  loiiué 
par  les  diauu'lres  conjugués  de  ses  faces.  Amim. 


H) 
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Lors(/u'on  a  obtenu  un  mode  de  génération  en  prenant  les 
symétriques  de  la  droite  principale  relativement  à  une  droite 
de  direction  fixe  passant  par  M,  le  trièdre  des  plans  direc- 
teurs est  formé  de  trois  plans  diamétrctux  conjugués  relati- 
vement à  la  quadrique  (vL'o). 

Eu  considérant,  au  lien  de  la  drolle  principale  (D),  une  anlre 
des  arêtes  de  l'angle  létraèdre  (U),  on  verra  aisément  que  le  théo- 
rème subsiste  lorsque,  au  lieu  d'imprimer  une  rotation  de  i8o"  à 
la  droite  principale,  ou  lui  imprime  une  rotation  quelconque 
autour  d'une  droite  parallèle  à  l'un  des  plans  coordonnés;  mais 
alors  il  faut  substituer  à  la  quadrique  (v^o)  n"e  autre  de  celles  par 
rapport  auxquelles  Feliipsoïde  proposé  et  la  sphère  de  rajon  i 
sont  polaires  réciproques  l'une  de  l'autre,  c'est-à-dire  une  des 
surfaces  représentées  par  l'équation 

(3-'))  dz~±-^=b—  =1. 

^      '  abc 

JNous  aurons  l'occasion  de  revenir  sur  le  cas  spécial  que  nous 
venons  d'envisager,  pour  en  signaler  d'intéressantes  propriétés. 


VI. 


On  peut  faire  disparaître  des  formules  (20),  (26),  (27)  toutes 
traces  de  la  substitution  orthogonale  en  opérant  comme  il  suit. 
Élevons  les  équations  (25)  au  carré  et  ajoutons-les  ;  nous  aurons 

Multiplions  de  même,  membre  à  membre,  les  équations  corres- 
pondantes des  systèmes  (25),  (26)  et  ajoutons.  Nous  aurons 

(«2—  pp')mm.'-+-  (62 —  pp'j/i/i'-f-  (c2  —  pp'  )pp  =  o. 
Va\  opérant  de  même  sur  les  autres  é(|uations,  nous  obtiendrons 
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les  deux  systèmes 


(36)  <J    (a2—  p'2)/n'2  +  (62  _  p'2)n'2  4,  (c2_  p'2)p'2  =0, 
(a2_p"2),;/'2           +(è2_p"2);î"2         4_(c2_p"2)y2         ^  ^^  . 

(a2_p'p"),„',^l"4_(62_p'p")^';j«'_^(c2_p'p")^'y=0, 

(37)  /  (ry2_pp")mm"    +(b^-rp")nn"    -^  (c'^-- pp")pp"     =  o, 
{  («2 — pp')/nm'     +(^2 — pp")nn'     -+-  (c^  —  pp')pp'     —  o. 

Le  premier  aurait  pu  être  écrit  a  priori.  En  etTet,  prenons 
la  droite  mobile  (d)  dans  la  position  où  elle  est  perpendicu- 
laire au  plan  (P).  Son  pied  dans  ce  plan  décrivant  une  surface 
normale  à  la  droite,  tous  les  autres  points  de  la  droite  décri- 
ront également  des  élémeuts  de  surfaces  normaux  à  la  droite. 
Il  en  sera  ainsi,  en  particulier,  du  point  décrivant  M  de  l'ellip- 
soïde, qui  devra  être,  par  conséquent,  dans  une  des  deux  positions 
où  le  plan  tangent  à  l'ellipsoïde  (E)  est  parallèle  au  plan  (P). 
11  faudra  donc  que  la  distance  du  plan  (P)  au  plan  tangent  paral- 
lèle de  (E)  soil  égale  en  valeur  absolue  à  0.  C'est  j)récisément  ce 
qu'exprime  l;i  première  des  relations  (36). 

Dans  la  recberclie  des  relations  entre  les  plans  du  Irièdre  direc- 
teur, on  peut  essayer  d'abord  d'éliminer  0,  0',  0" .  On  est  ainsi 
conduit  à  des  formules  très  compliquées  telles  cpie  la  suisanle  : 


(38) 


{a^  mm' -\-  b'^/zn  -h  c-pp'y- 


(  «2  ,ni  4_  ^2  ,i2  +  c^p2  )  (^ a^  fn'i  -t-  bi  n'-'  4-  c'^p'-^  ) 
_  (  mn!  -\-  nn'-^  pp  )2 

"    (  m2  _|-   „2  _^  ^2  ^  (,„'2  _^  ji'l  _^  p'i  )  ' 

dont  il  ne  semble  |)as  commode  de  tirer  paili.  Bornons-nous  à 
remarquer  que  les  trois  relations  de  ce  genre  expriment  le  fait 
suivant  :  Le  trièdre  des  plans  directeurs  n  les  nu'nics  a/i^/cs  ^c/ 
par  conséquent  les  mêmes  faces)  lors<ju'on  les  /ncsuz-c  c/i 
prenant  pour  absolu  soit  le  cercle  de  l  infini^  soit  la  conic/uc 
à  l^ infini  de  l'ellipsoïde  (E). 

Uevenons  aux  systèmes  (36)  et  (>-).  Ils  se  composent  de  six 
équations  à  six  inconnues;  mais  nous  savons,  d'après  la  tbéoric 
générale,  (pie  les  six  inconnues  ne  sauraient  être  déterminées;  et 
il   est  aisé  de   vérili(U"  (pie,    par  exemple,   la   lioisièmc  des   é(pia- 
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lions    (36)    est    une    conséquence    des    cinq    aulres,    pourvu    que 
l'on  ail 

D'après  cela,  pour  déterminer  Ions  les  modes  de  génération,  on 
l^eut  raisonner  comme  il  suit. 

Donnons-nous  arbitrairement  le  plan  (P) 

/n  X  -h  rt \  -i-  />  Z  =  o, 

p  sera  déterminé  au  signe  près  par  la  première  des  équations  (36). 
Alors  le  plan  (P)  sera  défini  par  les  deux  équatioris 

(a^ —  pp'  )  mm'  -\-  (  b- —  po'  )  nn'  -^  ( c^  —  pp'  )  pp'  =  o, 

cjui  détermineront  deux  systèmes  de  valeurs  de  /??',  /?',// lors(|ue  po' 
sera  donné  en  grandeur  et  en  signe.  Il  est  facile  de  voir  que  ces 
deux  systèmes  seront  réels  lorsqu'on  aura 

(39  \ 1 f^ <o, 

i  1  I  1  I  I 

7^2  ~  7r-      7^2  ~  17^      ^      ^ 

1  i  i 

c'est-à-diie  lorsque  g'  sera,  en  valeur  absolue,  comprise  entre  les 
deux  axes  de  la  section  de  l'ellipsoïde  par  le  plan  (P). 

Le  |)lan  (P')  une  fois  connu,  les  deux  premières  équations  (3^^) 
détermineront  sans  ambiguïté  le  [)lan  (P"),  puisque  la  valeur  de  o'' 
résulte  de  celles  de  o  el  de  o'. 


Vil. 

On  peut  subsliluer  aux  calculs  précédenls  la  démonstration 
géométrique  suivante. 

S'il  existe  une  génération  de  l'ellipsoïde  où  le  plan  (P)  soit  un 
des  plans  directeurs,  les  abscisses  p,  p',  p"  étant  connues,  il  est 
claii-  que,  lorsque  la  droite  mobile  sera  dans  le  plan  (P),  le  point 
décrivant  parcourra  l'ellipse  (e)  qui  est  section  de  l'ellipsoïde  (E) 
par  ce  j)lan  (P);  et  les  deux  points  de  la  droite  dont  les  abscisses 
sont  p',  p"  décriront  deux  droites  passant  par  le  centre  commun 
de  (K)  et  de  (e).  Or,  on  sait  trouver  trc's  simplement  tous  ces 
modes  de  généialion. 
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Si  l'on  porte  sur  le  grand  axe  de  l'ellipse (<?),  à  parlir  dn  cenlre, 
les  longueurs  a  —  6  =  OC  {fig-   i)  et  «  4-  6  =  OD  et  que,  par  le 


sommet  A,  qui  est  à  égale  dislance  des  points  C,  D,  on  mrne  une 
droite  (|ue!c()nqiie  HH'  coupant  le  cercle  de  diamètre  OD  aux 
|)oints  H,  H',  on  aura  ainsi  un  premier  mode  de  génération  de 
l'ellipse  dans  lequel  la  droite  mobile  sera  HH';  les  j)oints  H,  H' 
demeureront  respectivement  sur  les  droites  OH,  OH',  et  le 
point  décrivant  A,  dans  ce  mode  de  génération,  sera  toujours 
entre  H  et  H'. 

Si,  au  contraire,  on  coupe  le  cercle  de  diamètre  OC  par  la 
droite  AlvR',  on  obtiendra  un  second  mode  de  génération  déter- 
miné par  les  deux  droites  OK,  OK'  et  les  deux  abscisses  de  même 
signe  Ak,  AK'. 

Ces  résultats  sont  bien  connus. 

Si  Ton  désigne  les  abscisses  par  0',  c",  on  aura  dans  le  premier 
mode 

?'  ?"  = 
et  dans  le  second 


(tx  cl  b^  (b^signant  les  axes  de  l'ellipse  i^e). 

J3ans  l'un  et  l'autre  cas,  il  j  a  évidemment  deux  nuxles  de  géné- 
ration de  l'ellipse  (e)  symétriques  par  rapport  à  Ci)  cl  corresiuMi- 
dants  à  un  même  système  de  valeurs  de  0'  et  de  0". 

Cela  posé,  menons  à  l'ellipsoïde  (K)  «m  plan  tangent  |)arallèle  au 
plan  (P)  et  soit  Tts  le  point  de  contact  de  ce  plan.  Désignons  par  c 
la  distance  de  ce  |)()inl  t^t  au   plan  (IM.    D'après   les   propriétc's  des 
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iliamèli"(*s  coiijui^ués,  on  aura 

p  a,  ^1  =  abc. 

D'autre  part,  la  perpendiculaire  abaissée  de  tjs  sur  (P)  est  nue  des 
positions  (l<*  la  droite  décrivante  cherchée.  Si  Ton  porte  sur  cette 
perpendiculaire,  à  |)arlir  de  tïï,  les  longueurs  o',  o"  dans  le  sens 
indiqué  ()ar  leur  signe,  on  aura  évidemment  deux  points  des 
plans  (P'),  {^")'  Comme  on  connaît  les  droites  suivant  lesquelles 
ces  plans  coupent  (P),  ils  sont  entièrement  déterminés,  el  tout  est 
connu  dans  le  mode  de  génération  cherché. 

f^a  construction  précédente,  qui  se  rapproche  beaucoup  de  celle 
indiquée  par  Dupin,  donne  évidemment  la  solution  du  pioblème, 
puisqu'elle  fournit  un  ellipsoïde  ayant  même  centre  que  (E),  con- 
tenant l'ellipse  [e)  et  tangent  à  (E)  au  point  m,  ce  qui  montre  que 
cet  ellipsoïde  se  confond  avec  (  E). 


VIII. 


Les  méthodes  par  lesquelles  nous  avons  obtenu  au  n"*  VI  les 
relations  entre  les  faces  du  Irièdre  directeur  peuvent  s'appliquer 
aux  arêtes. 

Par  des  procédés  analogues  à  ceux  qui  ont  été  emplovés,  on 
obtiendra  les  relations  suivantes  : 


X  ^    [  — 
a- 


X  X    \  —^ 
a^ 


I 


(4o)  ;    x'-^  l^^ '- 

1  \^         p 


I 


<^''^'-"-(i-s^' 


XX 


I 


a' 


y  y 


I 
\ 


"•2  /  _L  _   J_ 


/>2  p'p" 


^^'     ^    62  0'/ 


1 

I 

C2 
1 

V- 

I 

c2 

1 

I 

&^ 

?"' 

I 

I 

C2 

I 

I 

C2 

??" 

I 

1 

C2 

pp' 

=  o 


=  o  ; 


=  o, 


=  o 


Ici  encore,  le  premier  svstème  pouvait  être  établi  a  priori.  Car 
lorsque  la  droite  mobile  vient  coïncider,  par  exemple,  avec  Fintei^ 
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section  des  plans  P',  P",  l'abscisse  p  devient  le  diamètre  de  l'ellip- 
soïde (E)  dirigé  suivant  cette  droite.  C'est  précisément  ce  qu'ex- 
prime la  première  équation  (4o)- 

Avec  les  relations  précédentes,  on  pourrait  refaire  la  théorie 
dti  n"  VI.  Les  six  équations  (4o),  (40^^  réduisent  à  cinq.  De  sorle 
que,  lorsqu'on  se  donne  p,  p',  p' ,  le  trièdre  des  trois  plans  direc- 
teurs peut  occuper  une  infinité  simple  de  positions. 

D'après  les  formules  (36),  ses  faces  varient  en  demeurant  tan- 
gentes à  trois  cônes  homofocaux  dont  les  é(jnalions  sont 


X2  Y2 


(4^) 


62 

Y2 

b-' 

Y  2 

9"' 

a- —  p^ 
a2— p'2 

X2 

a-i—  o"2    '    b^  —  o"^    '    c2  — o"2 


c-^ 

-?' 

Z2 

c-i 

-?'■' 

Z^ 

=  o. 


=  o; 


et  ses  arêtes  décriveni  trois  cônes  homocyciiques,  représentés  res- 
pectivement par  les  équations 


(43) 


X2 

+  Y2 

X2 

-^  Y2 

X2 

/   I           I    \ 

U'^      P"V 

-h   Y2 

I        I  ^ 

1  +Z2 

^c2      p2 

1          i   \ 

b-2             rp) 

-+-Z2 

^  I       I 

1                  I       \ 
b-^           p"2  ) 

+  Z2 

'  I       I 

o, 


o. 


Le  résultat  ainsi  obtenu  mérite  qu'on  s'y  arrête  un  instant. 
Pour  plus  de  netteté,  coupons  le  Irièdre  des  plans  directeurs  par 
un  [)lan,  par  exemple  par  le  plan  de  l'infini.  Nous  aurons  un 
triangle  qui  pourra  se  déplacer  de  telle  manière  que  ses  côtés 
demeurent  langents  à  trois  coniques  liomofocales  diJJ'éi'entes^ 
tandis  que  ses  sommets  décriront  trois  coniques  homocvcliques 
également  distinctes.  T^es  lliéoièmes  tie  Poncelcl  nous  fournissent 
des  propositions  analogues;  mais  les  polygones  mobiles  considérés 
par  Poncelel,  ou  bien  oui  lous  leurs  sommets  sur  une  même 
conique,  ou  bien  ont  tous  leurs  côtés  tangents  à  une  même  conicpie. 
Dans  la  proposition  que  nous  signalons,  il  v  a  donc  quelque  chose 
d'essentiellement  nouveau,  puisque  notre  (l'ianglc  mobile  ne 
demeure^  dans  ce  mouvement^  ni  i/iscrit^  ni  circonscrit  à  une 
même  conique. 


of) 
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Il  Y  il  là  un  fait  qui  puuii'ail  donner  matière  à  des  recherches 
intéressantes.  Considérons  un  polji^one  (FI)  de  n  côtés,  dont 
les  n  sommets  soient  assujettis  à  décrire  respectivement  n  courbes 
(C|),  (C^,),  ...,  (G//),  tandis  que  le  premier,  le  second,  ...,  et 
le  (//  —  lye'if^  côté  seront  assujettis  à  toucher  respeclivement  //  —  i 
courbes  (E,),  .  . .,  (E,/  i).  Il  est  clair  que  ce  polygone  sera  mobile 
puisqu'on  pourra  prendre  aibitrairement  son  premier  sommet  sur 
la  courbe  (C,).  Alors  son  /?"'""'  côté  enveloppera  une  courbe  (E;,), 
(jui  se  déduira  des  précédenles.  Le  problème  auquel  nous  sommes 
conduits  sera  le  suivant  :  «  lùant  admis  que  les  2 /?  —  i  courbes 
(C|),  ...,  (G/,),  (Ej),  ...,  (E/^_<)  sont  toutes  des  coniques,  dans 
quel  cas  la  courbe  (E;^)  sei-a-t-elle  une  conique  ou  se  décomposera 
en  plusieurs  coniques  ?  » 

Nous  en  trouvons  ici  une  solution,  fournie  par  le  triangle  dont 
nous  venons  de  définir  le  mouvement;  il  y  en  a  d'autres,  en  dehors 
de  celle  qui  est  donnée  parles  théorèmes  de  Poncelet. 

IX. 

Nous] venons  de  rattacher  à  l'ellipsoïde  (E)  toutes  les  droites 
dont  un  point  dt'ciit  cet  ellipsoïde  (E),  pendant  que  li'ois  autres  de 
leurs  poinls  décrivent  des  plans.  Nous  avons,  dans  ce  qui  précède, 
étudié  ces  trois  plans  direcleurs.  Yovons  maintenant  ce  qui  con- 
cerne les  ellipsoïdes  décrits  pai"  les  ditï'érents  points  de  la  droite. 

Ces  ellipsoïdes  sont  définis  |)ar  les  formules  (i4)î  O"^'  ^\>y\i  ^1 
désignent  les  coordonnées  d'un  point  de  la  sphère  de  rayon  égal  à 
l'unité  et  où  p  varie  quand  on  se  déplace  sur  la  droite. 

Si  l'on  élimine  .r, ,  y, ,  c,,  un  calcul  facile  conduit  à  1  équation 
en  coordonnées  ponctuelles  des  ellipsoïdes,  équalion  qu'on  peut 
mettre  sous  la  forme  d'un  déterminant 


(A\) 


I  X  y 

X  a-  -h  p2  -!-  -2  a  ap         p  (  a  (i  -+-  Z^  a' ) 

y       p(r/[:{  4- 6  a')  h"- 

z       p  (  '^^  Y  -t-  ^  a"  )  p  (  /^  Y  -f-  c  [ï»"  )        c 


p  («Y  ^"  ^^") 

p2+26p'p        p(/,Y  +  cp7) 


=  o. 


Elle  est  du  sixième  degré  en  p;  il  est  à  remarquer  que  le  terme 
tout  connu  y  est  le  carré  du  déterminant  A  défini  par  la  for- 
mule (i5)  et  qui  s'annule  quand  Tellipsoïde  se  réduit  à  un  plan. 
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A-u  reste,  il  est  préférable  de  cherclier  Téquation  tangentielle 
des  elli|3Sordes  décrits  par  les  différents  points  de  la  droite,  équation 
qui,  nous  l'avons  vu  au  n°  I,  sera  du  second  degré  seulement  en  p. 
Si  Ton  écrit  Téquation  d'un  plan  sons  la  forme 

(r>)  ?/\ -i-cYn- (l'Z  —  I  =  o, 

les  formules  (i4ji  où  Ton  remplacera  les  lettres  Xj  Y-,  v,  :r,,  r,,  c, 
par  des  capitales,  nous  donnent 

w  X  -h-  r  ^  -t-  iv  Z  —  I  =  [  (  a  -f-  pa  )  M  -h  p 3  p»  -I-  PY  «'  ]  X  i 
-4-  [pa'w  -h  (6  +  p^')  ('  -h  p^;'  w]  Vi 
+  fpa"?/.  +  p3"('  -i-  (c  -[-  pY")tï'|  Zi—  I. 

Pour  obtenir  l'équation  langenlielle  de  l'ellipsoïde  (Ep)  décrit 
parle  point  d'abscisse  o  de  la  droite  mobile,  il  faut  écrire  que  le 
plan  obtenu  en  égalant  le  second  membre  de  l'identité  précédente 
à  zéro  est  langent  à  la  spbère  de  rayon  i  au  point  ^,,  j),,  ^,,  ce 
qui  donne  les  formules 


(46) 


qui  font  correspondre  les  coordonnées  du  plan  tangent  à  1  ellip- 
soïde (Ep)  à  celles  du  point  M,  (:r,^  j,,  3,)  de  la  spbère  unité.  En 
faisant  la  somme  des  carrés,  on  obtient  l'équation  tangentielle  de 
l'ellipsoïde  (Ep) 

+  ■>.  z\ai  (f-i -1-6  3' (>2  -H  c y" <v^ -h  ( 0  y' -+-  c  3")  i^«v 

-h  (a Y  -^  ex")  uiv  -\-  {a^à  -\-  I) a') m- 1  -^  p- (  u-  -f-  r-  -i-  tr^ )  =  i 

On  voit  bien  que  cette  équation  est  du  second  degié  en  z  et  que 
l'ellipsoïde  (Ep)  fait  partie  d'un  réseau  tangentiel  (|ui  comprend 
à  la  fois  l'ellipsoïde  proposé  {\\)  et  le  cercle  de  l'infini.  !\ous 
aurons  à  (aiie  usage  de  cette  rem;n'»|iie. 

Si  l'on  considérait,  dans  réipialion  (4;)?  n i  ^'.  *^'  eoinnic  des 
coordonnées  ponctuelles,  elle  représenterait  la  polaire  réciproque 
de  rellipsoïde  (Ep)  par  rapport  à  la  s|)bère  de  ravon  i  . 

De  là  résulte  (pie,  pour  obtenir  lé.ination   au   carii''  des  axes  de 


au  -\-  p  {  CLU  -\-  ^^' 

+  Y"'')  =  •'^1' 

bv  +  p  (a'  «  -t-  (i'  t 

.-^Y',v)  =J,, 

c\v  -H  p  (a"M  -H  3"( 

>  +  Y"*^')=--" 

«28 
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l'ellipsoïde  (Ep),  il  faudra  écrire  cjue  le  discriminant  de  la  fonction 
liomogène  obtenue  en  retranchant 

du  premier  membre  de  l'équation  (47)  est  nul.  On  trouve  ainsi  le 
résultat  suivant  : 


(48) 


p2-h  -lay-p  - 

-  s 

a^^ba' 

a^(  -h  c  a" 

a^-{-ba' 

62+p'i+.^^P'p  _s 

^^Y'  +  c(3" 

a-(  -h  c  a" 

b^:'+c^" 

c2-+-p-2+'2CY"p- 

-s 

=  o 


ou,  en  développant, 

(49)       53—  52[rt2+^2+  c2-h  3p5+2p(rta  +  6,3'-f-  Cy")] 

-+-  5  J  «2  62_,_  ^2  c2_|_  c2  rtr'-^H-  2  p  \a  {b'--\-C^-)  X -+- b  (C^-}-  «2)  pVc(«2^62)  f  ] 
-f-  p2(«2_^  ^2_^c2)  +  p2(rta+6p'+CY")2 

-4-2p2(/[>ca  +  rtc^'4-  «^7")+  4p3(rta  +  ^(^'-hcy")  +  3  p^  j  —  A2z=  o. 

Il  j  a  une  remarque  essentielle  à  faire  sur  cetle  équation,  c'est 
qu'elle  contient  seulement  les  trois  cosinus  qu'on  peut  appeler 
principaux^  a,  jB',  r".  Mais  elle  les  contient  celte  fois  dans  trois 
combinaisons  indéj)endantes 

bca.  -^  ac"^'  +  aby" ^ 

a(624-<T2.)a  +  Z>('c2+a2)  p'4-c(rt2_|- ^2)^'^ 

les  deux  premières  figurant  aussi  dans  A  et  la  troisième  dans  le 

coefficient  de  s  seulement.  Si  donc  on  demande  que  l'ellipsoïde  (Ep) 

ait  trois  axes  donnés,  A,  B,  C,  correspondants  même  à  une  valeur 

donnée  de  o,  et,  si  Ton  donne  un  signe  au  produit  des  axes  ABC  de 

manière  à  prendre 

ABC  =  A, 

a,  ^i',  y"  seront  pleinement  déterminés,  et  par  conséquent  aussi  les 
rapports  mutuels  des  arbitraires  ^-,  A-,  A-,  /-  qui  figurent  dans 
les  formules  (19).  En  extrayant  les  racines  carrées,  on  aura  huit 
solutions  différentes.  Comme,  d'après  les  formules  (21),  en  donnant 
à  g  deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires,  on  obtient  deux 
rotations  de  sens  contraires  autour-  de   la    même    droite,   ce    qui 
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revient  à  efTectuer  deux  substitutions  inverses  Tune  de  l'autre,  on 
a  le  théorème  suivant  : 

Si,  dans  les  formules  (i4)?  on  remplace  a'  par  j3,  d'  par  y, 
^j  par  y'  et  vice  versa,  c  est-à-dire  si  Con  soumet  la  droite 
principale  à  diux  rotations  égales  et  de  sens  contraires,  on 
obtient  deux  positions  de  la  droite  mobile  (d)  pour  lesquelles 
les  ellipsoïdes  (Ep)  correspondants  à  la  même  abscisse  p  sont 
égaux. 

Si  l'on  changeait  les  signes  de  //,  /»",  /,  on  n'ohtien(h'ait  que  des 
l'ésultats  évidents  à  raison  de  la  symétrie  de  l'ellipsoïde. 

Occti[)ons  nous  maintenant  des  directions  des  plans  principaux. 

Si  l'on  [)ren(l  les  demi -dérivées  du  premier  membre  de  l'équa- 
tion (47)  duquel  on  aura  retranché  s{u-  -^  v-  -\-  w-),  on  obtient 
trois  équations  qui  définissent  le  plan  principal  correspondant  à  la 
racine  s,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  l'a\e  principal,  en  regardant 
u,  V,  w  comme  les  coordonnées  d'un  |)oint. 

i^osons,  pour  abréger, 

-+-  (<TY  -h  ca")  uw  -h  (a(i  +  èa')  uv\ 
les  équations  qui  déterminent  le  plan  [)rmcq)al  seront 


(>•; 


(  (a2_|_  p2_5)  u  +  ç>^'„  =0, 
(  (62-i-p2—  5)  t^-f-pcp„  =  O, 
(    (  C2  +  p2  _  5  )  „,  +  pcpl^,  ^  o. 


Si  l'on  élimine  s  et  0,  on  obtiendra  l'équation 


c  '  <r     IV      cp;^ 
qui  est  du  troisième  ordre  en  u,  c,  \v.  Ainsi, 

Les  plans  principaux  de  tous  1rs  elli/)soïdes  (Er,)  enveloppent 
un  cône  de  troisième  classe  ou,  ce  qui  csL  la  nicinc  chose,  leurs 
axes  /)rincipaux  déc/'ivc/tt  un  cône  du  troisiè/Nc  ordre. 


J.e  tait  (pie  ce  conc  du  tioisirme  ordre  est  circoiiscril  à  une  iiili- 
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iiil(''  simple  de  Irièdres  ti  ireclangles  est  en  relation  avec  un  tliëo- 
iM'uu'  connu  de  géométrie  plane. 

Si  Ton  considère  u^  v^  w  comme  des  coordonnées  ponctuelles 
iiomogènes  dans  un  plan,  Téquation  (02)  représente  la  jacobienne 
du  iM'seau  formé  |)ar  les  trois  coniques 

(33)  )     a2?<2  4-  62('2-|-c2(v2^  O. 

(  0  (m,  r,  (v)  =  o, 

et  1  on  sait  (|ue  la  jacobienne  d  un  réseau  est  circonscrite  à  une 
infinité  de  triangles  qui  sont  conjugués  par  rapport  à  une  conique 
quelconque  du  réseau.  Il  suffit  de  choisir,  parmi  ces  coniques,  la 
première  de  celles  qui  sont  définies  par  les  équations  (53),  pour 
retrouver  le  ibéorème  signalé  plus  haut. 

Les  résultats  obtenus  dans  cet  Article  nous  permettent  d'indi- 
([uer  quelques  pro|)riétés  de  la  congruence  engendrée  par  les 
diverses  portions  de  la  droite  mobile. 

D'abord,  puisque  l'équation  (44)  des  ellipsoïdes  décrits  par  les 
différents  points  de  la  droite  mobile  est  du  sixième  degré  en  p,  cela 
veut  dire  que  la  congruence  est  du  sixième  ordre,  qu'il  passe  six 
positions  de  Irt  droite  mobile  par  un  point  quelconque  de  l'espace. 

Pour  trouver  la  classe   de  la  congruence,  nous  chercherons  le 

nombre  des  positions  de  la   droite   mobile  qui  sont  dans  un  plan 

quelconque. 

Soit 

k.x  -h  B/^  -h  Gs  +  D  —  o, 

Téqualion  de  ce  plan.  En  exprimant  ([u  il  contient  la  droite 
mobile,  on  aura  les  deux  équations 

\ax^  -h  B6^i  H-  Cczy  -f-  D  ^  o^ 
A(  ax,-i-  a>i-^  a"^,)+  \l{[ixy-^  hi>i+  ^"«i)+  <'(Y*'i-<-  Y>i  +  ï"-i)=  t>, 

«pu,  jointes  à  la  relation 

déterminent  deux  systèmes  de  solutions.  Ainsi,  la  congruence  est 
de  seconde  classe;  elle  est    donc   corrélative  d'une   de   celles    que 
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Kummer  a  éludiëes  dans  ses  Mémoires  sur  les  systèmes  de  rayons 
recti  lignes. 

Pour  obtenir'  la  surface  focale  de  celte  congruence,  il  faui 
exprimer  que  l'équation  (44)  en  p  a  une  racine  double,  c'est-à-dire 
prendre  V enveloppe  des  ellipsoïdes  décrits  par  les  différents 
points  de  la  droite  mobile.  On  sera  conduit  ainsi  à  une  surface 
du  douzième  ordre. 

On  peut  d'ailleurs  obtenir  très  aisément  Téquation  de  cette  sur- 
face en  coordonnées  tangentielles.  Il  suffit  de  prendre  l'enveloppe 
des  ellipsoïdes  en  partant  de  leur  équation  tangentielle  (47^  ce 
(jui  conduit  à  ré(|uation 

cp2  (  w,  V,  w)—  {  a^-  -!-  t'2  -4-  w^-)(a^  u-  +  ô-  V-  -^  c'^  w-  —  i)  =  o. 

Ainsi,  la   surface  focale  de    la  congruence  est  de  (juatrième  classe 
seulement. 

On  verra  aisément  qu'elle  a  douze  plans  tangents  singuliers,  à 
savoir  les  huit  jdans  qui  définissent  le  réseau  tangentiel  déterminé 
par  les  équations  (53),  les  trois  plans  directeurs  et  le  plan  de 
rinlini. 


X 


Nous  allons  rattacher  à  la  recherche  précédente  la  détermination 
des  cas  dans  lesquels  un  ou  jdusieurs  des  ellipsoïdes  (Kp)  sont  de 
révolution.  Il  suffira  pour  cela  d'exprimer  (|ue  Tellipsoide  repré- 
senté par  l'équation  (47)  est  de  révolution. 

Commençons  par  considérer  le  cas  où  aucun  des  coefficients  des 
reclangles,  tels  que  ^y'-f-  r[j",  n'est  nul.  \lors  les  conditions  qui 
expriment  (pie  la  surface  est  de  révolution  seront  les  suivantes  : 

()4)  a2-+-7.pr/a  -+-p2- p^— ^  ^^    ' 


=  62+  ■?.p  b'^'-^  p2—  p 


<7V  -f-  ex 


Ou  peut  suppniuei'  z-  cl,  en  éliminant  0  entre  ces  deux  (^piahons, 
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on  aura  la  condition 

(53)      2rta(^>2_c2)-h26p'(c2— a2)-h2CY"(a2_62) 

^  '  ^Y  -f- c^  a-^^crfl' 

qui  paraît,  au  premier  abord,  assez  compliquée.  Mais  servons-nous 
des  formules  (19)  et  posons,  pour  abréger, 


i''="/^'  '-M-/^:'  '='V6-^' 

(5C.)      ^  '^  

\  ^  =  --^\/-^r:-b\/-^^::=-c\/b^r^^ 

nous  trouverons,  par  exemple, 


«3  +  èa'=  2 


Si  l'on  fait  usage  des  relations  analogues,  Téquation  (55)  prendra 
la  forme 

_G»_,p_K._L.+  (GK  +  HL)(Gll  +  KL, 

CiL-i-HK 

(aL  +  HK)(GK  +  HL)       (GH  +  KL  )  (GL  +  HK)  _ 
^'  GH  +  KL  ^  GK  +  HL  ~  "' 

qui  est  entièrement  débarrassée  de  a,  I),  c.  En  développaul,  on 
trouve 

GHKL(H+K+L-G)(II+K— L+G)(H— K-4-L+G)(— H-4-K+L  hG)  =  o 

Les  solutions  qu'on  obtient  en  égalant  à  zéro  les  quatre  derniers 
facteurs  sont  impropres,  et,  d'ailleurs,  imaginaires.  Il  reste  donc 
seulement  les  solutions  |)our  lesquelles  une  des  quantités 
G,  H,  K,  L  ou  g^  A,  /,  /  est  nulle. 

Supposons  d'abord  gz=zo.  Nous  savons  que,  dans  ce  cas,  la 
rotation  définie  par  les  formules  (i3)  se  réduit  à  une  symétrie  par 
rapport  à  une  droite,  d'ailleurs  quelconque.  Nous  avons  déjà  ren- 
contré au  n''  V  ce  cas  particulier  dans  lequel  interviennent  des 
propriétés   remarquables   du    trièdre  des  jdans    directeurs.   Nous 
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Irouvons  ici  que  l'abscisse  o  du  point  de  la  droite  qui  décrit 
l'ellipsoïde  de  révolution  est  donnée  par  la  formule  très  symé- 
trique 

(^7) 


•2p 


+  a        a  -\-  b 


Quant   au    plan    principal    correspondant,    il   est    représenté    par 

l'équation 

.,_.  hx  ky  Iz 

(58)  -, 1 ^ \ T  =  o. 

b  -\-  c        c  -\-  a        a  -r-  b 

r^'interprétation  de  ces  résultats  serait  facile  si  ion  introduisait 
la  quadrique  définie  par  l'équation 


X' 


r- 


a 


a 


Nous  ne  nous  y  arrêterons  pas  et  nous  nous  contenterons 
de  remarquer  que,  dans  ce  cas,  le  cône  lieu  des  axes  principaux  se 
décompose  en  le  plan  défini  par  l'équation  (58)  et  en  un  cône  du 
second  degré. 

Nous  aurions  maintenant  à  examiner  encore  les  hypothèses 

h  =  o,        /{  =  0,         1  =  0, 

mais  la  remarque  suivante  rend  cette  discussion  inutile. 

L'hypolhèse  //  =^  o,  par  exemple,  correspond  à  une  rotation 
quelconque  autour  d'une  droite  parallèle  au  plan  des  yz.  Or, 
une  telle  rotalion  écpiivaut  à  deux  symélries  successi\es,  la  pre- 
mière autour  d'une  pinallcle  à  Taxe  des  .r,  qui  remplacera  la  droite 
principale  (l))par  une  autre  arèle  (O')  de  Faugle  tétraèdre  (  U),  la 
seconde  qui  aura  lieu  aiilour  d  une  dioile  de  direction  (piel- 
co/«^//^.  On  voil  donc  (pi  il  sulfira  d(;  clianiicr  de  droite  p}i  ncipa  le 
pour  èlre  rameiK'  au  cas  pr('*cédcnl  A'  ==  <>• 

Nous  avons  laissé  {\c  cM(\  diins  la  discussion,  le  (\is  où  l'iin  dos 
coenicienl.>  de  u\\  uw,  c\v  serait  nul. 

On  sait  (pialors  deux  au  moins  de  cc>  (nus  (M)cl(i(M<Mil>  doi\(MiI 
être  nuls.  La  seule  hypothèse  ipii  ne  conduise  pas  à  des  solutions 
impropres  consiste  à  annuler  d(Mix  ;iu  moins  des  (juani  ilo  ^',  //, 
/. ,  /.  Vax  choisissant  convenahlemcnl  la  ilroilc  principale,  on  pourra 
toujours  faire  en  sorte  que  g  soil  nulle.  Supposons  donc  (piOii  ail 

Bull,  des  Sciences  rnat/ié/n.,  2"  sciio,  l.  \L.  (Jaiivioi    lyiti.)  î 
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à  la  (ois 

g  =  o,         A  =  o, 

c'est-à-dire 

[3  =  a  =  a"=Y  =  o,  a=-i,  ^' =  -  i .  [^"=y', 

alors  Téquation  (47)  devient 

H-  2  p  (  Z>  H-  cYl  VW  =  I . 

La  condition  pour  que  la  surface  soit  de  révolution  est,  comme 
on  sait, 

f />2  _  «2  +  26pP'+  2«p]  [C2—  «2_  2Cp[y+  2  «  p  J2  =   p2  (  ^  -f-  c)2y'2. 

On  obtient  ainsi  pour  p  les  deux  valeurs  définies  par  les  for- 
mules 

i/.2  +   /2    _          A-2  ^          /2 

2  P  a  —  b  a  —  c 

A:2+/2  _       A2  /2 

2  p"  rt  H-  c  a  -h  ^ 

Enfin,  une  dernière  hjpothèse  consiste  à  supposer  que,  dans 
l'équation  (47)7  tous  les  rectangles  sont  nuls  et  que  trois  des  quan- 
tités A,  Â",  /,  g  sont  nulles.  La  substitution  se  réduira  alors  à  une 
symétrie  par  rapport  à  une  droite  parallèle  aux  axes  et  elle  subs- 
tituera à  la  droite  principale  une  autre  arêle  de  l'angle  tétraèdre  (U). 
Dans  ce  cas,  la  droite  mobile  portera  trois  ellipsoïdes  de  révolulion. 
Par  exemple,  les  ellipsoïdes  décrits  par  les  points  de  la  droite  prin- 
cipale qui  a  été  choisie    auront  pour  équation 

xi  y1  ^2 


(a  +  p)2        (6-+-p)2        (c  +  p)2 
et  ils  seront  de  révolution  pour  les  trois  valeurs  suivantes  de  p  : 


a  -\-  b  b  -h  c 

0= )  0  = 


En  résumé,  si  l'on  prend  la  symétrique  de  la  dioite  principale 
par  rapport  à  une  parallèle  à  une  direction  fixe,  un,  et  un  seul,  des 
ellipsoïdes  décrits  par  un  point  de  la  droite  mobile  sera  de  révo- 
lution   si    la   direction   choisie    n'est    parallèle  à  aucun   des   plans 
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principaux;  deiix  de  ces  ellipsoïdes  seront  de  révolution  si  la 
direction  fixe  est  parallèle  à  un  des  plans  principaux  sans  Tétre  à 
un  axe.  Enfin,  trois  seront  de  révolution  si  la  direction  fixe  est  celle 
de  l'un  des  axes,  c'est-à-dire  si  la  droite  mobile  est  une  des 
quatre  droites  principales. 

XI. 

Nous  avons  étudié  au  n"  VI  les  relations  entre  les  plans  directeurs; 
mais  nous  avons  négligé  quelques  retnarques,  que  nous  allons 
présenter  maintenant,  relatives  aux  divers  cas  particuliers  qui 
peuvent  se  présenter.  La  détermination  de  ces  plans  dépend  de 
l'équation  du  troisième  degré  (i^)  qui  fait  connaître  les  abscisses 
coirespondantes.  On  voit  ainsi  cjue  Tun  d'eux  sera  nécessairement 
réel;  mais  les  deux  autres  pourront  être  imaginaires,  comme  le 
montre,  du  reste,  la  construction  donnée  au  n"  Vil.  Il  suffira,  par 
exemple,  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  que  la  droite  mente  du  point  A 
sur  la  figure  i  ne  rencontre  pas  le  cercle  décrit  sur  0(^  comme 
diamètre.  Enfin,  il  y  a  lieu  d'examiner  aussi  le  cas  où  les  plans 
directeurs  viendraient  à  se  confondre,  l'équation  (i())  en  p  a\ant 
une  racine  double  ou  triple.  Pour  élucider  toutes  ces  hypothèses, 
j'emploierai  la  transformation  suivante  des  formules  (i  \)  (pii  ont 
servi  de  base  à  notre  analyse. 

Substituons  aux  coordonnées  X\,  )',,  G»  d'un  [)oint  de  la  sphère 
unité  les  cosinus  directeuis  des  angles  que  fait  la  droite  mobile (r/) 
avec  les  axes.  Si  nous  les  désignons  par  .r',  y' ^  z\  on  aura 

1   z' 


itd 


et  ue  la  on  decuiira 


V-^i-^  Y  Ji  -+-T 


Ti  =  a  .r'-i-  ?7'+ Y  -^ 


par  suite,  nos  formules  fondanuMilales  |)ourront  s'é(M'iro 

(6i)  |7  =  /.(a'y+|3'j'-+-Y'3')-hpy, 
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el  Ton  poiiria  alors  recoiiiiuilre  facilement  ce  qu'elles  deviennent 
([uaïul  on  choisit  des  axes  quelconques.  Elles  se  présenleront 
évidemment  sous  la  forme 


(62) 


X  =  A  it-'-h  B  y  -+-  C  z' -h  px\ 
z  =  \,^x'-^  B,y+  G2-'+  pz', 


les  constantes  A,  B,  C,  . . .  ('tant  assujetties  à  celle  senle  condition 
que  leur  déterminant  ne  soit  pas  nul. 

En  effet,  les  formules  (62),  pour  0  =  0,  représentent  évidemment 
un  ellipsoïde  (E,))  rapporté  liomographiquement  à  la  sphère  unité 
et,  si  l'on  choisit  comuie  axes  coordonnés  les  axes  de  cet  ellipsoïde, 
on  retombe  sur  les  formules  (61). 

On  peut  inéme,  en  ajoutant  une  constante  à  0,  supprimer  la 
restriction  que  le  déterminant 

A      B      G 

Aj     Bi     Gi 

A,     B-,     G2 
soit  di lièrent  de  zéro. 

Si  nous  prenons  comuie  point  de  départies  formules  (62),  nous 
voyons  que  les  fonctions  .r,  }',  z  de  x'^  y\  z'  sont  généralement 
indépendantes.  Mais  il  en  est  autrement  si  le  déterminant 


(63) 


A  +  p 
A 

A., 


B  G 

Bi  +  p         G, 

B.>         G,+  p 


est  égal  à  zéro.  Alors,  si  les  mineurs  de  ce  déterminant  ne  sont  pas 
tous  nuls,  les  fonctions  x^  y,  z  de  .r',  y' ,  z'  sont  liées  par  une  seule 
relation,  et  le  point  correspondant  de  la  droite  mobile,  déterminé 
|)ar  la  valeur  de  pqui  annuleV,  décrit  tout  un  plan  ou,  au  moins,  toute 
unerégionde  ce  plan.  Si,  au  contraire,  les  mineurs  du  premier  ordre 
de  V  sont  tous  nuls,  les  fonctions  x,  r,  z  sont  proportionnelles,  et 
le  point  coirespondant  de  la  droite  uiobile  décrit  lui-même  une 
droite  fixe  ou,  tout  au  moins,  jine  portion  de  cette  droite.  Dans  ce 
dernier  cas,  la  dérivée  de  V  par  rapport  à  p  est  évidemment  nulh." 
et  0  est  une  racine  double  ou  tri[)le  de  l'équation 


(64) 


V-r  o. 
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Mais  la  réciprocjue  n'est  pas  vraie,  et  cette  équation  peut  avoir  une 
racine  double  ou  triple,  suns  que  tous  les  mineurs  de  V  soient  nuls. 
Remarquons  que,  si  les  mineurs  de  V  sont  lous  nuls  avec  un 
système  d'axes,  ils  le  seront  encore  lorsqu'on  changera  de  coor- 
données. 

L'équation  {C)4),  étant  du  troisième  degié,  aura  toujours  une 
racine  réelle  p,,;  en  remplaçant  o  par  po+o,  on  peut  faire  en 
sorte  que  cette  racine  devienne  nulle;  et  en  changeant  de  coor- 
données on  peut  donner  aux  formules  (62)  la  forme 

r  X  =  \  x'  -h  B  y -h  C  z'  -{-  ox', 
(6'))  }  y  =  K^x'-\-  B,  j'-h  Cl  z'  ^-  pj', 

qui  montre  bien  que,  pour  p  =  o,  le  j)oint  (^,JS  ^)  décrit  un  plan, 
le  plan  des  œy^  ou  une  droite  située  dans  ce  plan. 
Avec  ces  formules,  l'équation  (64  )  devient 

A  4-  p  B 

A,        Bi- 


(66) 


0  =  0 


et  1  on  voit  ainsi  que  les  deux  racines  associées  à  p  peuvent  être 
imaginaires.  Ainsi,  dans  le  mouvement  de  la  droite  mobile,  deux 
des  plans  directeurs  peuvent  être  imaginaires.  Mais  nous  nous  atta- 
cherons surtout  aux  racines  multiples,  et  nous  chercherons  la 
condition  pour  (pie  la  racine  p  =  o  soit  double  ou  triple. 
Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  qu'on  ait 

AB,—  BA,  =  o, 

c'est-à-dire  que  les  deux  fonctions  V./'-f-  \^y' -,  A,  j?'-f-  1^,  )'  soient 
proportionnelles.  En  changeant  les  axes  des  ./•  el  àe^  y  de  manière 
(ju(^  ces  fonctions  deviennent  proportionnelles  à  x\  on  trouve  les 
formules  réduites 

i  j"  =  A  x'  -^  C  z'  -{-  px', 
(67)  }  y  =  Xxx'-^Ciz'-h-  py, 

iz=oz'. 

Le  déterminant  V  sera  ni 

A  +  p     o     C 

V=:  A,  0        C, 


o  o 


=  pî(A  4-  p 
et  p  sera  une  racine  doul)le  tant  cpie  A  ne  sera  pas  nul 


•1  o 
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Supposons,  d'abord,  que    tous   les    uiiueuis    tie   V    soient   nuls 
pour  p  =  o;  il  suffira,  pour  cela,  qu'on  ail 


A      C 

A,     C, 


o; 


et  il  faudra  joindre,  pour  p  =  o,  l'équation 

k^x  —  AjK  =  o 


a  la  suivante 


z  =  o. 


On  voit  ainsi  (|ue  la  droite  mobile  (c/)  devra  toujours  rencontrer 
une  droite  fixe  (D,  )  définie  par  les  deux  équalions 


z  =  o. 


A  i^"  —  AjK 


Et  comme,    d'autre    part,     le    point    de    la    droite    qui    a    pour 
abscisse   p  =  —  A  décrit  le  plan  (P)  dont  l'équation  est 


(67«) 


A  .r  -h  C  3  =  o 


et  qui  est  nécessairement  distinct  du  plan  des  xy^  le  mouvement 
de  la  droite  mobile  sera  déterminé  jiar  cette  double  condition  que 
Tun  de  ses  points  décrive  un  plan  (P),  tandis  qu'un  autre  de  ses 
points  décrira  une  droite  fixe  (D,),  coupant  le  plan(P)  en  un  seul 
point. 

Au  n"  I,  nous  avons  déjà  considéré  ce  mouvement  particulier,  et 
nous  avons  vu  que  le  |)lan  (P)  est  cyclique  \)owv  tous  les  ellipsoïdes 
décrits  par  les  différents  points  de  la  droite.  On  retrouve  ici  ce 
mouvement  sous  la  forme  la  plus  générale;  et  un  calcul  facile 
montrera  au   lecteur  qu'on  obtient   ainsi  les  ellipsoïdes   les  plus 


généraux. 


Si  le  déterminant 


A 
A. 


G 
Ci 


n'est  pas  nul,  le  mouvement  de  la  droite  sera  plus  difficile  à  définir. 
Un  de  ses  points,  d'abscisse  — A,  décrira  toujours  le  plan  (P) 
défini  par  l'équation  (6^^^)  ;  un  autre,  d'abscisse  nulle,  décrira  le  plan 
des  xy\  mais  cette  double  condition  ne  suffit  à  définir  le 
mouvement  de  la  droite  {d)  que  si  elle  est  dans  le  plan  des  xy^ 
ce  qui   n'a  pas  lieu   en  général.   Pour   interpréter  les  formules,  il 
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faut  dire  que  la  droite  mobile  menée  par  un  point  {x^y)  du  plan 
des  xy  a  sa  direction  entièrement  définie  par  les  formules 

a?  =  A  x'  -+-  G  -s' , 

qui  peuvent  être  résolues  par  rapport  à  x\  z'  et  nous  donnent 
pour  x' .  z'  des  expressions  de  la  forme 


C68) 


X        y  ,        x        y 

a         b  a         b 


y'  étant  ensuite  déterminée  par  la  relation 


Ces  formules  traduisent  ce  fait  que  la  portion  infiniment  petite  de 
la  droite  mobile  comprise  entre  deux  plans  fixes  infiniment  voisins 
est  constante;  mais  elles  ne  paraissent  pas  conduire  à  des  construc- 
tions bien  simples.  Bornons-nous  à  remarquer  qu'ici  encore  nous 
obtenons  les  ellipsoïdes  les  plus  généraux. 

Passons  maintenant  au  cas  où  l'équation  en  pa  une  racine  triple; 

il  (aut  faire 

A  =0 

et  les  formules  (6'-)  deviennent 


[  jr  =  G   z'  -^  Çtx\ 


(69) 

V  z  =  Ç)Z' 

Sup[)osons  d'abord 

GA,  ^  o. 

Les  formules  (68)  seules  se  modifient  un  peu  et  prennent  la  forme 

y 


(70) 


X  =^  — 
a 


X 

a' 


Un  seul  point  de  la  droite  mobile  décrit  un  j^lan  :  c'est  celui 
d'abscisse  nulle  qui  décrit  le  plan  des  xy.  Ce  plan  rcuml,  en  quelque 
sorte,  les  trois  plans  directeurs,  et  les  trois  arèlcs  du  trièdrc  formé 
|)ar  ces  |)!aus  viennent  se  confondre  avec  la  droite 


/ 


X  =  o 
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corresponclanLe  à  l'Iijpolhèse 

z'  =  o. 

Ainsi,  la  droite  mobile  vient  couper  son  plan  directeur  en  tous 
les  points  d'une  certaine  région  de  ce  plan,  définie  d'ailleurs  par 
l'inégalité 


X 


•  '•2  — 


X- 


Les  conclusions  sont  tout  autres  si  tous  les  mineurs  de  V  sont 
nuls,  c'est-à-dire  si  l'on  a 


On  peut  supposer 


GÂi  =  o 
C  =  o, 


l'hypothèse  A,  =  o  conduisant  au  même  résultat  ;  les  formules  (69) 
nous  donnent  alors 

I    X  =  p^', 
(71)  j  JK  =  A,J^-'-4-  C^'+pj-', 

Un  changement  des  axes  (|ui  conserve  l'origine  et  l'axe  des  j^  nous 
permet  de  les  ramener  à  la  forme 


(7^) 


y  =  G,^'-t-py, 

z  =pz'. 


Le  point  d'abscisse  nulle  de  la  droite  mobile  {  d )  renconire  l'axe 
des  y:  et  toutes  les  droites  qui  passent  par  un  même  point  de  cet 
axe  sont  assujetties  à  l'unicpie  condition  de  faire  avec  l'axe  des  :; 
un  angle  défini  par  l'équation 

(73)  ''-   ^ 


z  = 


C, 


Elles  engendrent  donc  un  cône  de  révolution  ayant  son  axe 
perpendiculaire  au  plan  des  xy^  et  les  points  de  la  droite  mobile 
décrivent  des  ellipsoïdes  ayant  tous  le  pian  des  xy  pour  plan 
cyclique.  Mais  ces  ellipsoïdes  ne  sont  pas  les  plus  généraux  et  il 
est  aisé  de  reconnaître  que  leurs  axes  a,  b^  c  satisfont  à  la 
condition 


(74) 


b'- 


ac. 


{A  suivre.) 


\ 
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HALE  (George  Elliîry).  —  National  Académies  and  the  progress  of  re- 
SEARCH.  Reprinted  from  Science.  Vol.  38,  39,40  et  41,  rgiS-igiS,  un 
vol.  in-i2,   167  p.,  Washington. 

Le  développement  considérable  qu'ont  pris  dans  tous  Jes  pays 
les  recherches  scientifiques  a  conduit  les  hommes  de  science  à 
se  poser  divers  problèmes  dont  la  solution  importe  au  développe- 
ment de  la  civilisation.  Aujourd'hui,  il  y  a  dans  tous  les  pays  des 
Académies  encyclopédiques,  des  Sociétés  savantes  avant  pour 
objet  une  branche  jjarticulière  de  la  Science,  puis  des  établisse- 
ments d'enseignement  de  divers  ordres,  des  Universités  dont  il  ne 
faudrait  pas  limiter  le  rôle  à  la  transmission  des  connaissances 
acquises;  des  écoles  spéciales  où  l'on  étudie  les  applications  de  la 
science  à  l'industrie,  à  l'art  militaire,  à  l'agriculture;  des  labora- 
toires spéciaux,  des  établissements  d'instruction  pour  les  ouvriers 
et  le  grand  public,  etc.  11  tombe  sous  le  sens  qu'il  ne  saurait  con- 
venir de  laisser  tant  d'institutions  se  développer  au  hasard.  Il 
importe  pour  le  bien  public  que  leur  rôle  soit  défini  et  (pie  leurs 
relations  ne  soient  pas  abandonnées  à  l'arbitraire.  Dans  le  petit 
Livre  dont  nous  avons  à  rendre  compte  et  qui  a  paru  par  exi rails 
dans  le  Journal  américain  S cience ^M .  George  Haie,  le  très  distingué 
secrétaire  pour  l'étranger  de  l'Académie  nationale  des  Sciences  de 
Washington,  examine  quehjues-uns  des  problèmes  (jui  sont  ainsi 
posés  chez  tous  les  peuples  par  le  développement  actuel  des 
recherches  scientifiques. 

Son  premier  Chapitre  contient  un  aperçu  historique  sur  les 
principales  Académies  d'Europe,  1  Académie  de  Platon,  le  Musée 
d'Alexandrie,  les  Académies  italiennes,  l'Académie  des  Sciences 
de  Paris,  l'Institut  de  France,  les  Académies  allemandes,  la  Société 
royale  de  Londres,  et  se  termine  par  quelques  remarques  fort  inté- 
ressantes sur  le  rtMe  et  le  but  cpii  doixcnl  r[rc  (lév()lu>  aux  Aca- 
démies. 

Le   second    (.liapilrc   est    coiisaci  ('•    à    T  \in(''ri(|ue    cl    au   prcniMM" 

HulL  des  Sciences  hkiIIici».,  •.>"  série,  t.  \I>.  (I''c\ricr  191'')  \ 
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cinquantenaire  de  la  National  Academy  of  Sciences.  Nul  n'élait 
mieux  placé  que  M.  G.  Haie  pour  nous  faire  connaîlre  Timpor- 
tance  qu'a  déjà  prise  celle  jeune  Académie,  les  travaux  qu'elle  a 
entrepris,  ceux  qu'elle  a  suscités,  les  relations  qu'elle  entretient 
avec  le  gouvernement  de  son  pays,  etc. 

Dans  le  Chapitre  III,  où  M.  George  Haie  se  préoccupe  du  rôle  de 
son  Académie  dans  l'avenir,  il  examine  quelle  doit  être  la  fonction 
d'une  Académie  nationale  et  insiste  sur  l'ulilité  qu'il  y  a  pour  son 
Académie  à  imiter  l'exemple  de  noire  Académie  des  Sciences  et  à 
publier  des  Comptes  rendus  périodiques  de  ses  séances.  On  sait 
que  la  National  Academy  est  entrée  dans  cette  voie  et  publie 
depuis  janvier  1916  àe^  Proceedings  (\ne  nons  aurons  à  analyser 
régulièrement. 

Nous  recommandons  la  lecture  de  l'Ouvrage  de  M.  Hnle  à  tous 
ceux  que  préoccupent  les  problèmes  dont  nous  avons  parlé  au 
début. 

La  R. 


FERRY  (John).  —  Mécanique  appliquée.  Tome  I  :  VEnergie  méca- 
nique. Traduit  sur  la  9^  édition  anglaise  par  E.  Davaux,  avec  des 
Additions  et  un  Appendice  sur  la  mécanique  des  corps  déformables  par 
MM.  E.  CossERAT  et  F.  Gosserat.  i  vol.  gr.  in-8,  viii-SgS  pages.  Paris, 
A.  Hermann  et  fils,  igiS. 

1.  Pour  caractériser  l'intérêt  spécial  qui  s'attache  au  Traité  de 
Mécanique  de  M.  John  Perry,  nous  ne  saurions  mieux  faire  que 
de  reproduire  tout  d'abord  les  premières  lignes  de  la  Préface  que 
MM.  François  et  Eugène  Cosserat  ont  écrile  en  tête  de  la  traduc- 
tion française  de  l'Ouvrage  : 

<(  Un  intervalle  difficile  à  franchir,  qui  réclame  des  efforts 
incessants,  sépare  la  Mécanique  abstraite  de  ses  applications; 
c'est  ce  que  faisait  déjà  lemarquer  Poncelel,  dans  son  Introduc- 
tion à  la  Mécanique  industrielle,  et  la  difficulté  n'a  pas  diminué 
depuis  son  temps.  Les  résistances  de  toute  espèce  que  les  corps 
naturels  offrent  à  leur  déformation  ou  à  leur  mouvement  viennent, 
sinon  démentir  d'une  manière  complète,  du  moins  modifier  pro- 
fondément les  résultats  purement  théoriques.  D'ailleurs,  lorsqu'on 
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remplace  un  objet  réel  par  les  systèmes  plus  simples  que  les  fon- 
dateurs de  la  Mécanique  abstraite  ont  envisagés,  on  voit  qu'on 
pourrait  tout  aussi  bien  adopter  beaucoup  d'autres  conceptions; 
à  vrai  dire,  l'expérience  seule  détermine  dans  quel  sens  doit 
s'exercer  à  cet  égard  notre  intuition.  11  est  donc  très  justifié,  lout 
au  moins  dans  l'Enseignement  technique,  de  donner  le  j)as  aux 
considérations  expérimentales  sur  les  déductions  rationnelles.  Jl 
convient  même  de  montrer  dès  le  début  comment  on  tire  de 
l'expérience  tous  les  principes  et  de  s'attacher  surtout  à  faire 
acquérir  aux  élèves  l'habitude  du  raisonnement  rapide,  (jue 
l'esprit  ne  formule  pas  dans  tous  ses  éléments,  comme  quand 
on  sent  déjà  l'évidence  d'un  théorème  avant  de  l'avoir  démontré. 
»  C'est  cette  méthode,  quelque  peu  hérétique  dans  notre  pays, 
qui  a  été  développée  avec  un  très  grand  talent  par  M.  John 
Perry,  dans  le  Livre  remarquable  que  nous  présentons  aux  lec- 
teurs français L'apparition    de    son    Ouvrage    en   189'-  a   été 

l'origine  d'un  vif  mouvement  de  réforme  dans  l'Enseignement 
technique  à  tous  les  degrés  des  pays  de  langue  anglaise.  M.  John 
Peiry  insiste  d'une  manière  presque  passionnée,  à  toutes  les  pages 
de  son  Livre,  sur  le  caractère  que  doit  prendre  nécessairement 
l'étude  de  la  Mécanique  appliquée.  11  ne  veut  pas  qu'on  donne 
aux  élèves  cette  préparation  exclusivement  théorique,  dont 
l'insuffisance  leur  inspire  plus  tard  une  sorte  d'éloignement  pour 
les  vérités  positives  de  la  Science.  Il  veut  que  leur  instruction 
soit  solide,  capable  de  porter  des  fruits  dès  leurs  premiers  pas 
professionnels,  aj)puyée  sur  des  données  réelles  et  des  chiOrcs 
exacts.  M.  John  Perry  a  été  l'un  des  meilleurs  disciples  de  Loul 
Kelvin,  le  grand  savant  anglais  qu'il  a  pris  pour  modèle;  il  n'élude 
donc  pus  les  questions  où  la  recherche  mathémalique  a  pu  \enir 
en  aide  aux  praticiens  et  Ton  verra  qu'il  a  su  très  largement 
introduire,  dans  sou  exposition,  tous  les  résultats  utiles  auxquels 
les  théoriciens  sont  parvenus;  mais  il  reste  toujouis  un  ni(''c  ini- 
cien  d'intuition,  qui  substitue  l'esprit  de  finesse  à  l'esprit  de  géo- 
métrie el  n'abandonne  jamais  la  vision   réelle  des  fails.    >> 

!2.  Ce  n  est  pas  en  elVet  (raujouriilnii  (|iic  se  pos(^  celte 
(jucstion  si  essentielle  de  l'ensci-nenienl  de  la  Mécanupie.  Les 
lignes    (pu    prcTèdeiil    l.i     linnleiil    à     renseignenienl    de    la    Méca- 
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nl(jMe  a|)pllquée,  mais  elle  peut  être  formulée  en  des  termes 
beaucoup  plus  généraux.  Elle  ne  doit  pas  préoccuper  seulement 
ceux  qui  ont  le  souci  de  former  des  leclmiciens  capables  d'adapter 
aux  nécessités  pratiques  les  principes  de  la  Science;  elle  doit 
préoccuper  aussi  tout  ceux  qui  désirent  que  la  Mécanique  vive 
de  sa  sève  propre,  qu'elle  se  développe  dans  sa  propre  splière 
et  non  par  ses  à  côtés,  qu'elle  reçoive  librement  la  forme  qui 
convient  le  mieux  à  sa  nature  intime.  Or  il  est  nécessaire  pour 
cela,  qu'elle  échappe  aux  déformations  que  lui  impose  l'abus  de 
telles  méthodes  qui,  appelées  d'abord  au  titre  d'auxiliaires, 
prétendent  se  substituer  à  elle,  et,  en  tous  cas,  y  exercer  un  rôle 
dominateur. 

Il  ne  faut  pas  craindre  de  le  dire  et  de  le  répéter;  c'est  un 
danger  pour  une  science  (|ui  fait  appel  aux  mathématiques  et 
plus  précisément  au  calcul,  que  de  se  voir  absorbée  par  celui-ci; 
de  voir  les  notions  essentielles  qui  lui  appartiennent  et  reçoivent 
d'elle  leur  vitalité,  se  transformer  en  de  passives  entités  numé- 
riques, de  voir  qu'aux  considérations  directes  ayant  pour  objet  sa 
propre  substance,  se  substituent  de  sèches  et  uniformes  discus- 
sions d'équations. 

Ij'abus  de  l'analyticisme  est  si  bien  reconnu  qu'il  fut  cause,  il 
j  a  quelques  années,  du  remaniement  des  programmes  de  nos 
grandes  Ecoles;  on  j  réduisit  la  part  de  la  Géométrie  analytique, 
association  de  mots  fatale  à  la  Géométrie,  car  on  conviendra  que 
l'adjectif  y  était  bien  plus  coupable  que  le  substantif.  Une  partie 
de  la  Géométrie  supprimée  fut  remplacée  par  de  la  Mécanique. 
Mais  le  résultat  ne  pouvait  être  que  de  fournir  à  l'Algèbre  un 
nouvel  aliment.  A  propos  de  Mécanique,  comme  à  propos  de 
Géométrie,  les  élèves  n'ont  pas  cessé  de  manier  à  tour  de  bras  la 
routinière  manivelle  du  calcul.  Dès  lors,  dans  l'esprit  des  élèves, 
les  formules  prennent  la  place  des  principes;  c'est  ainsi  que  la 
formule  de  Binet  a  rendu  ce  modeste  géomètre  aussi  célèbre  que 
Newton,  car  elle  permet  de  traiter  les  trajectoires  des  forces 
centrales  sans  s'encombrer  du  principe  des  aires  et  de  celui  des 
forces  vives.  Un  moment,  c'est  le  déterminant  xY — J'X,  car, 
cette  forme  linéaire  heureuse  réduit  à  rien  la  démonstration  du 
théorème  de  Varignon  et  supprime  toules  les  difficultés  tenant 
aux  signes  dans  la  démonstration  directe.   Il  faut   trois  axes  rec- 
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tangiilaires  pour  étudier  le  mouvement  sans  frottement  d'un 
point  pesant  sur  une  liélice,  car  celte  courbe  est  gauche  dans 
l'espace  à  trois  dimensions.  Et,  si  l'on  parvient  au  résultat,  le 
théorème  des  forces  vives  n'y  apparaîtra  cpie  comme  un  aboutis- 
sant accidentel  du  calcul,  elc. 

De  toute  cette  Algèbre,  les  quelques  bribes  de  vraie  Mécanique 
mises  au  programme  ne  peuvent  pas  ressortir  et  l'on  peut  se 
demander  parfois  s'il  ne  vaudra  pas  mieux  la  rajer  totalement  des 
programmes^  comme  déjà  une  partie  de  la  Géométrie. 

3.  Faut-il  répéter  que  l'Algèbre  ne  peut  engendrer  que  de 
l'Algèbre.  L'interprétation  même  des  formules  ne  s'obtient  qu'à 
la  condition  d'opérer  un  letour  souvent  profond  au  cœur  de  la 
science  spéciale  elle-même,  pour  y  pult;er  les  suggestions  indis- 
pensables. Or,  dans  ce  relour,  qui  sera  le  guide?  Ne  sera-t-on  pas 
forcé  le  plus  souvent  de  tout  reprendre  à  nouveau  par  des  moyens 
intuitifs  ? 

Le  mouvement  de  Poinsot  restera  à  cet  égard  un  exemple  éter- 
nellement probant,  non  isolé  d'ailleurs.  L'illustre  géomètre  a 
écrit  à  cette  occasion  quelques  lignes  bien  connues,  mais  qu'on 
ne  saurait  trop  souvent  citer  : 

((  Euler  et  d'Alembert,  à  peu  près  dans  le  même  temps  et  par 
des  méthodes  différentes,  ont,  les  premiers,  résolu  cette  impor- 
tante et  difficile  question  de  la  Mécani(jue  et  l'on  sait  que,  depuis, 
l'illustre  Lagrange  a  repris  de  nouveau  ce  fameux  problème  pour 
l'approfondir  et  le  développer  à  sa  manière,  je  veux  dire,  par  une 
suite  de  formules  et  de  transformations  analytiques  qui  présentent 
beaucoup  d'ordre  et  de  symétrie,  mais  il  faut  convenir  que,  dans 
toutes  ces  solutions,  on  ne  voit  guère  que  des  calculs,  sans 
aucune  image  nette  de  la  rotation  des  corps.  » 

Ce  n'est  pas  sans  (piebpie  ironie  que  Ton  consliitc  (pi(\  aussitôt 
après  la  publication  du  Mémoire  de  Poinsot,  les  écrits  aliluèrcnl 
où  le  calcul  s  efforçait  de  reprendre  ses  droits  et  de  faire  Noir  que 
lui  aussi  arrivait  avec  aisance  aux  résultats  découverts  mécani- 
quement par  Poinsot.  l^ourlant,  nuMiic  aux  mains  des  plus  habiles. 
le  calcul  n'avait  rien  deviné.  C'est  (pic,  jxjur  arriver  à  la  décou- 
verte de  l^oin^ot,  il   fallait    par   la  voie  Ac   I  intuition,  sou>^   la   sug- 
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i;esiion  dlrecle  des  données  de  la  question,  èlre  amené  à  y  penser. 
Or,  à  cet  effort  de  pensée,  le  calcul  ne  supplée  pas. 

On  peut  méuic  dire  plus,  c'est  parce  qu'il  élude  ce  genre 
d'elibrl  que  le  calcul  est  prati([ué,  préféré.  Le  calcul,  en  cfï'et, 
fouinit  automatiquement,  obscurément  pourrait-on  ajouter,  la 
preuve  d'une  proposition  à  démontrer  :  il  dispense  de  rechercher 
des  explications  directes,  parfois  délicates  qui  exigeraient  une 
pénétration  plus  profonde  de  la  science  spéciale.  Cependant,  une 
démonstration  qui  ne  reculerait  pas  devant  ces  explications 
directes,  qui  ne  craindrait  pas  de  pénétrer  le  fond  des  choses, 
serait  sans  doute  plus  instructive,  elle  enlraînérait  une  adhésion 
sympathique  de  l'esprit,  tandis  que  la  démonstration  analytique 
n'aura  que  l'adhésion  respectueuse^  le  respect  du  au  mystère.  Il  y 
a  telle  démonstration  analytique  d'un  théorème  de  Mécanique  qui 
est  si  peu  suggestive,  que  res|)rit  ne  perdrait  rien  à  la  supprimer 
et  à  se  borner  à  affirmer  l'exactitude  du  ihéorème. 

La  démonsiralion  analytique  de  la  composition  des  vitesses  est 
typique  à  cet  égard.  Elle  n'apprend  rien  que  la  vérité  du  théorème. 
La  démonstration  mécanique  est  bien  [)lus  instructive;  il  est  vrai 
qu'elle  présente  un  point  délicat,  qui  exige  certaines  précautions. 
Ne  sait-on  pas  encore  que  les  équations  de  Lagrange,  où  il 
suffit  de  connaître  2T  et  CJ,  sont  la  planche  de  salut  des  candidats 
auxquels  leur  peu  de  compréhension  des  choses  de  la  Mécanique 
ôte  la  sûreté  nécessaire  pour  appliquer  à  propos  quelques  théo- 
rèmes des  moments  ou  des  forces  vives. 

L'Analyse  se  substitue  ici  à  la  Mécanique  au  point  de  permettre 
d'y  traiter  des  problèmes  sans  la  savoir. 

C'est  un  tour  de  force  dû  à  la  puissance  du  génie  de  Lagrange; 
personne  pourtant  n'oserait  faire  valoir  que  le  calcul  pei'mette 
d'être  ignorant. 

L'oserait-on  d'ailleurs  qu'on  ne  pourrait  dire  tant  mieux, 
car  sans  parler  du  calcul  des  forces  de  liaison  qui  sont  un 
complément  obligé  des  équations  de  T^agrange  et  qui  exigent  une 
pénétration  plus  profonde  du  sujet,  il  faut  se  souvenir  qu'il  y  a 
tout  un  monde  de  questions  de  mécanique  qui  sortent  du  champ 
d'application  de  ces  merveilleuses  équations. 

i.  Ces  questions,  disons-le  tout  de  suite,  n'odrent  aucun  intérêt 
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pour  ceux  qui  ne  cherchenl  en  Mécanique  que  des  occasions  de 
calculs  plus  ou  moins  élégants. 

Ces  questions  sont  en  effet  les  plus  vraiment  mécaniques,  elles 
ne  sont  pas  toujours  faciles  à  saisir,  et  c'est  parce  qu'elles  sont 
inaccessibles  à  ceux  qui  n'ont  connu  la  Mécanique  qu'à  travers  le 
prisme  du  calcul,  que  les  amis  éclairés  de  la  Mécanique  souhaitent 
que  Cf'lle-ci  soit  étudiée  dès  ses  principes  par  des  moyens  plus 
intuitifs. 

Alors  que  Poncelet  s'était  déjà  illuslré  par  de  profondes 
reclierclies  de  Géométrie  et  avait  donné  là  des  preuves  géniales  de 
son  pouvoir  d'intuition,  un  ministre  vint  qui  le  chargea  de  créer 
le  cours  de  Mécanique  appliquée  à  Metz  :  «  Puisque  vous  avez 
fait  de  la  Géométrie,  aurait-il  dit  à  Poncelel,  vous  allez  enseigner 
la  Mécanique.  )>  Cette  phrase  fut-elle  vraiment  prononcée,  ou  bien 
fut-elle  inventée  pour  créer  un  motif  artificiel  à  raillerie?  Dans 
tous  les  cas,    les  railleurs  furent  peu  avisés. 

En  fait,  les  grands  analystes,  Lagrange,  Laplace,  Poisson, 
avaient  apporté  à  la  Mécanique  Fimmoriel  concours  de  leurs  mé- 
thodes de  calcul,  ils  avaient  fait  rendre  à  la  Mécanique  analeptique 
lout  ce  qu'elle  pouvait  donner  de  leur  temps.  Or  il  restait  à  créer 
une  Mécanique  nouvelle,  rebelle  à  ces  méthodes  et  trop  diversifiée 
pour  ne  l'être  pas.  Le  novateur  qui  mettrait  debout  cette  nouvelle 
Mécanique  devrait  y  apporter  de  singulières  qualités  de  lact, 
d'intuition,  de  synthèse,  et  c'est  pourquoi  ce  fut  une  mesure  des 
mieux  raisonnées  et,  les  faits  l'ont  prouvé,  des  plus  heureuses, 
d'y  désigner  Poncelet,  qui,  par  ses  travaux  en  Géométrie,  avait 
déjà  nianifesté  si  hautement  les  qualités  d'esprit  nécessaires. 

C'est  cette  Mécanique,  dont  l'importance  s'accroît  chaque  jour, 
qui  est  nécessaire  au  développement  de  la  Science  leclinique. 
Science  dont  le  progrès  est  devenu  une  des  conditions  essentielles 
de  la  vie  économi(jue  et  même  de  la  défense  d'une  nation.  C'est 
pourquoi  les  éducateurs  qui  ont  tout  à  la  (bis  conscience  de  ces 
nécessités  et  de  leurs  devoirs,  apportent  quelque  passion  à  briser 
les  routines,  à  secouer  les  paresse?,  à  confondre  les  ignorances. 

5.  C'est  précisément  ce  qu'a  fait  M.  John  Perry  dans  l'Ouvrage 
remarquable  que  nous  avons  l'honneui-  de  présenter  aux  lecteurs 
de  ce  Ihdletiti . 
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Nous  déclarerons  tout  de  suite  que,  malf^ré  Fintérét  considé- 
rable de  son  Livre  et  la  sympathie  qu'il  inspire,  il  ne  nous  paraît 
pas  possible  de  nous  associer  entièrenienl  ;'•  certaines  manières  de 
voir  de  l'auteur.  Qu'on  lasse  des  appels  constants  au  concret, 
(pi'on  illustre  ses  explications  par  des  expériences,  qu'on  fasse 
s'exercer  et  qu'on  s'attache  à  développer  l'intuition,  qu'on  réserve 
surtout  au  bon  sens  le  rôle  qui  lui  convient  et  qu'on  assoie  sur 
des  bases  tout  à  la  fois  solides  et  souples  les  facultés  et  les 
moyens  de  jugement,  rien  de  mieux,  si  l'on  y  adjoint  surtout  la 
guerre  aux  abstractions  inutiles,  à  la  logistique  pointue,  aux 
calculs  creux.  Mais  gardons-nous  soigneusement  de  cet  écueil 
opposé,  le  culte  de  l'a  peu  j)rès.  «  Malheur  au  vague,  a  dit 
Ernest  Renan,   mieux   vaut  le  faux.    » 

11  faut  observer  que  l'exactitude  et  la  précision  sont  encore  plus 
nécessaires  au  technicien  qu'au  ihéoricien.  Si  ce  dernier  poursuit 
en  effet  la  recherche  d'une  formule  algébrique,  une  erreur  de 
signe  qui  s'y  glisserait,  ultérieurement  réparable,  peut  ne  pas 
modifier  sensiblement  le  résultat,  en  sorte  que  la  priorité  de  la 
formule  reste  tout  de  même  à  l'auteur.  De  ce  fait  on  pourrait  citer 
des  exemples  nombreux.  Au  technicien,  au  contraire,  qui  a  besoin 
d'un  résultat  numérique,  la  moindre  erreur  occasionnera  un 
résultat  absolument  sans  valeur. 

Nous  pensons  du  reste  qu'un  souci  suffisant  de  précision  n'est 
pas  incompatible  avec  les  idées  essentielles  de  l'auteur.  L'exercice 
de  l'intuition,  même  rapide,  n'exclut  pas  la  précision  et  la  rigueur. 
On  peut  même  affirmer  que  l'intuition  s'exerce  avec  d'autant  plus 
d'aisance  et  de  souplesse  que  sa  marche  aura  été  rendue  plus  suie 
par  des  habitudes  de  précision. 

C'est  justement  en  raison  de  cette  précision  nécessaire,  mais 
qu'il  faut  pratiquer  avec  tact,  que  la  Mécanique  ne  doit  pas 
cesser  d'être  une  branche  des  Mathématiques  et  que  son  ensei- 
gnement doit  être  donné  par  des  mathématiciens.  Seulement  il 
faut  que  ceux-ci  répudient  la  logistique  inutile  et  renoncent  à 
chercher  dans  l'Algèbre  un  refuge  commode  où^  sous  couleur  de 
faciliter  la  précision,  qui,  dieu  merci  !  peut  être  réalisée  hors  de 
l'Algèbre,  ils  noient  la  Mécanique  dans  le  calcul. 

6.   Un   autre   reproche   qu'on  ne    manquera   pas  d'adresser  au 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  49 

r^ivre  de  M.  John  Peirv,  c'est  qu'on  n'y  retrouve  pas  cet  ordre 
didacti(|Lie  auquel  notre  dognialisme  est  accoutumé.  Il  est  cliiir 
que,  pour  l'auteur,  un  ordre  logique  est  en  «oi  artificiel  et  que 
s'attarder  à  une  définition  en  forme  de  choses  que  Ton  comprend 
par  inluition  est  une  perte  de  temps.  De  même,  un  ihéorème  dont 
on  comprend  les  termes  et  dont  on  peut  ve'rifier  l'énoncé  par  ses 
conséquences  expérimentales  peut  être  aussi  solidement  assis  dans 
l'esprit  que  si  l'on  en  avait  produit  une  démonstration  logi- 
quement irréprochable,  mais  pénible  et  peu  instructive. 

Et  pour  conclure  :  après  que  tant  de  logiciens  à  l'esprit  aigu 
nous  ont  donné  de  consciencieux  Traités  où  la  logique  règne  en 
maîtresse,  mais  où  le  côté  réel  de  la  Mécanique  est  parfois  si 
travesli,  pourquoi  Irouverait-on  mauvais  qu'un  intuitif  vienne  à 
son  tour  donner  un  autre  genre  de  livre,  où  le  bon  sens  remplace 
le  logicisme  et  où  les  fails  mécaniques  soient  présentés  en  liberté. 
Il  est  hors  de  doute  que  la  vérité  est  entre  les  deux.  Mais  pour 
connaître  ce  juste  milieu,  il  fallait  qu'un  Livre  comme  celui-ci 
fût  écrit,  qui  marquât  avec  vigueur  et  autorité  l'autre  extrême. 

Ce  but  étant  admis^  personne  ne  se  refusera  à  reconnaître  le 
grand  talent  que  M.  John  Perry  a  mis  dans  son  œuvre,  (  t  la 
constance  soutenue  avec  laquelle  il  a  conduit  jusqu'au  bout  sa 
pensée.  Il  faut  admirer  la  vie  qu'il  a  su  donnei-,  avec  leurs  diversi- 
fications si  variées,  aux  concepts  et  aux  lois  de  la  Mécanique. 
Ceux  qui  jusqu'ici  ne  les  ont  connus  que  dans  la  forme  sèche  et 
aride  <pii  suffit  pour  les  rendre  aptes  au  calcul,  ne  manqueront 
pas  d'être  agréablement  surpris.  Si  l'on  me  passe  une  image  que 
je  crois  exacte,  ils  verront  vivre  des  personnages  dont  ils  ne 
connaissaient  encore  (|ue  les  photographies. 

D'ailleurs,  comme  nous  sommes  pénétré  du  désir  d'ap|)uyer 
nos  assertions  sur  des  preuves  concrètes,  nous  invitons  le  lecteur 
à  parcourir  lapidement  les  chapitres  de  l'Ouvrage  pour  y  recueillir 
les  (!xem[)les  les  plus  car.icléi-istiques  cl  les  plus  probants. 

7.  CuAPiTiiF,  I.  —  InLioduction.  —  1/auteury  donne  de>  indi- 
cations générales  concernant  les  connaissances  préahibles  que 
doivent  posséder  les  élèves  pour  suivre  utilement  ces  lecjons  et 
l'esprit  même  cpi'ils  doivent  y  apporter.  Habitude  des  exercices 
numériques  et  gr.ipliicpies,  usage  du  papiei"  à  dessin  (piadrillé.  Ne 
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jamais  se  contenter  de  savoir  comment  on  fait  les  choses  ou  d'en 
avoir  entendu  parler,  mais  les  faire  efTectivement  soi-même.  Usage 
des  |)lanimèlres,  usage  des  Tables  de  logaritlimes.  Ciions  à  ce 
pi'opos  la  phrase  suivante  de  l'auteur  dont  on  appréciera  la  saveur: 
«  Un  professeur  éminent  a  déclaré  qu'on  ne  doit  [)as  permettre  à 
un  élève  d'employer  les  logaiithmes  avant  qu'il  n'eût  appris  à  les 
calculer;  il  n'a  pas  dit  que  l'élève  ne  devait  se  servir  d'une  montre 
ni  porter  un  habit,  tant  qu'il  ne  serait  pas  capable  de  les  confec- 
tionner lui-même.   » 

Dans  le  choix  des  exercices,  M.  Perry  préconise  de  s'attacher 
non  à  des  thèmes  artificiels,  mais  exclusivement  à  des  thèmes 
ayant  une  valeur  pratique  réelle,  tels  que  dilatations  linéaires  ou 
cubiques,  mesures  d'étendues  géométriques,  surfaces  ou  volumes, 
calculs  sur  les  poids,  sur  les  vitesses.  Du  reste  les  pages  du  Livre 
fourmillent  d'exercices  choisis  avec  un  merveilleux  à  propos.  Ils 
constituent  |)our  nos  jeunes  professeurs  une  mine  précieuse  où  ils 
pourront  s'alimenter. 

Dans  ce  premier  Chapitre,  l'auteur  rappelle,  en  s'attachant 
surtout  à  montrer  leur  valeur  pratique,  les  notions  de  dérivée, 
qu'il  rattache  à  la  notion  de  vitesse,  de  quadrature,  qu'il  rattache 
à  la  mesure  des  aires,  à  propos  desquelles  il  donne  une  méthode 
de  calcul  approché  au  moyen  de  trapèzes. 

i-ia  dérivée  seconde  lui  est  une  occasion  de  parler  de  la  courbure 
et  il  ne  manque  pas  d'indiquer  que  la  dérivée  seconde  représente 
avec  assez  d'apjiroximation  celle-ci  lorsque  la  courbe  s'écarte  peu 
d'une  horizontale,  comme  dans  le  problème  des  |)outres. 

On  sait  qu'on  a  fondé  sur  des  considérations  théoriques  la 
construction  de  la  courbure  d'une  ligne  fournie  par  un  tracé  dont 
la  loi  géométrique  n'est  pas  connue.  M.  Perrj  signale  très  judi- 
cieusement que  les  constructions  de  ce  genre  ne  peuvent  avoir 
aucune  valeur  pratique. 

Chapitiik  11.  —  Vecleu/'s,  mouveme/it  relatif.  —  Les  vecteurs 
sont  naturellement  ici  des  forces  ou  des  vitesses. 

Le  parallélogramme  des  forces  est  énoncé  comme  un  principe 
qu'on  peut  vérifier  expérimentalement.  De  même  le  parallélo- 
gramme des  vites-es  est  ex/diqué  sur  des  cas  particuliers,  mais 
non  démonti'é  en  forme.  En  revanche,  les  exemples  donnés  sont 
dépoirrvus  de  banalité,   on  y   trouve  successivement  proposés  le 
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calcul  de  la  vitesse  d'une  molécule  d'eau  dans  une  pompe  centri- 
fuge, les  relations  de  vitesse  dans  divers  mécanismes,  trains  épicy- 
cloïdaux,  paradoxe  de  Fergusson,  etc.  Il  estcl.iir  que  la  succession 
de  ces  exemples  est  tout  à  fait  contiaire  à  Tordre  logique  auquel 
nous  sommes  accoutumés;  mais  nous  avons  prévenu  déjà  le 
lecteur  à  ce  sujet. 

Chapitre  III.  —  TrcH'ail  et  énergie.  —  Ce  Chapitre  est  à  notre 
sens  un  des  plus  intéressants  de  l'Ouvrage;  il  a  trait  en  efiet  à 
des  notions  essentielles  et  M.  Perrj  les  présente  sous  des  formes 
vivantes  et  cependant  fort  nettes,  qui  contrastent  avec  la  séche- 
resse des  représentations  mathématiques. 

[1  a  soin  dès  le  début  d'établir  une  distinction  entre  le  travail 
utilement  dépensé  et  le  travail  dissipé,  c'est-à-dire  transformé  en 
chaleur.  «  La  puissance,  dit-U,  est  la  vitesse  de  production  du 
travail  ».  Le  travail  de  la  pression  dans  un  cylindre  de  machine  à 
vapeur  et  le  calcul  de  la  puissance  d'une  telle  machine  lui  offrent 
un  exemple  excellent  de  ces  notions.  [1  lui  suffit  de  connaître  la 
surface  du  piston,  la  longueur  de  la  manivelle,  le  nombre  de 
tours-minute  et  la  pression  moyenne.  11  saisit  même  l'occasion 
pour  faire  connaître  en  quelques  lignes  comment  l'Indicateur  de 
Watt  fournit  cette  dernière,  en  applicpiant  un  planlmètre  à  la 
mesure  du  diagramme. 

L'énergie  est  le  pouvoir  de  produire  du  travail.  Elle  peut  être 
de  deux  ordres,  ou  bien  cinétique  ou  bien  potentielle.  Ces  deux 
sortes  d'énergie  peuvent  se  transformer  Tune  dans  l'autre.  I^'autcur 
ne  manque  pas  de  fournir  des  exemples  topiques  de  cette  trans- 
formation. 

Mais  ce  qu'il  y  a  d'intéressant,  ce  sont  les  diverses  formes 
que  peut  recevoir  l'énergie  potentielle,  cpii  s'ap|)elle  unifor- 
mément —  U  en  mathématiques.  Celte  énergie  peut  dépendre  de 
la  position  d'un  corps,  comme  un  poids  cpii  est  à  une  certaine 
hauteur;  elle  peut  aussi  dé[)endre  de  la  forme  du  corps  suppos(' 
déformable  et  élastique;  et  la  réslllenne  d'un  corps  déformable  esl 
le  maximum  d'énergie  de  déformation  qu'un  tel  corps  peut  emma- 
gasiner sans  cesser  d'être  élasti(|ue. 

Le  fait  qu'au  cours  de  la  transformation  de  l'énergie  polentielle 
en  énergie  cinéti(|ue  il  y  a  dissipation  d'énergie,  prouve  l'exislence 
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dans  le  corps  élastique  d'un  froltemenl  intérieur  [viscosité)  pro- 
ducteur de  travail  dissipé. 

L'équivalence  de  la  chaleur  et  du  tiavail  permet  de  parler  de  la 
provision  possible  d'énergie  dans  un  poids  donné  de  charbon,  de 
gaz  ou  d'essence;  menlionnons  encore  des  applications  de  la 
notion  d'énergie  à  la  bicjcletle,  au  travail  des  métaux,  aux  trans- 
missions hydrauliques,  à  la  propulsion  des  navires. 

Le  fait  que  des  exemples  si  variés  peuvent  être  traités,  en 
(pielques  lignes  d'explication  et  en  toute  clarté,  donne  une  idée 
de  la  virtuosité  et  de  la  souplesse  des  méthodes  de  l'auteur. 

Chapitre  IV.  —  hrotienienl.  —  C'est  une  caractéristique  de  la 
Mécanique  dogmatique,  que  le  frottement  n'y  apparaît  qu'au 
second  plan.  11  s'impose  partout  dans  la  réalilé.  Pour  le  mettre  en 
évidence  M.  Perrj  partduprincipc  de  l'iiidestructibilité  derénergie; 
en  vertu  de  ce  principe,  si  de  l'énergie  semble  disparaître  quelque 
part,  c'est  qu'il  j  a  eu  production  de  travail  dissipé.  L'auteur  fait 
voir  comment  des  représentations  graphiques  permettent  d'ana- 
lyser étroitement  ces  phénomènes  délicats  et  de  mettre  en  évidence 
les  lois  du  frottement.  11  traite,  à  titre  d'exemple,  du  frottement 
dans  les  coussinets  des  arbres  et  montre  comment  on  peut  se 
rendre  compte  du  rôle  comparé  du  frottement  dans  divers  méca- 
nismes :  parallélogramme  de  Watt,  glissières  rectilignes,  paliers  à 
billes,  roues-support,  etc.  Toutes  ces  discussions,  qui  ne  mettent 
en  œuvre  que  des  moyens  mathématiques  élémentaires,  constituent 
pour  les  élèves  un  apj^reulissage  excellent  d'analyse  mécanique. 

Chapitiie  V.  —  Rendement.  — Ce  Chapitre  est  un  complément 
des  deux  précédents  :  l'auteur  ne  manque  pas  de  présenter  comme 
exemple  le  rapport  entre  la  puissance  disponible  ou  puissance  au 
frein  et  la  puissance  indiqu(''e,  ra[)port  habituellement  dénommé 
le  rendement  organique. 

Chapitiik  V[.  —  Machines  simples.  —  Signalons  la  j)art  faite 
par  M.  Perry  au  rôle  du  frottement  dans  les  machines  simples  et, 
entre  autres,  les  conséquences  qui  en  résultent  pour  la  non-réver- 
sibilité du  système  Vis.  On  se  rendra  compte  dans  ce  Chapitre 
que,  le  cas  échéant,  l'auteur  ne  néglige  pas  d'appeler  à  son  aide  le 
calcul.  Signalons  encore  l'étude  des  articulations  où  s'exerce  un 
frottement  et  le  calcul  de  l'eirort  exercé  par  un  tourillon  sur  le 
coussinet. 
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Chapitre  Vil.  —  Méthodes  analytiques  et  méthodes  gra- 
phiques. 

Chapitre  VIII.  —  Applications  delà  Statique  graphique.  — 
Exposé  des  principes  essentiels  de  la  Statique  graphique,  polygone 
des  forces,  polygone  funiculaire,  applications  nombreuses;  distri- 
bution des  etïorts  sur  une  grue,  d;»ns  une  ferme,  dans  un  comble; 
exposition  de  la  méthode  des  sections;  chaîne  articulée;  [)ont 
suspendu  ;  arcs,  avec  diverses  hypothèses  sur  le  mode  d'application 
des  charges;  culées. 

Il  faut  signaler  à  la  fin  du  Chapitre  VII  un  intéressant  Appen- 
dice dû  à  M.  J.  Harrison  du  Royal  Collège  of  Science^  intitulé: 
Forces  dans  V espace  et  constructions  réticulées  à  trois  dimen- 
sions.^ dont  l'objet  est  d'étendre  au  cas  de  l'espace  les  procédés  de 
la  statique  graphique  dans  le  plan.  La  méthode  consiste  à  faire 
usage  des  moyens  de  la  Géométrie  descriptive  pour  représenter  les 
forces  dans  l'espace. 

Chapitre  IX.  —  Machines  hydrauliques.  —  Presse  hydrau- 
lique, ses  usages  variés  et  notamment  son  utilité  pour  produire 
de  grands  efforts  comme  dans  les  machines  d'essais,  vérins  hydrau- 
liques, pompes,  machines  à  eau  sous  pression,  grues  hydrauliques, 
élévateurs  et  monte-charges,  etc.  C'est  sur  les  machines  elles- 
mêmes  que  l'auteur  explique  les  principes  de  la  mécanique  des 
liquides;  cependant  il  ne  néglige  pas  telles  questions  générales 
susceptibles  d'applications  immédiates,  comme  action  d'un  liquide 
sur  une  paroi,  écpiilibre  des  fluides  animés  d'un  mouvement  de 
rotation  d'ensemble,  etc. 

Chapitre  X.  —  Généralités  sur  les  machines.  —  INI.  Perry  se 
place  d'abord  au  point  de  vue  de  la  Cinématique  et  envisage  les 
rapports  de  vitesse  entre  deux  arbres  connectés  par  une  courroie, 
entre  deux  arbres  reliés  par  un  engrenage  constitué  soii  au  moyen 
de  roues  dentées,  soit  au  moyen  de  profils  hélicoïdaux  (vis  sans 
fin). 

L'auteur  indique  comment,  dans  des  cas  où  les  .Matliémalupies 
fourniraient  une  solution  compliquée,  on  peut  y  obvier  en  ellec- 
luant  certains  dessins  schématiques  (exemple  :  mouvement  de  la 
bielle  et  manivelle  ou  de  l'excenlrupic). 

Conditions  dans  les(|uelles  un  arbre  transmet  la  puissance,  phé- 
nomènes de   torsion  au(piel  il  est  soumis;   son  utilisation  comme 
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prorédé  djnamomélrique  (d\namonièlre  d'Ajrlon  el  Perry)  : 
question  analogue  sur  les  connoies  :  rôle  du  frotlemeut  el  incon- 
vénient du  glissement;  utilité  de  plusieurs  tours  de  corde. 

Dynamomètres  de  transmission  et  dynamomètres  d'absorption, 
freins,  etc. 

Chapitre  XI.  —  Energie  cinétique.  —  Nous  revenons  avec  ce 
Chapitre  aux  queslions  de  Mécanique  générale;  d'abord  un  relour 
sur  le  théorème  des  forces  vives  et  la  transformation  l'une  dans 
Taulre  de  l'étjergie  cinétique  et  de  l'énergie  potentielle;  l'auleur 
fait  voir  comment  la  machine  d'Atwood  permet  de  les  vérifier. 
Retenons  encore  l'étude  de  l'action  du  volant  en  tant  que  réservoir 
d'éneigie  cinétique. 

Dans  ce  même  Chapitre,  il  étudie  aussi  les  quantités  de  mou- 
vement et  leur  rôle  dans  les  problèmes  de  chocs. 

Les  quatre  derniers  Chapitres  traitent  les  questions  qui  con- 
ceinent  la  résistance  des  matériaux  :  XII.  Matériaux  de  cons- 
truction, —  XIII.  Extension  et  compression.  —  XIV.  Cisail- 
lement et  tension.  —  XV.  Théorie  plus  difficile. 

Sous  ce  titre  modeste,  le  dernier  Chapitre  représente  en 
raccourci  la  théorie  de  l'Élasticité.  Entre  autres  questions  traitées 
nous  citerons  le  théorème  de  réciprocité  de  Betti,  la  déformation 
de  Tenveloppe  cylindrique,  celle  d'un  cylindre  plein  animé  d'une 
rotation  uniforme  autour  de  son  axe,  le  cas  d'un  disque  d'épais- 
seur variable^  la  torsion  des  prismes;  l'enveloppe  sphérique;  la 
flexion  uniforme  et  non  uniforme  d'un  prisme.  L'auleur  insiste 
sur  les  applications  pratiques  du  problème  de  Saint-Venant.  Il 
traite  aussi  le  problème  du  plan  indéfini. 

Comme  on  le  voit,  ce  premier  Volume  constitue  un  ensemble 
des  plus  toulTus  qui  vaudrait  déjà  par  la  richesse  des  matériaux, 
mais  dont  l'originalité  de  hi  méthode  et  la  vie  que  M.  Perry  donne 
à  l'exposition  accroissent  grandement  la  valeur. 

M.  Davaux,  technicien  lui-même  des  plus  distingués,  qui  nous 
a  déjà  donné  la  traduction  d'importants  Ouvrages  scientifiques, 
entre  autres  de  la  célèbre  Physique  àe  Chwolson,  a  fait  du  fJvre  de 
M.  John  Perry  une  traduction  fidèle  qui  rend  avec  exactitude  les 
tours  de  pensée  parfois  si  originaux  de  l'auteur  anglais.  Notre 
éditeur  scientifique  français  M.  Hermann  a  apporté  à  l'édition  du 
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Volume  ses  soins  les  plus  éclairés  Nous  mentionnerons  que  le 
texte  est  en  deux  caractères,  les  plus  fins  s'appliquant  aux  matières 
plus  dificiles  et  que  seuls  peuvent  s'assimiler  les  élèves  d'une 
inslruction  déjà  avancée  (').  G.   Koe]\igs. 


PICARD  (Emile).  —  L'Histoire  des  Sciences  et  les  puétentions  de  la 
Scie'nce  allemande.  {Pour  la  Vérité.  Etude?  publiées  sous  le  patronage 
des  Secrétaires  perpétuels  des  cinq  Académies.)  i  vol.  in -16,  49  P^ges^ 
Paris,  Perrin  et  C'^,  1916. 

Il  n'est,  à  l'heure  présente,  aucun  ordre  de  la  connaissance 
humaine,  où  la  race  germanique  ne  proclame  Lien  haut  sa  supé- 
riorité. Dans  les  Sciences,  cette  prétenlion  est  aujourd'hui  plus 
manifeste  que  jamais  :  s'il  faut  en  croire  les  savants  d'Outre-Rhin, 
c'est  en  Allemagne  qu'ont  paru  les  inventions  les  plus  neuves  et 
les  créations  scientifiques  les  plus  fécondes.  Ceux  qui  voudront  se 
convaincre  de  la  vanilé  de  telles  assertions  liront  avec  fruit 
l'étude  décisive  publiée  sur  cette  question  par  M.  Emile  Picard, 
ils  y  trouveront,  en  quelques  pages  de  stricte  impartialité,  un 
historique  où  justice  est  faite  des  prétentions  monstrueuses  de  la 
Science  allemande,  et  une  analyse  profonde,  qui  en  démêle  les 
causes.  Ils  y  apprendront  à  connaître  la  mentalité  propre  à  la 
plupart  des  savants  d'Outre-Rhin,  et  les  traits  essentiels  qui,  dans 
l'ensemble,  les  distinguent  des  intellectuels  des  autres  pays.  Ils 
verront  enfin  qu'en  dépit  du  développement  gigantesque  de  son 
industrie,  PAllemagne,  dans  le  domaine  des  applications  et  des 

(')  Dans  le  principe,  le  Volume  devait  se  terminer  par  un  Appendice  de 
MM.  t'rançois  et  Eugène  Cosserat  sur  la  mécanique  des  corps  déforniables.  La 
mort  imprévue  de  M.  François  Cosserat  n'a  pas  malheureusement  permis  de 
suivre  le  plan  primitif  de  l'Ouvrage.  Le  monde  Siivant  le  regrettera,  car  les 
travaux  sur  la  théorie  des  corps  déformablcs  faits  par  M.  I'.  Cosserat  en  collaho- 
ratioii  avec  son  frère,  M.  Eugène  Cosserat,  dateronl  dans  révolution  do  celte 
importante  cl  diflicile  branche  de  la  Science,  'technicien  très  averti  autant  (]uc 
lin  mathématicien,  M.  V.  Cosserat  possédait  les  plus  précieux  moyens  pour 
contribuer  à  parachever  l'œuvre  de  nos  savants  français.  Lamé,  l>ané  \.\c  Saint- 
Venant,  l{oussines(|.  Son  esprit  critique  très  aiguisé  s'exerrait  avec  une  maîtrise 
très  sûre  sur  ces  (|ucstit)ns  délicates  où  l'ingénieur  réclame  d'un  côté  le  droit 
d'approximcr,  tandis  que  te  mathémacion  aptMçoit  (h^s  raisons  île  discontinuité 
(pli  rendent  parfois  précaires  les  hases  ujèmes  dt;  l'.ipproximalion.  ("•.   I\. 
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Inventions,  n'a   pas  témoigné    davantage  d'nne  originalilé  qni   la 
place  au-dessus  des  autres  nations. 

Nous  ne  pouvons  faire  une  analyse  de  ces  pages  très  condensées. 
Bornons-nous  à  signaler  quelques  points.  Dans  le  Chapitre  II, 
M.  Picard  insiste  sur  la  prodigieuse  incapacité  des  auteurs  alle- 
mands à  mettre  en  lumière  les  idées  essentielles;  ils  traitent,  en 
général,  avec  la  même  ampleur  les  détails  accessoires  et  les  points 
importants  :  «  Avec  quel  plaisir,  dit  M.  Picard,  on  revient,  après 
la  lecture  d'un  texte  scientifique  allemand,  à  un  Mémoire  clair  et 
lumineux  de  Lagrange,  à  un  Livre  de  J.-B.  Dumas  ou  de  Claude 
Bernard.  »  Et  un  peu  plus  loin  :  a  Ce  défaut  dans  l'estimation  delà 
valeur  scientifique  a  conduit  à  apprécier  la  quantité  aux  dépens  de 
la  qualité,  el,  l'Allemagne  étant  sans  conteste  le  pays  où  les  presses 
scientifiques  travaillent  le  plus,  la  Science  allemande  s'est  estimée 
au-dessus  de  tout.  » 

M.  Picard  insiste  aussi  sur  ce  que,  pour  les  Allemands,  la  diffi- 
culté à  juger  de  l'importance  réelle  des  problèmes  fait  parfois 
attacher  un  grand  prix  à  des  questions  purement  formelles  sans 
intéiêt  pour  le  fond.  «  Par  un  simple  changement  de  forme,  dit-il, 
ou  une  légère  modification  expérimentale,  on  croit  faire  une 
grande  découverte.  »  Et  encore  :  «  La  manie  de  ratiociner  et  de 
rendre  obscures  les  choses  claires  est  une  des  caractéristiques  du 
pédantisme  germaniqiie.  » 

Dans  le  troisième  Chapitre,  M.  Picard  se  demande  s'il  n'y  aurait 
pas  quelque  différence  entre  la  mentalité  moyenne  de  l'homme  de 
science  en  Allemagne  et  dans  la  plupart  des  autres  pays.  Cette 
différence  lui  paraît  réelle,  et  elle  est  d'ordre  philosophique.  Selon 
M.  Picard,  les  tendances  formalistes  de  la  Science  allemande 
peuvent  être  rattachées  au  subjectivisme  des  doctrines  kantiennes 
et  de  celles  qui  en  sont  plus  ou  moins  directement  issues.  Il  com- 
pare la  mentalité  de  l'homme  de  science  qui,  se  fiant  a\ec  Descartes 
au  sens  commun,  croit  savoir  et  étudier  le  réel,  à  celle  du  disciple 
de  Kantet  de  ses  successeurs  qui  ne  voient  les  choses  qu'à  travers 
des  formes  ou  des  catégories  plus  ou  moins  arbitraires.  Il  signale 
à  ce  sujet  les  erreurs  de  Kant  touchant  les  principes  de  la  Géomé- 
trie, et  il  rend  ici  justice  à  Gauss  qui  a  depuis  longtemps  combattu 
les  vues  de  Kant  sur  l'espace.  Citons  encore  le  passage  suivant  : 
«  Dans  les  sciences,  l'esprit  d'invention  ne  se  trouve  guère  dans  le 
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grand  magasin  des  principes  logiques  et  métaphysiques L'esprit 

d'invention  sait  s'écarter  à  pro[)Os  de  la  voie  des  déductions  logi- 
ques; il  exige  une  aptitude  à  saisir  des  rapprochements  entre 
diverses  catégories  de  faits  et  demande  ud  sens  aigu  du  réel  qui 
n'a  rien  à  voir  avec  une  réalité  que  l'on  prétend  construire  soi- 
même.  » 

11  est  superflu  de  dire  ici  le  chaleureux  accueil  que  l'Opuscule 
de  M.  Emile  Picard  a  déjà  trouvé  près  du  public  de  France  et  des 
Nations  alliées.  Mais  quelle  aclion  n'aura-t-il  pas  dans  les  Pays 
neutres  sur  ceux  qui  pensent?  Alors  que  l'Allemagne,  passionnée 
d'accroître  son  prestige  dans  le  monde,  ne  recule  devant  aucun 
moyen  pour  y  faire  valoir  ses  [)roductions  de  toute  nature,  et 
discréditer  celles  de  ses  concurrents,  il  était  urgent  qu'un  de  nos 
Maîtres  les  plus  éminents  vînt  rétablir  la  vérité,  mettre  en  lumière 
la  disproportion  entre  ce  que  la  race  gerrîianiquea  découvert  dans 
les  sciences  et  «  le  rôle  qu'elle  prétend  jouer  dans  le  monde  ». 

Georges  BouLiGAjNn. 
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ÉTUDE  SUR  LE  MOUVEMENT  D  UNE  DROITE  MOBILE  DONT 
TROIS  POINTS  DÉCRIVENT  LES  TROIS  FACES  D'UN  ANGLE 
TRIÈDRE  ; 

Par  m.  Gaston  DAHHOUX. 


XH. 

Tous  les  cas  particuliers  que  nous  venons  d'examiner  se   [)ré" 

sentent-ils    lorscju'on    j)art,    comme    nous  l'avons   fait   dans   cotte 

étude,  des  ellipsoïdes  les  plus  généraux?  Pour  répondre  à  celle 

question^  il  suffit  de  se  servir  dos  relations  (^36),  (^-j),  ( /jo^  (4i)- 

Prenons    arbitrairement    un    plan    directeur,    correspondant    a 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  2"  série,  t.  XL.  (  rcvrier  1916.)  '^ 
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l'abscisse  p.  Il  devra  satisfaire  à  l'équation 

Supposons  que  nous  voulions  que  le  plan  (P')  correspondant  à 
l'abscisse  p'  se  confonde  avec  le  premier,  il  faudra  faire 

et,  par  conséquent, 

(76)  ^^y 

Alors,  les  systèmes  (3o)  el  (4o)  nous  donneront  les  deux  équations 

mx"  +  ny'-\-  pz"  =  o, 


qui  feront  connaître  un  double  système  de  valeurs  pour  x" ^  y" ^  z" ] 
nous  aurons  ensuite  x' ^  y' ,  z'  par  les  relations 

mec' -t-  II}'  +  pz'  =  o, 

puis  /;i",  /i",  p"  par  les  suivantes  : 

m" œ' -h  n"y  +  p" z'  =  o, 
(  a2  —  pp" )  mm"  +  (  62  —  pp" ) nn" 4-  ( c2  —  pp")pp"  =  o. 

Tout  sera  connu,  les  plans  et  les  arêtes  du  tétraèdre  limite  formé 
par  les  trois  plans  directeurs  dont  deux  seront  confondus. 

Le  cas  de  la  racine  triple  est  encore  plus  simple,  puisque  alors 
on  a 

(77)  p  =  ç>'=zp"  =  ^abc. 

Le  plan  directeur  triple  satisfera  à  l'unique  condition 

m2(a2—  p2)  +  /i2(^2_p2)  _|_p2(e2—  p2).=  o, 

et  les  trois  arêtes  du  trièdre  se  réduiront  à  une  seule  droite,  qui 
sera  définie  par  le  système 

mr  -t-  ny  -+-  pz  —  o, 
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p  ayant  bien  entendu  la  valeur  donnée  par  la  formule  (77). 
Le  seul  cas  vraiment  intéressant  à  signaler  est  celui  où  tons  les 
mineurs  de  V  sont  nuls  et  où,  par  conséquent,  la  droite  mobile  [d) 
a  l'une  de  ses  extrémités  sur  une  droite  (8)  et  l'autre  dans  un 
plan  (P).  Traitons-le  par  la  Géométrie  Nous  savons  cpi'alors  (P) 
sera  un  })lan  cyclique  de  l'ellipsoïde  (E).  Il  coupera  donc  cet 
ellipsoïde  suivant  un  cercle  de  rajon  égal  k  b^  b  étant  l'axe  moyen 
de  (E).  Quand  le  point  de  la  droite  mobile  [d)  qui  décrit  (8)  viendra 
au  centre  de  (E),  l'autre  extrémité  de  [d)  décrira  dans  le  plan  (P) 
le  cercle  de  rayon  b.  Il  faut  donc  que  l'abscisse  double  à  porter 
sur  [d)  à  partir  du  point  M  qui  décrit  (E)  soit  égale  à  dz  6.  Comme 
le  produit  des  trois  abscisses  est  égal  à — abc^  la  troisième  aura 
pour  valeur 

(7B)  P=-f. 

Et  eneflet,  nous  savons  que,  si  l'on  prend  comme  position  de  la 
droite  mobile  la  perpendiculaire  abaissée  sur  le  plan  cyclique  (P) 
du  point  |Ji  où  le  plan  tangent  à  l'ellipsoïde  est  parallèle  à   (P), 

cette  perpendiculaire  a  pour  valeur  absolue  -j-»  En  appli- 
quant la  construction  géométrique  donnée  au  n"  VU,  on  sera  donc 
conduit  à  la  construction  suivante  : 

Du  point  ^^  qui  est  un  ombilic^  on  abaissera  la  perpendiculaire 
sur  le  plan  cyclique  (P)  qui  est  parallèle  au  plan  tangent  en  jjl. 
Sur  cette  perpendiculaire  on  portera^  à  partir  du  point  u.  et 
dans  les  deux  sens,  des  longueurs  |jl[ji',  ua"  égales  à  6,  et  Ion 
joindra  les  deux  points  jjl',  |jl"  au  centre  O  de  (E).  Les  deux 
droites  O^^ ^  Op."  pourront  être  associées,  V une  ou  rautre,  au 
plan  [^)  pour  fournir  un,  des  modes  de  génération  clicrcJiés. 
C^ est-à-dire  que  V ellipsoïde  {^j) pourra  être  décrit  par  un  point 

de  la  droite  de  longueur  b  dz  -r-  dont  les  extrémités  s'appuient 

sur  (P)  et  sur  V  une  ou  r  autre  des  droites  Ojjl',  0\j!'  . 

Si,  par  exemple,  on  a  porté,  à  partir  du  point  a,  la  l()n<.'U(Mir  h 
dans  le  même  sens  que  -t-5  ce  (pii  donneia  le  point  |jl',  la  longueur 

de  la  droite  sera  la  \alcur  absolue  de  -1-  —  b. 

0 
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Cette  construction  deviendra  donc  illusoire  si  l'on  a 


— -,  b^  =  ac. 


Car  alors  la  droite  O^-'  se  trouvera  dans  le  plan  (P).  Mais  dans 
cette  hypothèse,  l'équation  en  p  a  une  racine  triple  puisqu'on  a 


b  =  y  abc^ 

et  l'on  retombe  sur  un  cas  particulier  déjà  signalé  au  numéro 
précédent. 

Nous  ferons  remar(|uer,  et  ce  résultat  sera  expliqué  plus  loin, 
qu'on  passe  d'une  des  deux  constructions  indiquées  })lus  haut 
à  l'autre  en  prenant  la  symétrique  de  la  droite  mohile  par  rapport  à 
la  perpendiculaire  menée  par  le  point  décrivant  M  au  plan  (P). 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  qu'il  existe  quatre  modes  de  des- 
cription de  Pellipsoïde  par  un  point  d'une  droite  de  longueur  cons- 
tante dont  l'une  des  extrémités  s'appuie  sur  un  plan  (P),  tandis 
que  l'autre  décrit  une  droite  (o).  Ces  quatre  modes  sont  étroite- 
ment liés  les  uns  aux  autres.  D'abord  il  est  évident,  d'après  ce  qui 
précède,  qu'ils  n'emplojent  pas  quatre  plans  (P)  distincts,  mais 
deux  seulement,  puisque  ces  plans  (P)  doivent  être  des  [dans 
cycliques  de  l'ellipsoïde.  On  verra  aisément  que,  de  même,  il  n'y 
a  pas  quatre  droites  (3)  distinctes,  n)ais  deux  seulement,  que  l'on 
construira  de  la  manière  suivante  : 

Sur  la  normale  en  un  ombilic  réel  ij.,  on  portera  de  pari  et 
d\iutre  deux  longueurs  u[jl',  [x^^k  égales  à  l\ixe  moyen  b.  Les 
droites  que  Von  obtient  en  joignant  les  points  \jJ  ^  ]j!'  au  eentre  O 
de  r ellipsoïde  sont  celles  quUl  faut  associer  à  chacun  des 
deux  plans  cycliques  pour  obtenir  les  quatre  modes  de  descrip- 
tion que  nous  venons  de  définir.  E lies  jouissent  des  propriétés 
suivantes.  La  plus  grande  O  [jl  est  égale  à  a  -f-  c,  la  plus  petite 
0|j/  à  a  —  c^et  elles  sont  placées  symétriquement  par  rapport 
au  grand  et  au  petit  axe  de  r  ellipsoïde . 

On  peut  encore  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Etant  données  deux  droites  qui  se  coupent.,  OE,  OE',  on  m.ène 
dans  le  plan  de  ces  droites  des  parallèles  à  une  direction  fixe. 
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Soient  m,  m' ,  les  points  où  une  de  ces  parallèles  coupe  les 
droites  OE,  OE';  si^  de  ces  points  comme  centres^  on  décrit  des 
sphères  de  rayon  constant  6,  leur  cercle  d^ intersection  engen- 
drera un  ellipsoïde  de  centre  O  dont  V axe  moyen  sera  égal 
à  b.  Pour  achever  de  construire  cet  ellipsoïde  on  prendra  la 
droite  mm'  dans  la  position  ^.yJ  oii  elle  est  le  plus  éloignée 
de  O  et  par  conséquent  égale  à  ib.  Le  grand  axe  de  V  ellipsoïde 
sera  la  bissectrice  de  V angle  [jlOjj.',  le  petit  axe  sera  la  bissec- 
trice extérieure  du  même  angle  et ^ par  conséquent^  V axe  moyen 
sera  la  perpendiculaire  menée  par  O  au  plan  |j.O|i.'.  La  plus 
grande  des  droites  0|ji,  O^  sera  égale  à  'a  -l-c,  la  plus  petite 
à  a  —  c,  a  et  c  étajit  respectivement  le  plus  grand  et  le  plus  petit 
axe  de  V ellipsoïde.  En  sorte  que  V ellipsoïde  décrit  sera  défini 
en  grandeur  et  en  position.  L\in  de  ses  plans  cycliques  sera 
d^ailleurs  perpendiculaire  à  la  droite  [ji{ji',  Vautre  sera, 
perpendiculaire  à  la  droite  qui  est  antiparallèle  à  ;j.|jl'  par 
rapport  à  V angle  EOE'.  Les  deux  droites  OE,  OE'  sont  celles 
qu^  il  faut  associer  à  Vun  des  plans  cycliques  pour  obtenir  l'un 
des  quatre  modes  de  description  que  nous  avons  définis  plus 
haut. 

Cette  proposition  conduit  à  un  mode  de  génération  de  l'ellip- 
soïde qu'il  est  aisé  de  réaliser.  Imaginons  un  compas  à  branches 
égales  dont  les  pointes  seraient  placées  respectivement  en  m  et 
en  m' .  Si  la  droite  mm'  est  maintenue  parallèle  à  une  direction 
fixe,  la  tête  du  compas  décrira  l'ellipsoïde  le  plus  général  dont  l'axe 
moyen  soit  égal  à  la  longueur  commune  des  branches  du  compas. 

On  imaginera  aisément  des  dispositions  très  simples  pertneltant 
de  maintenii-  invariable  la  direction  mm'.  On  peut,  par  exemple, 
faire  glisser  la  dioite  ni  m'  dans  une  gaine  de  longueur  donnée 
dont  une  des  extrémités  placées  en  m  décrira  la  droite  OE,  tandis 
que  l'autre  sera  assujettie  à  rester  sur  une  parallèle  à  OE,  située 
dans  le  plan  EOE'. 

XllI. 

Nous  terminerons  celle  étude  par  des  applications  de  noire  pi'o- 
position  fondamentale.  Cette  proposition  peut  s'énoncer  comme 
il  suit  ; 
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Pour  obtenir  tous  les  modes  de  génération  d\in  ellipsoïde 
donné  (E),  il  suffit  de  prendre  une  de  ses  droites  princi- 
pales (D),  c^ est-à-dire  une  des  arêtes  de  V angle  tétraèdre  (U) 
relatif  à  chaque  point  M  de  la  surface^  et  de  lui  imprimer  une 
rotation  de  grandeur  déterminée  autour  d' un  axe  de  direction 
invariable  passant  par  le  point  M  qui  décrit  V ellipsoïde. 

D'après  cela,  si  l'on  veut  obtenir  deux  générations  différentes  de 
l'ellipsoïde  (E),  iJ  faudra  imprimer  à  la  droite  (D)  deux  rotations 
différentes  déterminées,  ce  qui  donnera  deux  droites  différentes  (d)^ 
(d')  passant  par  M.  Or,  il  est  clair  qu'on  peut  passer  de  (d')  à  (d) 
par  la  rotation  déterminée  qui  amène  [d')  en  (D),  puis  par  la 
rotation  qui  amène  (D)  en  (d).  La  com|)osilion  de  ces  deux  rota- 
tions donne  évidemment  une  rotation  de  giandeur  déterminée 
autour  d'un  axe  de  direction  invariable.  Ainsi  : 

Quand  on  a  obtenu  un  des  modes  de  description  de  l^ ellip- 
soïde (E),  à  l'aide  d\ine  droite  mobile  (d),  on  obtient  tous  les 
autres  en  soumettant  cette  droite  mobile  à  une  rotation  quel- 
conque de  grandeur  déterminée  autour  d^ un  axe  passant  par 
le  point  M  et  parallèle  à  un  axe  fixe. 

D'après  cela,  nous  voyons  que,  lorsqu'on  aura  obtenu  une  géné- 
ration quelconque  de  l'ellipsoïde  (E),  on  pourra  faire  pivoter  les 
droites  mobiles  (^d)  à  l'aide  desquelles  il  est  décrit,  non  plus  seu- 
lement autour  du  point  M,  mais  autour  d'un  point  fixe  quelconque 
de  la  droite  (<:/),  et  l'on  aura  ainsi  des  droites  invariables  dont 
tous  les  points  décriront  des  ellipsoïdes.  Il  est  vrai  que  la  démons- 
tration ne  s'étend  pas  au  cas  où  le  point  fixe  de  la  droite  [d)  se 
trouve  dans  un  des  plans  directeurs.  Mais  ce  cas  particulier 
s'obtient  évidemment  par  le  passage  à  la  limite.  Ainsi  : 

Lorsque  trois  points  d^ une  droite  sont  assujettis  à  décrire 
trois  plans ^  on  peut  imprimer  à  la  droite  une  rotation  autour 
du  point  où  elle  rencontre  Vun  de  ces  plans,  cette  rotation 
ayant  une  grandeur  et  un  sens  déterminés,  tous  les  points  de 
la  droite  dans  sa  nouvelle  position  ne  cesseront  pas  de  décrire 
des  ellipsoïdes. 

Gomme  conséquence  des  résultats  précédents,  on  obtient  le 
ihéorème  suivant  ; 
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Si  Von  imprime  à  la  droite  principale  (D)  deux  rotations 
différentes  autour  du  point  M  qui  décrit  V ellipsoïde  (E)  de 
manière  à  obtenir  deux  descriptions  de  cet  ellipsoïde  par  deux 
droites  (d)^  (d')  se  coupant  en  M,  le  plan  formé  par  ces  deux 
droites  jouira  de  la  propriété  suivante  : 

Si  Von  rapporte  ses  points  au  système  d'axes  coordonnés 
formé  par  les  droites  (<i),  [d')  dont  Vangle  est  d'ailleurs 
variable^  tout  point  de  coordonnées  fixes  par  rapport  à 
ces  axes  décrira  un  ellipsoïde  pour  lequel  on  connaîtra 
deux  modes  de  génération  déterminés  par  les  parallèles  qu^on 
peut  mener  de  ce  points  respectivement  à  (d)  et  à  {d'). 

Le  plan  que  nous  venons  de  considérer  peut  être  réalisé  niaté- 
riellemenl  à  l'aide  de  parallélogrammes  articulés  dont  les  côtés 
seront  parallèles  aux  droites  (d)  et  (d').  Si  les  articulations  ne 
sont  pas  planes,  il  suffira  de  prendre  deux  droites  parallèles  à  (d), 
par  exemple,  puis  une  parallèle  à  (d')  et  d'articuler  tontes  ces 
droites  autour  de  leurs  points  d'intei section. 

Les  points  du  plan  qui  décrivent  des  plans  seront,  en  général, 
sur  une  courbe  du  troisième  ordre. 

En  continuant  de  cette  manière,  et  en  prenant  trois  modes  de 
description  de  (E),  on  déterminera  dans  l'espace  un  réseau  de 
parallélépipèdes  articulés.  Plus  généralement,  on  aura  tous  les 
modes  de  description  correspondants  aux  formules 

n 

•    I 

n 

(79)  [y  =  by,-^^p.i^^x,+  ^:y,+  ^';^,), 

1 

n 

1 

les  Pi  étant  des  constantes  et  les  a/,  P/,  . . .  étant  les  coefficients  de 
diverses  substitutions  orthogonales  au  déterminant  ////. 
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XIV. 

Par  exemple,  si  l'on  passe  de  la  droite  principale  aux  trois  autres 
arêtes  de  l'angle  tétraèdre  (U)  on  a  les  formules 

i   X  =  Xi(a -h  p  — pi— p.2), 
(Bo)  \  JK  =ri(^  — P  + Pi  — P2), 

(    Z  =    -Si(c  —  p  —  pi-h  po), 

dont  nous  allons  faire  une  étude  détaillée. 

p,  0,,  Oo  sont  les  coordonnées  du  point  considéré  de  l'espace 
par  rapport  au  système  d'axes  coordonnés  formé  par  les  Irois  arêtes 
qui  ont  été  choisies  de  l'angle  tétraèdre  (CJ).  En  soumettant  ces 
coordonnées  à  des  conditions  simples,  on  pourra  faire  décrire  au 
point,  soit  un  des  plans  principaux,  soit  un  des  axes,  soit  même  le 
rendre  fixe.  Par  exemple,  le  point  dont  les  coordonnées  sont 

b  -h  c  a  ^  c  a  A-  b 

p=  ?  Pi  =   ?  P2—    ^^^ » 

demeurera  fixe  quand  le  point  M  décrira  l'ellipsoïde  (E).  Ceci 
nous  suggère  une  construction  dans  laquelle  nous  emploierons  des 
systèmes  articulés. 

Nous  commencerons  par  quelques  remarcpes  préliminaires. 

Considérons  {fig-  2)  un  parallélépipède  OABC  VB'C'H  dont 
toutes  les  arêtes  sont  articulées  sphériquement  autour  de  leurs 
points  communs.  Il  ne  faut  pas  croire  que,  dans  toutes  ses  défor- 
mations, cette  figure  demeure  un  parallélépipède.  Par  exemple, 
les  quatre  points  OBA.'C  ne  demeureront  pas  nécessairement  dans 
un  même  plan.  Pour  que  le  parallélépipède  conserve  sa  définition, 
il  faut  ajouter  trois  conditions  nouvelles;  par  exemple,  relier  deux 
points  situés  respectivement  sur  CA'  et  OB  à  la  même  distance 
fixe  de  C  et  de  O  par  une  tige  égale  à  OC,  et  opérer  de  même  pour 
les  faces  OBC'A,  OAB'C  Alors  ces  trois  faces  ne  cesseront  pas 
d'être  des  parallélogrammes,  et  il  en  sera  de  même  de  celles  qui 
se  croisent  en  H.  Dans  toutes  ses  r/éformations^  le  parallélépi- 
pède ne  cessera  pas  cVètre  un  parallélépipède ^  et  sa  forme  ne 
dépendra  plus  que  de  la  valeur  des  trois  angles  que  forment  en  0 
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les  arêtes  OA,  OB,  OC,  c'est-à-dire  de  trois  paramètres  distincts. 
Supposons  maintenant  que  les  arêtes  du  parallélépipède  soient 
toutes  égales.  Si  Ton  considère  les  diagonales  des  OA',  OB',  OC 
qui  sont  alors  les  bissectrices  des  angles  BOG,  COA,  AOB,  deux 
de  ces  diagonales  ne  peuvent  être  rectangulaires  sans  être  en 


Fiff. 


■^--^A 


même  temps  perpendiculaires  à  la  troisième  et^  de  plus,  la  dia- 
gonale OH  du  parallélépipède  devient  alors  égale  aux  arêtes. 

Le  lectejir  démontrera  sans  peine  ces  propositions,  qui  sont 
tout  à  fait  élémentaires.  Pour  que  le  j)arallélépipèLle  jouisse  de  la 
propriété  indiquée,  il  faut  et  il  suffît  que  la  somme  des  cosinus  des 
trois  angles  BOC,  COA,  AOB  soit  égale  à  —  i . 

Il  suit  de  là  que,  si  l'on  assujellil  les  trois  droites  OA',  OB',  OC 
à  former  un  trièdre  trirectangle,  la  forme  du  parallélépipède 
dépendra  alors  de  deux  variables. 

D'après  cela,  si  l'on  place  le  paralN'dépipèdiî  de  udle  manière 
que  l'un  de  ses  sommets  soit  à  roiigine  des  coordonnées  O,  les 
sommets  A,  B,  G,  opposes  à  O  dans  les  liois  laces,  élanl  assujettis 
à  demeurer  respectivement  sur  les  axes  rectangulaires  des  x^ 
des  y,  des  3,  ce  rhomboèdre  jouira  encoi-e  de  deux  degrés  de  liherh' 
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et  le  sommet  H  opposé  à  G  décrira  loule  une  sphère  de  rayon  éga| 
à  l'arête  du  rhomboèdre. 

C'est  ce  que  confirme  le  calcul  suivant. 

Supposons  l'arête  du  rhomboèdre  égale  à  l'unité,  et  désignons 

par 

A,      B,      G, 
Al,     Bi,     Cl, 

respectivement  les  projections  des  arêtes  OA,   OB,   OC  passant 
par  O  sur  O^,  Oy,  O^. 

En  exprimant  que  O^,  Oy,  Oz  sont  les  diagonales  des  faces, 
nous  aurons  les  conditions 

.„  ^  (Bi  +  B2=o,  C2+G  =  o,  A-f-Ai=:0, 

(8i)  l 

(  G,  -4-  C2  =  o,  A2H-  A  =  o,  B  -h  Bi  =  o. 

Posons 
(82)  A=  —  a?!,         Bi  =  — ji,         Go  =  —  Zi. 

Il  viendra,  pour  les  projections  de  OA,  OB,  OC,  les  expressions 


(83) 


et  l'on  aura  évidemment 

(84)  xl-^yl-^zl  =  i. 

Il  reste  deux  arbitraires;  c'est  la  confirmation  du  résultat 
annoncé  :  le  mouvement  du  rhomboèdre  articulé  dépend  de  deux 
paramètres. 

Soient  maintenant  a-,  t,,  (j.j  les  coordonnées  d'un  point  M  rap- 
porté aux  axes  mobiles  OA,  OB,  OC 

Les  coordonnées  de  ce  point  M,  relatives  aux  axes  fixes,  s'ob- 
tiendront sans  difficulté  puisque  l'on  connaît  les  projections  des 
segments  unitaires  OA,  OB,  OC  sur  ces  axes;  elles  seront 

l  X  =  Xi( —  a  -h  ai  H-  ^2)5 

(86)  ly=yi(^  —  <^i-\-^-2)> 

[  z  =  Zi((j  -^  (Ji  —  a2). 

Toutes  les  fois  que  o-,  a-, ,  To  seront  constantes,  le  point  (^,  y,  z) 
décrira  un  ellipsoïde.  \in  particulier,  comme  on  a,  pour  le  point  H 


-a^i, 

yu 

2i, 

^1, 

—ru 

^1, 

37,, 

ru 

—  Zi 
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de  la  figure  2, 

a  =  (Ti  =  a2  =  I:» 

on  voit  bien  que   ce   point  décrira   la  sphère  définie  par  l'équa- 
tion (84). 

Si  l'on  prend 

è+c  a-^c  a^b 

(86)  (7=  5  (Ti  =   ,  (72=  » 


les  formules  (85)  deviendront 

(87)  X  =  a^i,         y  =  ^JKi-         ^  =  czi 

et  nous  donneront  l'ellipsoïde  d'axes  a,  b,  c. 

Pour  obtenir  cet  ellipsoïde,  il  suffira  donc  de  porter  sur  OA, 
OB,  OC  les  longueurs  définies  par  les  formides  (86),  puis  d'achever 
le  parallélépipède  déterminé  par  ces  trois  arêtes,  en  articulant, 
comme  nous  l'avons  indiqué,  assez  d'arêtes  de  la  figure  pour  ob- 
tenir, dans  le  mouvement,  la  conservation  de  la  forme  parallélépi- 
pédique. 

La  construction  précédente  peut  donc  être  réalisée  matériel- 
lement. 


XV. 


Au  début  de  cette  étude,  nous  avons  signalé  une  propriété  inté- 
ressante relative  au  sujet  qui  nous  occupe.  Dans  le  cas  où  les  trois 
plans  directeurs  sont  perpendiculaires,  la  droite  mobile  {d)  de- 
meure, dans  toutes  les  positions,  normale  à  une  famille  de  surfaces 
parallèles.  Nous  allons  retrouver  ce  résultat  en  cherchant  dans 
quel  cas  cette  droite  peut  être  normale  à  une  famille  de  surfaces. 

Ueprenons   les    équations   qui    la    déterminent,    mises    sous    la 

forme  (Gi) 

I  X  =  a{cL  x' '^-  p  y' -\-  Y  z  )  -i-  p:r', 

(88)  y=  b{^'x'-\-'^'y'+i  z')-^py', 
\   z  =  c(^oL"x'+'^"y'-i-fz)-^pz\ 

où  l'on  a 

(89)  a:'-î^y2_^  ~'-i^  1. 
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Pour  que  la  tlrolte  soit  normale  à  une  surface,  il  faut  qu'on 
puisse  déterminer  p  de  telle  manière  que  l'on  ait  identiquement 

x'  dx  -i-y'  dy  -+-  z'  dz  =  o. 

Cela  donne^  en  remplaçant  dx^  dy,  dz  par  leurs  valeurs, 

(  90  )  d^  -h  ay.x'  dx'  -\-  h  (3' j'  dy'  -t-  c  y"  z'  dz 

+  a^x'  dy'+  b^: y'  dx'  +  b^('y'  dz' -^  c  ^" z'  dy' 

-h  cy." z'  dx' -\-  a  ^(x'  dz'  =  o. 

Pour  que  d^  soit  une  différentielle  exacte  il  faut,  même  en 
tenant  compte  de  la  relation  (89),  que  l'on  ait 

(91)  a^  =  by.',         b^{=c^",         ca"=:a^(. 

On  j)eut  résoudre  complètement  ces  équations  en  tenant 
compte  des  expressions  (19)  des  neuf  cosinus;  mais  il  est  aisé  de 
voir  fju'elles  n'ont  qu'une  seule  solution  réelle  admissible,  celle  pour 
laquelle  les  six  cosinus  a',  a'\  p,  '^j\  y,  y'  sont  nuls.  Alors  a,  p',  y" 
sont  égaux  à  i  en  valeur  absolue  et  Ton  ne  trouve  que  les  quatre 

solutions 

a=       I,  P'=       I,         Y=       I, 

a=-i,  i^'=:       i,         t"  =  -i, 

u=-i,  ^'=~i,         7"=       I, 

a==       I,  p'  =  -i,         /  =  -!, 

qui  correspondent  aux  quatre  arêtes  de  l'angle  tétraèdre  (U).  Ainsi, 
quand  les  plans  directeurs  ne  forment  pas  un  trièdre  trirec- 
tangle,  la  droite  mobile  (d)  ji'est  normale  à  aucune  surface. 
La  méthode  précédente  permet  d'obtenir  assez  facilement 
l'équation  en  coordonnées  ponctuelles  de  la  surface  normale  à 
toutes  les  positions  d'une  droite  principale.  Prenons,  par  exemple, 

(92)  a  =  i,  p'=i.  i'=x, 

les  formules  (88)  deviendront 

(93)  ^  =  (a  +  p):r',         j  =  (6  4-p)y,  2  =  (c-4-p)3'; 

en  intégrant  l'équation  (90),  on  auia 

(94 )  iù^{a-\-k)x'-^^{b-^k)  r'-'  +  (c  +  A-) 3'2  =  o, 

k  désignant  une  constante  arbitraire.  Éliminons  x\  y',  z'  entre  les 
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équations  (89),  (93),  (94)5  'I  viendra 

^2  y2  ^2 


^2  y2  -2 

(96)  p  H-  /:  H h  j-^ \ =  o. 

^  '  a+p         6+p         c+p 

La  première  équation  s'obtient  en  prenant  la  dérivée  de  la 
seconde  par  rapport  à  p.  On  pourra  donc  former  l'équation  en 
coordonnées  ponctuelles  des  surfaces  normales  en  exprimant  que 
l'équation  du  quatrième  degré  en  p  (96)  a  une  racine  double. 
Cette  condition  se  présentera,  comme  on  sait,  sous  la  forme 

I  étant  du  second  degré  et  J  du  troisième  par  rapport  à  x-^  y-^  z-. 
Les  surfaces  parallèles  normales  aux  diverses  positions  de  la  droite 
seront  donc  du  douzième  ordre.  Gomme  il  fallait  s'y  attendre,  il 
en  passera  six  par  chaque  point  de  l'espace. 

La  méthode  précédente  conduit  très  simplement  aussi  à  l'équa- 
tion des  surfaces  normales,  en  coordonnées  tangentielles.  Puisque 
ces  surfaces  sont  les  enveloppes  des  quadriques  représentées  par 
l'équation  (96),  il  suffira  de  prendre  l'équation  en  coordonnées 
tangentielles  de  ces  quadriques.  Cette  équation  est 


«2 

(97)  -^  -^{a-\-Çj)iû--^{b  ^-p)c^2_^_(c^-p),^.2=:o, 

p  -+-  h 

si  l'on  écrit  Téquation  d'un  plan  sous  la  forme 

(98)  ucr -\- vy -+- ivz -\- p  =  o. 

En  prenant  l'enveloppe  des  quadriques  représentées  par  ré(| na- 
tion (97),  on  trouvera 

On  voit  que  les  surfaces  normales  sont  de  quatrième  classe  et 
qu'il  y  en  a  deux  seulement  tangentes  à  un  plan.  L'écjuation  pré- 
cédente montre  (pi'elles  sont  ce  que  Laguerre  appelait  des  5/^/"- 
faces  de  direction  et  ([u'elles  apparliennenl,  comme  cas  très 
particulier,  à  la  classe  de  celles  que  j  ai  nommées  /x/rdcjclides 
dans  un  travail  récent  inséré  au  Tome  LUI  des  Mémoires  de 
V Académie  des  Sciences  sous  le  litre  smvanl  :  Mémoiie  sur  i/fte 
classe  de  surfaces  de  quatrième  classe  qui  sont  corrélatives  des 
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surfaces  du  quai rième  ordre  à  conique  double  et  admettent 
pour  courbe  double  le  cercle  de  Vinjini.  Si  l'on  suppose  que, 
dans  l'équation  (98),  on  ait 

l'équation  de  la  surface  prendra  la  forme  très  simple 

(100)  2/?  +  Â:  =  aW^ -h  ^('2  _|_  c(;p2^ 


XVI. 

Nous  terminerons  par  l'examen  de  la  question  suivante  : 

Considérons  deux  quelconques  des  ellipsoïdes  (Ep)  décrits  par 
deux  points  de  la  droite  mobile  (<i)  dans  un  mode  de  description 
déterminé.  Ils  sont,  l'un  et  l'autre,  en  correspondance  homogra- 
phique  avec  la  sphère  de  rayon  un  et,  par  conséquent,  ils  sont 
reliés  l'un  à  l'autre  par  une  correspondance  liomographique  qui 
conserve  à  la  fois  leur  centre  et  le  plan  de  l'infini.  Si  donc  le 
point  m  qui  décrit  l'un  d'eux  est  assujetti  à  rester  dans  un  plan, 
c'est-à-dire  sur  une  ellipse,  le  point  correspondant  m^  de  l'autre 
décrira  aussi  une  ellipse.  En  envisageant  tous  les  ellipsoïdes  dé- 
crits par  les  différents  points  de  la  droite  mobile,  on  est  donc 
conduit  à  ce  mouvement  particulier  dans  lequel  tous  les  points  de 
la  droite  mobile  décrivent  des  ellipses.  Ce  mouvement  est  bien 
connu  :  il  a  été  étudié  par  Halphen,  Mannheim,  d'autres  encore. 
On  pouira  consulter  à  ce  sujet  les  Principes  et  développements 
de  Géométrie  cinématique  de  Mannheim.  Il  résulte  immédia- 
tement des  formules  définissant  la  correspondance  homograpliique 
que  le  lieu  des  centres  des  ellipses  est  une  ligne  droite  ;  cherchons 
si  elles  peuvent  toutes  être  des  cercles. 

Nous  connaissons  déjà  une  solution  particulière  du  problème. 
Nous  savons  que  tout  ellipsoïde  (E)  peut  être  décrit  par  un  point 
d'une  droite  de  longueur  constante  [d)  qui  s'appuie  sur  un 
plan  (P)  et  sur  une  droite  (0)  f[ui  rencontre  (P). 

Le  plan  (P)  est  un  plan  cyclique  pour  tous  les  ellipsoïdes 
décrits  par  des  points  de  la  droite  et  ces  ellipsoïdes  se  corres- 
pondent liomographiqiiement  de  telle  manière  qu'à  un  cercle  de 
l'un,  situé  dans  un  plan  parallèle  à  (P),  correspond  un  cercle  de 
l'autre  situé  dans  un  plan  parallèle.  Tous  les  cercles  homologues 
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sont  sur  un  cône  engendré  par  les  positions  de  [d)  fjui  rencontrent 
la  droite  fixe  (ô)  au  même  point. 

A  cette  solution  particulière  nous  allons  rattacher  la  solution 
générale  du  problème. 

Dans  cette  solution,  nous  savons  que  deux  cercles  homologues 
doivent  se  correspondre  homographiquement  et  que  leurs  points 
correspondants  demeurent  à  une  distance  constante  l'un  de  l'autre. 
Or,  le  lecteur  le  vérifiera  aisément,  ceci  ne  peut  arriver  que  si  les 
deux  cercles  sont  dans  des  plans  parallèles  et  si  la  ligne  de  leurs 
centres  est  perpendiculaire  à  ces  plans. 

Alors,  la  coriespondance  établie  entre  les  deux  cercles  doit  être 
telle  que  les  droites  joignant  les  points  homologues  engendrent 
un  hyperboloïde  de  révolution  autour  de  la  ligne  des  centres. 

Soit  [d)  une  telle  droite  joignant  sur  les  deux  cercles  les  points 
homologues  m,  m'  des  ellipsoïdes  (Ep),  (Ep).  Il  est  évident  qu'en 
imprimant  autour  du  point  m  une  rotation  de  grandeur  déter- 
minée dont  l'axe  sera  perpendiculaire  au  plan  des  deux  cercles,  on 
peut  amener  toutes  les  droites  [d)  à  passer  par  un  même  point  de 
cet  axe.  On  sait  d'ailleurs  que  cette  rotalion  peut  être  appliquée 
à  toutes  les  droites  [d)  et  qu'elle  donne  une  génération  nouvelle 
de  l'ellipsoïde  (Ep).  Comme,  dans  cette  génération  nouvelle,  il  y  a 
une  infinité  de  droites  (^d)  qui  passent  par  un  même  point,  elle  ne 
peut  être  que  celle  à  laquelle  nous  avions  songé  directement;  et 
nous  pouvons  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Pour  avoir  toutes  les  descriptions  de  V ellipsoïde  (E)  duns 
lesquelles  des  cercles  se  correspondent  sur  les  ellipsoïdes  (Ep), 
on  considérera  dVibord  une  des  quatre  générations  de  (E) 
dans  lesquelles  la  droite  (d)  s^ appuie  par  une  de  ses  extrémités 
sur  une  certaine  droite  (ô)  et  par  r autre  sur  un  plan  cy- 
clique (P),  puis  on  imprimera  à  la  droite  mobile  autour  du 
point  qui  décrit  (^E)  une  rotation  déterminée  quelconque  dont 
l'axe  seia  perpendiculaire  au  plan  (  IM.  Tous  les  ellipsoïdes  (  Ep) 
ainsi  obtenus  auront  en  commun  un  phrn  o  clique,  qui  sera  un 
de  leurs  plans  directeurs. 

Les  deux  autres  plans  directeuis  seront  imaginaires  et  contien- 
dront une  des  deux  droites  isotropes  (jui  passoni  par  le  renirc 
commun  des  ellipsoïdes  et  sont  dans  le  plan  (P). 
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AVIS  DE  CONCOURS  POUR  UN  PRIX  DE  MATHÉMATIQUES. 


La  Classe  d(;s  Sciences  physiques  cle  l'Académie  ro^Jile  de 
Bologne,  à  la  demande  de  M.  le  Chevalier  Docteur  Adolphe  Mer- 
lani,  met  au  concours  les  sujets  suivants  : 

I.  ((  Exposer,  par  la  méthode  hislorico-critique,  le  dévelop- 
pement organique  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  et  les  points 
de  vue  variés  sous  lesquels  celte  ihéorie  a  été  considérée  depuis  la 
fin  du  xviii*^  siècle  jusqu'à  nos  jours.  Indiquer  l'influence  qu'ont 
eue,  sur  les  autres  branches  de  l'Analyse,  les  vues  présentées  suc- 
cessivement dans  la  précédente  théorie.  » 

II.  ((  Depuis  les  premières  années  du  xx''  siècle,  on  a  proposé,  de 
divers  côtés,  des  définitions  de  l'intégration  définie  pour  les  substi- 
tuer à  la  définition  classique,  dans  le  but  de  généraliser  le  conceps 
d'intégrale  et  de  l'appliquer  aux  classes  de  fonctions  les  plus 
étendues  qu'il  soit  possible.  » 

((  Que  le  concurrent  fasse,  de  ces  définitions  ()roposées,  un 
soigneux  examen  historique  et  critique;  et  qu'il  indique,  parmi 
les  définitions  qu'il  signalera,  celle  qu'il  choisirait,  en  exposant 
d'une  manière  explicite  les  raisons  de  sa  préférence.  » 

A  celui  qui  présentera,  pour  le  jugement  de  l'Académie,  le 
meilleur  travail,  sur  l'un  ou  l'autre  de  ces  deux  sujets,  M.  le  Che- 
valier Docteur  Adolphe  Merlani  enverra  la  somme   de  5oo  lires. 

Le  concours  sera  fermé  le  3i  décembre  1916. 

Les  travaux  présentés  au  concours  doivent  être  écrits  lisible- 
ment en  langue  italienne  et  doivent  être  inédits.  Le  travail  pré- 
senté sera  anonyme.  Sur  le  Iravail  même  devra  être  inscrite  une 
devise,  qui  seia  reproduile  sur  une  enveloppe  fermée  contenant 
le  nom  du  concurrent.  Les  travaux  doivent  être  envoyés  avant  le 
3i  décembre  1916  au  Secrétaire  (Ercole  Giacomini),  via  Zam- 
boni,  33. 
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(:0\ll>Ti:S    UENDUS    ET    AiNALYSES. 


ZEUTHEN  (lî.  G.).  —  Leiirblcii  dku  abzùilknden  Methoden  der  Geo- 
iMETRiE.  Alit  38  Figiiren  l'm  Te\t.  {B.  G.  Teuhners  Sanimlung  von 
Lehrbûcheriiauf  deni  Gebiele  der  niathematlschen  Wissenschaflen 
mit  Eifischliiss  ihrer  Aiuvendungen.  Baiid  XXXIX),  i  vol,  gr,  in-8°, 
XII-39Î   pages.  Leipzig  und  Berlin,  B.  G.  Teubner,   191  i. 

En  1909,  M.  Zeiithen  exposait,  au  Congrès  des  Mathémaliciens 
tenu  à  Stockholm,  une  ïntrodiiclion  à  un  Traité  didactique  des 
méthodes  énumératives  de  la  Géométrie,  et  il  plaidait  la  cause  de 
ces  méthodes  auprès  des  malliématiciens  méfiants.  «  Il  est  géné- 
ralement reconnu,  disait-il,  que  ces  méthodes  expéditives  sont 
d'excellents  instruments  entre  les  mains  des  pionniers,  pour  la 
première  occupation  de  [)Ositions  nouvelles;  mais,  ajoute-t-on 
souvent,  elles  ne  suffisent  pas  à  assurer  la  justesse  des  résultats, 
qu'on  se  borne  à  découvrir  avec  leur  aide;  une  véritable  démons- 
tration de  ces  résultais  demande  une  application  immédiate  de 
l'Algèbre.  Il  vaut  donc  mieux  éviter  l'usage  de  ces  méthodes.  A 
l'appui  de  celle  opinion  on  renvoie  aux  fautes  commises  par  ceux 
qui  se  sont  servis  de  méthodes  énumératives C'est  certaine- 
ment en  conduisant  à  des  résultats  justes  que  les  méthodes  ont  été 
utiles  entre  les  mains  des  chercheurs,  et  cet  avantage  ne  saurait 
être  forluil.  Si  parfois  on  s'est  égaré  en  s'en  servant,  cela  prouve 
simplement  (pie  les  méthodes  ont  besoin  d'èlre  perfectionnées,  ou 
qu'il  esl  nécessaire  de  mieux  les  connaître,  »  Décrire  et  fixer 
rigoureusement  ces  méthodes,  en  répandre  la  connaissance  parmi 
les  mathémaliciens,  voilà  justement  la  là(  lie  (pic  M.  Zeuthcn  rem- 
plit dans  1(>  traité  que  nous  allons  examiner, 

M.  Zeuthcn  (c'est  lui-même  c[ui  le  remarcpic  dans  sa  Préface) 
laisse  de  côté  toute  formulation  du  principe  de  la  cons(M'vali()n  du 
nombre,  tel  qu'il  a  été  énoiuu'  par  Sclnibcrl  v\  inodirK"  (Misuite, 
soit  pour  ne  pas  gêner  les  débutants  par  un  cnonct'  (|ui  serait 
forcément  trop  artificieux,  soit  parce  cpie  ( cl  énoncé  ne  pourrait 
rien  dire  à  l'égard  de  la  mulli[)licilé  s(^lon  hupielle  (•lia(pie  Ivpr  d(^ 
solutions  d'un  problème  doit  être  (•t)nipl(''  (lan^  le  nombre  lolal. 
Uull.  des  Sciences  matkcni.,  -r  sciic,  U  \L.  (Mars  lyiO.)  (3 
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Plus  précisénienl,  dans  son  exposé,  il  n'aura  recours  qu'au  seul 
principe  algébrique  :  «  Le  degré  ou  le  nombre  des  racines  d'une 
équation  algébrique  est  indépendant  de  la  valeur  des  coefficients 
de  cette  équation.  »  Les  méthodes  de  la  conservation  du  nombre 
ont  justement  j)our  but  d'apprendre  à  calculer  d'une  façon  simple 
le  nombre  des  lacines  des  équations  algébriques,  auxquelles 
donnent  lieu  les  problèmes  géométriques,  en  ayant  égard  aux 
racines  infinies  et  multiples.  L'Auteur  se  propose  d'expliquer  ces 
méthodes  dans  les  deux  premiers  Chapitres  en  les  illustrant  par 
des  exemples,  et  d'éveiller  ainsi  chez  le  lecteur  une  |)Ieine  confiance 
dans  la  sûreté  de  leurs  applications. 

Dès  le  Chapitre  T,  on  s'aperçoit  tout  de  suite  que  c'est  un  maître 
qui  nous  initie  à  une  partie  de  la  Géométrie,  qui  n'est  pas  parmi 
les  plus  faciles  de  cette  matière.  En  peu  de  pages,  en  effet,  après 
avoir  fait  remarquer  au  lecteur  l'importance  que  peut  avoir  la 
connaissance  du  nombre  des  solutions  d'un  problème  géométrique, 
M.  Zeuthen,  ayant  déterminé  quelques  concepts  (cas  général,  cas 
particulier,  problème  réductible,  solutions  multiples),  introduit 
les  premiers  caractères  élémentaires  des  courbes  et  des  surfaces 
algébriques  et  des  variétés  engendrées  par  des  droites.  11  rappelle 
ensu'te  la  nolio!)  d'élément  d'une  courbe,  dont  il  établit  quelques 
propriétés  parmi  lesquelles  le  théorème  d'Halphen;  il  démontre  le 
théorème  de  Bezout  dans  le  plan  et  dans  l'espace  par  un  procédé 
très  simple  modelé  sur  celui  par  lequel  Poncelet,  confiant  en  son 
principe  de  continuité,  déterminait  la  classe  d'une  courbe  d'un 
ordre  donné,  et  il  complète  ce  théorème  pnr  la  belle  règle  d'Halphen 
relative  à  la  multiplicité  d'intersection;  il  établit  enfin  la  classe 
d'une  courbe  d'un  ordre  donné  et  l'abaissement  qu'y  produisent 
les  points  singiiliers.  Ce  Chapitre  contient  aussi  quelques  notices 
sur  les  espaces  à  plusieurs  dimensions:  inais  dans  le  cours 
de  son  Ouvrage,  M.  Zeuthen  aime  à  s'arrêter  davantage  sur  les 
figures  du  plan  ou  de  l'espace  ordinaire,  qui  sont  plus  familières 
au  lecteur  :  il  lui  suffit  de  montrer  que  les  méthodes  énuméralives 
sont  valables  aussi  dans  ces  domaines  })lus  étendus. 

Dans  la  démonstration  du  théorème  de  Bezout,  nous  voyons 
déjà  l'application  du  principe  de  la  conservation  du  nombre,  réduit 
au  simple  principe  algébrique  que  je  viens  de  rappeler;  dans  le 
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deuxième  Chapitre,  suivent  d'autres  applications  dont  quelques- 
unes  sont  du  même  type;  dans  d'autres,  on  a  recours  au  théorème 
deBezout  pour  déterminer,  par  exemple,  l'ordre  d'une  courbe  plane 
dont  on  connaît  le  nombie  des  intersections  avec  une  courbe  d'ordre 
connu;  dans  d'autres,  enfin,  pour  déterminer  certains  nombres 
relatifs  à  des  courbes  ou  à  des  surfaces,  on  les  remplace  convena- 
blement tantôt  par  des  courbes  ou  par  des  surfaces  qui  sont 
constituées  par  des  droites  ou  par  des  plans,  tantôt  par  leurs  pro- 
jections sur  une  droite  ou  sur  un  plan.  Au  fur  et  à  mesure  que 
l'occasion  se  présente,  on  introduit  les  principales  courbes  cova- 
riantes  d'une  courbe  plane,  on  pose  le  concept  de  caractéristiques 
d'un  système  00^  de  courbes  ou  de  sui  faces,  on  développe  quelques 
considérations  sur  les  variétés  de  droites,  i^e  champ  d'application 
s'est  donc  considérablement  élargi,  et  M.  Zeuthen  ne  laisse 
échapper  aucune  occasion  pour  l'élargir  davantage  toutes  les  fois 
qu'il  y  en  a  l'opportunité.  En  même  temps,  fidèle  à  l'idée  qui 
inspire  son  Traité,  il  déduit  du  principe  algébrique  dont  il  part 
quelques  conséquences  qui  en  découlent  presque  immédiatement, 
et  qui  se  montrent  tout  de  suite  fécondes  en  résultats.  Ainsi,  il 
observe  que,  si  un  problème  général  a  n  solutions  et  si  un  de  ses 
cas  particuliers  en  a  davantage,  dan*  ce  cas  particulier  il  y  a  une 
infinité  de  solutions,  et  il  en  profite,  par  exemple,  pour  établir 
quelques  propriétés  de  la  congruence  de  Hirst  et  pour  démontrer  les 
théorèmes  de  fermeture  de  Poncelet.  Une  autre  simple  observation 
(si  l'une  des  deux  quantités  liées  entre  elles  par  une  relation  algé- 
brique ne  peut  pas  prendre  une  certaine  valeur,  elle  est  nécessai- 
rement constante)  conduit  elle  aussi  à  des  démonstrations  très 
simples  de  diOerentes  propositions,  par  exemple,  du  théorème  de 
Salmon  sur  les  courbes  planes  du  troisième  ordre,  et  de  la  relation 
métri(|ue-[)rojective  qui  constitue  le  théorème  deCarnot.  Jusqu'ici 
M.  Zeuthen  n'a  eu  qu'en  passant  l'occasion  de  toucher  à  des  ques- 
tions de  caractère  métrique;  maintenant,  il  montre  comment  on 
peut  leur  a[)pliquerà  elles  aussi  les  méthodes  énumératives.  Avant 
la  fin  (lu  (Chapitre,  M.  Zeuthen  ajoute  quelques  considérations  sur 
la  façon  de  calculer  la  multiplicité  des  solutions,  et  il  saisit  l'occa- 
sion de  montrer  l'avantage  <|ue,  dans  (piehiues  recherches,  on  peut 
tirer  de  la  considération  d'un  mouvement  infiniment  petit;  nous 
trouvons  ainsi  le  nombre  des  normales  et  des  tangentes  (ju'on  peut 
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conduire  d'un  point  à  une  courbe  donnée,  suivant  Steiner  etBeck, 
et  la  démonstration  de  la  validiié  de  certaines  formules  concernant 
les  courbes  gauches,  que  M.  Zeutben  avait  déjà  démontrées 
auparavant,  mais  dans  l'hypothèse  restrictive  que  certains  carac- 
tères de  ces  courbes  ne  dépendent  que  de  leur  ordre  et  du  nombre 
des  points  doubles  apparents. 

C'est  ainsi  que  M.  Zeutlien,  dans  les  deux  premiers  Chapitres, 
riches  en  faits  et  en  force  persuasive,  rend  les  méthodes  énumé- 
ratives  familières  au  lecteur,  et  lui  permet  de  le  suivre  aisément 
dans  les  recherches  auxquelles  il  va  maintenant  se  livrer. 

Dans  le  Chapitre  III,  M.  Zeutben  pose  d'abord  la  notion  de 
g^enre  d'une  courbe,  pour  démontrer  ensuite  la  formule  qui  lie  les 
genres  de  deux  courbes  entre  les  points  desquelles  est  établie  une 
correspondance  d'indices  quelconques,  entre  euxetavec  le  nombre 
des  éléments  multiples  de  la  correspondance  (théorème  général  du 
genre).  C'est  la  formule  connue  sous  le  nom  de  formule  de 
Zeulhen^  telle  qu'elle  a  été  complétée  par  Halphen.  De  celte 
proposition  découle  immédiatement  le  théorème  de  Riemann  sur 
l'invariance  du  genre  dans  les  transformations  birationnelles.  De 
ce  théorème,  à  son  tour,  on  peut  déduire  les  formules  de  Pbicker, 
dont  M.  Zeutben  développe  la  théorie  dans  toute  sa  généralité,  en 
introduisant  aussi  les  équivalents  plûckériens.  On  sait  qu'on 
appelle  ainsi  les  nombres  qui  indiquent  combien  de  fois  une  singu- 
larité quelconque  doit  être  comptée  entre  les  points  doubles,  les 
rebroussements,  les  tangentes  doubles,  les  tangentes  d'inflexion 
pour  appliqueras  formules  de  Pliicker  et  celle  qui  exprime  le  genre 
en  fonction  des  caractères  pliickériens.  Le  théorème  du  genre  donne 
un  moyen  de  calculer  les  caractères  d'une  courbe  dont  on  connaît 
une  génération;  M.  Zeutben  nous  en  présente  un  exemple  en 
étudiant  la  développée  d'une  courbe  donnée.  La  notion  de  genre 
d'un  système  oc'  de  courbes  planes  conduit  aussi  à  des  applications, 
par  exemple  aux  faisceaux  de  courbes  et  aux  systèmes  de  carac- 
téristique 2  (parmi  eux,  les  systèmes  de  coniques  quadrilangentes 
à  une  courbe  plane  du  qualrième  ordre  sont  particulièrement 
étudiés).  Quant  aux  courbes  gauches,  l'Auteur  établit  les  formules 
de  Caylev,  et  il  étudie  la  courbe  double  de  la  développable 
circonscrite.  Aussi,   pour  les  surfaces  réglées  gauches,  on  trouve 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  77 

pliisieiiis  relations  en  appliquant  le  théorème  du  genre;  et  les 
propriétés  établies  à  l'égard  des  formules  de  Pliicker  conduisent 
à  quelques  résultats  relatifs  aux  surfaces  en  général.  A  ce  propos, 
après  quelques  rapides  dévelo[)pements  sur  les  surfaces  du  troi- 
sième ordre  et  sur  les  surfaces  du  quatrième  ordre  à  conique 
double,  l'Auteur  introduit  la  surface  de  Rummer,  comme  enve- 
loppe d'un  système  de  quadriques  de  caractéristique  •!  :  il  avait 
déjà  rencontré  cette  surface  en  recherchant  la  surface  focale  d'une 
congruence  sans  lignes  singulières,  du  deuxième  ordre  et  de  la 
deuxième  classe. 

A  la  fin  du  Chapitre,  il  définit  le  genre  arithmétique  d'une 
surface  et  l'invariant  de  Zeuthen-Segre,  et  ensuite  il  donne  une 
démonstration  originale  de  deux,  formules,  établies  par  M.  Severi, 
qui  lient  respectivement  ces  deux  invariants  relatifs  à  deux  surfaces 
entre  lesquelles  est  établie  une  correspondance  d'indices  quel- 
conques (de  ces  deux  formules  on  pourrait  déduire  la  troisième 
trouvée  par  M.  Severi).  M.  Zeuthen  établit  aussi  l'invariance  dans 
les  transformations  birationnelles  de  l'expression  \  —  3v,  relative 
à  une  courbe  d'ordre  v  tracée  sur  une  surface  de  l'espace  ordinaire, 
où  A  indique  le  nombre  des  points  d'intersection  de  la  courbe  avec 
la  courbe  de  contact  d'un  cône  quelconque  circonscrit  à  la  surface  ; 
on  reconnaît  là,  dans  l'espace  ordinaire,  l'expression  que  M.  Severi 
a  appelée  «  caractère  d'immersion  d'une  courbe  tracée  sur  une 
surface  » . 

Le  Chapitre  IV  traite  du  principe  de  correspondance;  et  d'abord 
du  principe,  lié  au  nom  de  Chasles,  que  l'Auteur  appelle  «  prin- 
cipe simple  de  correspondance»  (einfacher  Korrespondenzsatz). 
On  sait  que  ce  [)rincipe  affirme  l'existence  de  a,  H-  a^  points  unis 
dans  une  correspondance  (a,,^.^)  entre  les  points  d'une  droite; 
M.  Zeuthen  le  complète  parla  règle,  due  à  lui-même,  qui  donne  le 
moyen  de  calculer  le  nombie  des  coïncidences  ajant  lieu  en  un 
point  de  la  droite.  Le  [)iin(^i|)e  est  ap[)li(|uc  à  plusieurs  exemples  : 
ainsi  M.  Zeuthen  détermine,  sous  certaines  conditions,  les  coïnci- 
dences (pi'on  a  dans  une  conespondauce  entre  des  points  de  deux 
courbes  d'un  même  plan  tels  (|ue  la  droite  (|ui  les  joint  enveloppe 
une  courbe  (rune  classe  donnée,  et  il  applique  à  son  tour  cette 
détermination  à  une  nouvelle  (h'ductiou  des  formules  i\c  Pliu  ker. 
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L'extension  de  cette  reclierche  à  l'espace  lui  permet  de  déduire  le 
nombre  des  points  isolés  d'intersection  de  trois  surfaces  passant 
])ar  une  même  courbe,  avec  des  multiplicités  données.  Nous  rappe- 
lons aussi  la  détermination  du  nombre  des  points  triples  d'une 
surface  réglée  développable  ou  gauche.  Et  pour  faire  mieux 
ressortir  quelle  est  la  jiortée  du  principe,  qui  permet  non  seule- 
ment d'établir  des  relations  isolées  entre  les  caractères  d'une 
variété  algébrique,  mais  parfois  aussi  de  parvenir  jusqu'à  les 
exprimer  en  fonction  d'un  groupe  de  caractères  indépendants, 
M.  Zeuthen  expose  ses  recherches  sur  les  systèmes  oo'  de  courbes 
planes,  en  se  bornant  toutefois  à  l'hypothèse  que  les  courbes  sont 
généralement  des  courbes  d'ordre  n  sans  points  multiples;  il 
montre  que  les  principaux  nombres  caiactérisant  un  tel  système 
s'expriment  en  fonction  de  n  et  de  la  première  caractéristique. 

L'extension  du  principe  de  Chasles  à  des  courbes  d'un  genre 
quelconque  a  été  notoirememt  formulée  par  Gayley  et  démontiée 
parBrill;  dans  cette  formulation,  le  nombre  y  des  points  unis  d'une 
correspondance  («iiao)  sur  une  courbe  de  genre />  est  donné 
par 

(i)  Y  =  ai -h  aj  H- a/r/?, 

où  A,  valence  (Wertigkeit)  de  la  correspondance,  est  défini  géomé- 
triquement comme  un  entier,  par  sa  nature  même  pos'itif  ou  nul, 
dépendant  de  la  correspondance.  L'existence  de  ce  nombre  ne  peut 
pourtant  pas  être  affirmée  pour  toute  correspondance  :  le  princi[)e 
de  Cayley-Brill  concerne  précisément  les  correspondances  pour 
lesquelles  k  est  susceptible  de  cette  définition.  M.  Zeuthen,  ayant 
donné  la  démonsiration  de  ce  principe,  définit  la  valence  pour  une 
correspondance  quelconque  au  moyen  de  la  relation  (i);  il  suit 
ainsi  Tordre  d'idées  indiqué  par  Burckhardt,  et  se  détache  des 
géomètres  qui,  marchant  sur  les  traces  de  Gayley,  étendent  la  défi- 
nition géométrique  primitive  de  façon  qu'elle  embrasse  aussi  les 
valeurs  négatives  de  /r,  et  distinguent  ensuite  les  correspondances 
à  valence  de  celles  qui  en  sont  dépouvues.  La  définition  de  valence 
est  suivie  do  quelques  exemples  de  correspondance  à  valence 
négative  (de  chaque  correspondance  à  valence  j^ositive  A",  on  peut 
en  déduire  une  dont  la  valence  est  — A)  et  d'un  exemple  de 
correspondance  à  valçnce  fractionnaire,  surune  cubique  équianhar- 
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monique.  Une  méthode  assez  générale  pour  déterminer  le  nombre 
des  points  unis,  el  par  conséquenl  la  valence  d'une  correspon- 
dance, vient  aussi  s'ajouter  au  principe  de  Gayley-Brill,  qui  d'ail- 
leurs y  est  substantiellement  contenu.  Elle  peut  être  appliquée 
d'abord  quand  on  considère  une  correspondance  sur  une  courbe 
de  genre/?  qui  est  variable  dans  un  système  dépendant  de p  para- 
mètres au  moins,  et  tel  qu'en  fixant  convenablement  les  valeurs  de 
ces  paramètres,  on  obtienne,  dans  le  système,  des  courbes  irréduc- 
tibles douées  de  p  nouveaux  points  doubles.  L'examen  de  la  varia- 
tion du  nombre  des  points  unis  dans  le  passage  aux  courbes 
rationnelles  du  système  est  suffisant  pour  résoudre  le  problème. 
Par  des  modifications  convenables,  on  peut  même  s'alTrancliir  de 
la  dernière  hypothèse.  Nous  trouvons  des  exemples  des  deux  cas 
dans  la  détermination  du  nombre  des  poinis-pinces  d'une  surface 
réglée  gauche.  Les  correspondances  biunivoques  sur  les  cubiques 
planes  elliptiques  sont  le  sujet  d^une  belle  application  :  M.  Zeuthen 
parvient  rapidement  à  déterminer  les  deux  types  qui  sont  les  seuls 
à  pouvoir  se  présenter  sur  les  cubicjues  à  module  général,  et  les 
types  ultérieurs  de  correspondances,  singulières,  qu'on  a  dans  les 
cubiques  harmoniques  et  équianharmoniques  ;  il  recherche  encore 
quel  elTet  a  sur  les  valences  le  produit  de  plusieurs  correspondances 
et  il  ne  néglige  pas  de  donner  une  notice  sur  les  polygones  de 
Steiner.  Entre  les  autres  applications  concernant  les  courbes 
planes,  nous  rappelons  encore  la  recherche  du  nombre  des 
groupes  de  6 -f-  I  points  communs  à  deux  séries  linéaires  ^,'„  ,  ^J„^, 
qui  conduit  à  un  cas  particulier  d'une  formule  bien  connue  de 
Schubert;  la  solution  de  plusieurs  problèmes  de  contact,  entre 
autres  de  celui  qui  est  résolu  par  la  formule  de  Jonquières;  enfin 
(ce  qui  avait  déjà  été  efl'ectué  d'une  façon  incomplète  par  Cayley) 
la  recherche  du  nombre  des  triangles  qui  sont  à  la  fois  inscrits  et 
circonscrits  à  une  courbe  douée  de  singularités  pliickériennes 
données,  les  points  de  contact  des  cotés  étant  dillérents  des  som- 
mets. D'autres  applications  concernent  les  courbes  gauches  :  par 
le  moyen  d'une  monoïde  l'Auteur  étend  à  celles-ci  la  méthode 
pour  déterminer  les  valences  qui  est  contenue  dans  le  principe  de 
Cayley-Brill. 

La  dernière  Partie  du  Chapitre  traite  de  l'extension  aux  surfaces 
du  principe  de  correspondance.  M.   Zeulhen  paît  des  correspon- 
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dances  sur  les  quadriques,  et  il  parvient  par  ce  moyen  à  établir  ce 
qu'il  appelle  le  premier  principe  de  correspondance  dans  le  plan; 
il  s'agit  de  la  relation 

(2)  ^  +  rj  +  ^  =  a,  +  7.0  +  p, 

que  Salmon  a  formulée  dans  un  cas  particulier  et  que  Zeutlien  a 
complétée  peu  après  :  cette  relation  a  lieu  pour  une  correspon- 
dance (a,,  a.o)  entre  deux  plans  superposés,  où  t,,  Ç,  ç,  [j  indiquent 
respectivement  l'ordre  de  la  courbe  lieu  de  points  unis,  la  classe  de 
l'enveloppe  des  droites  qui  joignent  les  points  de  cette  courbe 
à  leurs  correspondants  infiniment  proches,  le  nombre  des  points 
unis  isolés,  enfin  l'ordre  de  la  courbe  décrite  par  les  points  de  l'un 
des  deux  plans  qui  correspondent  aux  points  d'une  droite  de 
l'autre  plan.  Ici  encore,  ces  principes  sont  suivis  de  plusieurs 
applications  :  par  exemple,  l'Auteur  en  déduit  la  formule  d'Hal- 
phen qui  donne  le  nombre  des  rayons  communs  à  deux  con- 
gruences.  Ensuite,  ayant  signalé  au  lecteur  un  deuxième  principe 
de  correspondance  dans  le  plan  (le  corrélatif  du  premier)  et  un 
troisième  regardant  les  correspondances  entre  les  points  et  les 
droites  d'un  même  plan,  il  expose  ses  belles  recherches  relatives 
aux  correspondances  sur  une  surface  quelconque.  Ses  résultats 
sont  exprimés  par  la  relation 

(3)  ^+'/)  -h  r  —  co  =  a, +  a2-^-^  —  A-(I  +1), 

OÙ  m  est  l'ordre  de  la  surface,  I  en  est  l'invariant  de  Zeuthen- 
Segre,  to  et  [i  indiquent  respectivement  le  nombre  des  points 
communs  à  la  couibe  lieu  de  points  unis  et  à  la  courbe  de  contact 
d'un  cône  circonscrit,  et  le  nombre  des  couples  de  points  corres- 
pondants situés  sur  deux  sections  planes;  et  enfin  H,  7i,  Ç  ont  une 
signification  semblable  à  celle  qu'ils  avaient  dans  la  relation  (2); 
A",  la  valence  de  la  correspondance,  a  une  définition  géométrique 
analogue  à  celle  qu'il  avait  dans  le  principe  de  Cayley-Brill.  De 
plus,  en  conformité  avec  ce  qu'il  avait  fait  pour  les  courbes, 
M.  Zeuthen  considère  la  valence  pour  une  correspondance  quel- 
conque, quand  même  k  ne  serait  pas  susceptible  de  cette  défi- 
nition, en  partant  de  la  relation  (3)  même  pour  le  définir. 

Un  intérêt  particulier  s'attache  aux  questions  traitées  dans  le 
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Chapitre  V,  auxquelles  est  lié  le  souvenir  des  vives  polémiques 
dont  quelques-unes  d'entre  elles  ont  été  le  sujet.  Nous  trouvons 
d'abord  des  recherches  sur  les  systèmes  de  courbes  en  général  :  il 
s'agit  de  trouver  le  nombre  des  courbes  qui  remplissent  un  certain 
nombre  de  conditions.  Lorsque  l'on  considère  simultanément  des 
conditions  pour  lesquelles  on  connaît  déjà  le  nombre  des  solutions 
si  chacune  d'entre  elles  est  associée  à  un  nombre  convenable  de 
conditions  linéaires,  il  faut  procéder  avec  des  précautions  que 
M.  Zeuthen  signale  soigneusement.  On  en  trouve  un  exemple 
dans  le  problème  (développé  avec  une  diffusion  particulière  dans 
le  cas  /i  :=  3)  delà  détermination  des  t.ourl)es  d'ordre  n  qui  passent 

par  -  n(^n-\-Z)  —  s  points  donnés  et  qui  coupent  s  courbes  données 

en  trois  points  en  ligne  droite;  dans  cet  exemple,  l'Auteur  nous 
montre  comment  on  peut  calculer  le  nombre  de  solutions  propres 
(dans  ce  cas,  il  s'agit  des  courbes  qui  ne  sont  pas  constituées  par 
une  droite  et  par  une  courbe  d'ordre /i  —  i)  au  moyen  de  l'inlro- 
duction  successive  de  chaque  condition.  Certains  résultats  relatifs 
à  des  problèmes  de  contact  (par  exemple  la  recherche  des  courbes 
d'un  système  oo-  qui  sont  osculatrices  ou  bitangentes  à  une  courbe 
donnée)  sont  aussi  convenablement  combinés  entre  eux;  et  l'on 
démontre  que,  si  l'on  considère  simultanément  des  conditions 
simples,  dans  l'hypothèse  que  pour  chacune  d'elles  existent,  dans 
un  système  oo'  de  caractéristiques  jji,  a',  ajx  +  a' tji'  courbes  (|ui  la 
remplissent,  a,  7/  dépendant  seulement  de  la  condition  considérée, 
le  nombre  des  courbes  d'un  système  ce''  qui  les  renq)lissent  toutes 
est  exprimé  par  le  produit  symbolique 

(  «1  ;ji  -f-  a  ;  ij'  )  (  a.2  \x  +  a;  -a'  ) .  .  .  (  a^.  \x  +>;.  \x'), 
où  il  faut  remplacer  dans  le  développement  cha([ue  symbole 

[JL<  \X''{S  -Jr   t  =:   r) 

par  le  nombre  des  courbes  du  système  ce''  (|ui  |)asscnl  par  5  points 
donnés  et  louchent  /  droites  données.  Ou  nu'l  pourtant  en  pleine 
évidence  que  l'Iiypothèse  faite  à  l'égard  de  aa-|-a'ijL'  n'est  pas 
toujours  valable.  On  sait  comment  celle  (picsliou  dans  \c  cas  des 
coniques  a  été  longuement déballue  cl  rc'solue  enlin  u(''galivcnicnl, 
à  la  suite  (l<;s  recbei'cbes  dllalpbeu.  M.  Zeulhcu,  en  se  niellant  à 
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exposer  ces  reclierclies,  commence  par  distinguer  les  différents 
types  de  dégénérescences  de  coniques  dont  il  faut  tenir  compte; 
c'est-à-dire  les  coniques  qui,  considérées  comme  lieu,  se  réduisent 
à  une  droite  double,  et,  considérées  comme  enveloppes,  à  deux 
points  distincts,  les  figures  corrélatives,  et  aussi  les  coniques  qui, 
comme  lieu,  se  réduisent  à  une  droite  double  et,  comme  enveloppe, 
à  un  point  double  :  on  les  appelle  dégénérescences  halphéniennes^ 
car  c'est  ce  savant  qui  a  montré  la  nécessité  de  les  distinguer,  dans 
ces  recherches,  de  celles  des  deux  premiers  types.  Le  résultat 
relatif  à  aijL-ha'iJL'  est  valable  quand  le  système  go'  ayant  pour 
caractéristiques  tj.,  a'  ne  contient  pas  de  coniques  dégénérées  du 
troisième  type,  ou  quand  la  condition  ultérieure  imposée  aux 
coniques  du  système  n'est  pas  satisfaite  par  une  droite  double 
quelconque,  dont  les  deux  sommets  coïncident  en  un  point  arbi- 
traire de  la  droite;  si  aucune  des  deux  hypothèses  n'est  remplie, 
il  faut  retrancher  de  l'expression  ajji  -\-  a' pi'  un  terme  tï  q*u'on  sait 
évaluer  dans  chaque  cas.  L'avantage  qu'il  y  a  à  procéder  ainsi,  au 
lieu  d'accepter  dans  tous  les  cas  le  résultat  ap.  -\-  (f! ^  qui  compren- 
drait alors  toutes  les  coniques  dégénérées,  est  très  bien  mis  en 
évidence  par  M.  Zeuthen.  Après  ces  développements,  il  montre  sur 
plusieurs  exemples  de  quelles  façons  on  peut  déterminer  les 
valeurs  a  et  a'  qui  correspondent  à  une  condition  simple  donnée, 
ainsi  que  les  caractéristiques  |ji  et  ]i!  d'un  système  oo'  ;  dans  cette 
dernière  recherche  jouent  un  rôle  important  le  nombre  K  des 
coniques-lieux  du  système  réduites  à  des  droites  doubles  et  celui  )/ 
des  coniques-enveloppes  réduites  à  des  points  doubles;  on  a 

X  =  2  [j.  —  [j.' ,         X'  =  2  [Ji'  —  [j.  ; 

c'est  ainsi  qu'on  trouve  les  caractéristiques  du  système  des  coniques 
quadritangentes  à  une  courbe  ayant  des  singularités  pluckériennes 
données,  et  du  système  des  coniques  qui  ont  avec  une  telle  courbe 
un  contact  de  quatrième  ordre.  Lorsqu'on  assujettit  une  conique 
de  ce  dernier  système  à  la  condition  que  les  diamètres  parallèles  à 
une  direction  donnée  aient  un  paramètre  également  donné,  cela 
donne  lieu,  à  cause  de  la  présence  de  dégénérescences  halphé- 
niennes,  au  calcul  du  terme  soustractif  t:,  que  nous  voyons  ainsi 
effectué  dans  cet  exemple.  I^a  recherche  du  nombre  des  coniques 
qui  remplissent  une  condition  double  et  une  triple  est  aussi  consi- 
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dérée  par  M.  Zeulhen;  et  celle  des  coniques  qui  remplissent  une 
condition  quintuple  est  illustrée  par  un  exemple,  où  il  s'agit  de 
trouver  les  coniques  qui  ont  avec  une  courbe  donnée  un  contact 
du  cinquième  ordre. 

Après  cette  étude,  se  place  naturellement  son  analogue  pour  les 
systèmes  de  surfaces,  en  particulier  pour  les  systèmes  de  surfaces 
du  deuxième  ordre.  Mais  la  théorie  des  systèmes  de  coniques  a  été 
généralisée  ainsi  d'un  autre  point  de  vue,  en  remplaçant  les  pola- 
rités qui  définissent  les  coniques  par  des  corrélations  quelconques  : 
M.  Zeuthen  signale  encore  cette  généralisation,  ainsi  que  son 
analogue   dans  l'espace. 

L'Auteur  termine  son  Ouvrage  par  un  Chapitre  sur  le  calcul 
symbolique,  tel  que  Schubert  l'a  développé.  Je  renonce  à  en  donner 
une  analyse  détaillée  qui  nous  entraînerait  trop  loin,  d'autant  plus 
qu'il  ne  s'éloigne  pas  d'une  manière  remarquable  du  «  Kalkiil  » 
de  Schubert. 

Voilà,  esquissé  dans  ses  grandes  lignes,  le  contenu  de  ce  Traité. 
J'ai  déjà  eu  l'occasion  de  remarquer  ses  excellenles  qualités  didac- 
tiques, qu'on  retrouve  aussi  dans  le  choix  des  exercices.  Je  voudrais 
pourtant  rappeler  que  la  simplicité  de  l'exposition  s'accompagne 
toujours  d'une  soigneuse  précision  des  concepts  et  de  la  plus 
grande  rigueur  dans  toutes  les  questions.  Dans  tout  genre  de 
recherches,  M.  Zeuthen  considère  avec  un  soin  particulier  l'exacle 
détermination  de  la  multiplicité  des  solutions  :  on  sait  que  c'est 
un  sujet  auquel  il  a  contribué  par  d'importantes  recherches.  Cet 
Ouvrage  est  également  destiné  à  rendre  de  grands  services  à 
tous  les  géomètres,  non  seulement  à  cause  des  choses  nouvelles  et 
remarquables  (jui  y  sont  renfermées,  mais  aussi  parce  qu'il 
coordonne  des  résultais  connus  sous  un  seul  point  de  vue  et  permet 
ainsi  au  lecteur  de  s'orienter  dans  un  grand  nombre  de  questions. 
A  cet  égard,  peut-être,  il  est  à  regretter  que  .M.  ZeutluMi  renvoie 
à  son  article  sur  la  Géométrie  énumérative  (|ui  a  j)aru  dans  VhJncy- 
clopédie  des  Sciences  /nai/iCfHatû/aes  pour  la  bibliogra[)hie  qui 
en  précède  la  publication;  (pioiquc  les  deux  Ouvrages  soient 
conçus   d'une   façon  semblable,    il    arrive  néccssairi'nicnl  (juc   ces 
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indications  sont  trop  sommaires,  sans  tenircomple  qn'il  est  moins 
aisé  de  les  consnltcr. 

Ainsi  que  nous  l'avons  déjà  remarqué  à  propos  du  principe  de 
la  conservation  du  nombre,  M.  Zeutlien  n'aime  pas  toujours  les 
vastes  énoncés  compréhensifs  et  préfère  indiquer  des  méthodes 
générales  pour  résoudre  les  différents  problèmes  qui  se  présentent 
dans  la  Géométrie  énumérative.  Le  domaine  d'appliciition  de 
chacune  de  ces  méthodes  ressort  toujours  d'une  manière  bien  défi- 
nie, d'autiintplus  que  M.  Zeuthen  établit  entre  elles  d'utiles  compa- 
raisons (à  ce  propos,  nous  citons  les  considérations  qu'il  développe 
en  comparant  le  théorème  du  genre  avec  le  principe  de  correspon- 
dance de  Caylej-Brill).  Or,  même  ceux  cpii  ne  sauraient  pas 
s'associer  complètement  aux  criliques  que  l'Auteur  adresse  aux 
formulations  du  principe  de  la  conservation  du  nombre,  doivent 
reconnaître  que,  même  en  s'en  passant,  il  estparvc  nu  à  nous  donner 
une  représentation  adé(piatede  la  Géométrie  énumérative.  Encore, 
le  lecteur  acquiert-il  une  connaissance  assez  ample  de  la  théorie  de 
la  valeiK  e,  quoique  M.  Zeuthen  ne  lui  |)résente  ni  les  rec;herches 
générales  de  Hurwitz  ni  celles  plus  récentes  de  M.  Severi. 

Naturellement,  pour  excellent  que  soit  un  Traité  de  Géométrie 
énumérative,  il  ne  faut  pas  lui  demander  plus  qu'il  ne  peut  donner; 
dans  plusieurs  questions  de  Géométrie  algébrique,  d'autres 
méthodes  conduisent  à  des  résultats  plus  expressifs  (je  citerai, 
par  exemple,  la  nouvelle  signification  cpie  reçoit,  dans  les  recherches 
de  M.  Castelnuovo  et  de  M.  Severi,  la  formule  de  Zeuthen  expri- 
mant le  théorème  général  du  genre);  mais  par  leur  nature  même 
de  tels  résultats  ne  pourraient  pas  découler  des  recherches  purement 
énumératives  auxquelles  se  borne  expressément  M.  Zeuthen. 

J'espère  (jue  de  ces  lignes  pourront  ressortir  l'importance  et  la 
valeur  de  cet  Ouvrage,  qui  assure  encore  une  fois  à  l'illustre  pro- 
fesseur de  l'Université  de  Copenhague  l'admiration  et  la  reconnais- 
sance des  mathématiciens. 

ALESSAJNono  Teiiracini. 
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FORSYTH    (A.  R.).    —    A  Theatise  on   differential   Equations.   Fourih 
édition,  i  vol,  in-8,  xviii-584  pages.  London,  Macmillan,  ujM- 

La  première  édllion  de  cet  Ouvrage  remonte  à  i885;  il  en  est 
aujourd'hui  à  sa  quatrième.  La  troisième  édition  eut  l'honneur 
d'être  analysée,  ici  même,  par  le  regretté  Maître,  Jules  Tannery, 
qui  lui  consacra  plusieurs  pages  de  ce  Bulletin;  c'est  un  des  meil- 
leurs éloges  que  l'on  puisse  en  faire.  Malgré  ses  nombreuses  réim- 
pressions, ce  Livre  a  conservé  son  caractère  de  grande  simplicité. 
Il  était  et  il  reste  un  Livre  modeste,  qui  s'adresse  à  un  public 
nombreux  :  jeunes  étudianls  des  Facultés  qui  commencent  à 
s'intéresser  à  la  théorie  des  équations  différenlielles,  élèves  des 
Ecoles  spéciales  (jui  ont  de  plus  en  [)lus,  chaque  jour,  besoin  de 
leur  concours  pour  les  applications  de  la  Mécanique  ou  de  la 
Physique  mathématique.  Certes,  la  tentation  dut  être  forte  pour 
son  Auteur  d'y  ajouter  certaines  théories,  de  compléter  bien  des 
démonstrations;  mais  il  a  su,  malgré  de  notables  retouches,  le 
mainterjir  dans  le  cadre  primitif  où  il  l'avait  conçu.  L'intégration 
d'une  équation  différentielle  peut  être  tentée  par  deux  voies  diffé- 
rentes. On  peut  chercher  à  la  ramener  à  des  équations  simples 
(quadratures,  équations  linéaires,  etc.),  c'est-à-dire  poursuivre 
V intégration  formelle  de  l'équation.  Si  l'on  n'aperçoit  aucune 
réduction  de  ce  genre,  on  peut  cherchera  étudier  l'intégrale  géné- 
rale par  approximations,  dans  tout  le  champ  réel  et  complexe,  à 
mettre  en  évidence  ses  propriétés,  ses  singularités.  I/Auteur  s'esl 
placé  presque  exclusivement  au  point  de  vue  du  premier  pio- 
blème.  C'est  lui  qu'il  enlcnd  exposer,  non  seulement  dans  ses 
grandes  lignes,  mais  aussi  dans  les  cas  les  plus  intéressants  pour  la 
pratique.  Certes,  il  lui  arrivera  d'avoir  recours  aux  déveloj)pe- 
ments  en  séries  et  aux  intégrales  définies,  mais  il  est  prescpie  tou- 
jours resté  dans  le  domaine  réel.  Cela  lui  est  (pielquelbis  une  gène 
comme  dans  l'étude  de  la  s(''rie  hypergi'ométrique,  dans  l'analyse 
des  travaux  de  M.  E.  Coursât.  (^)ue  le  leclour  ne  cherche  donc 
pas,  ici,  la  démonstration  rigoureuse  dos  théorèmes  d'existence; 
il  n'entre  pas  dans  l'esprit  de  l'Auteur  de  les  y  insérer.  \  olonlai- 
rement  il  a  omis  les  travaux  de  1\L\L  Picard,  Poiinaié,  Painle\é 
sur  les  méthodes  d'approxinuilion  et  la  réduclibihlé  des  équations 
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dillérciitlelles,  etc.  De  même,  pour  ciler  des  travaux  étrangers,  il 
ne  fait  nullement  mention  des  travaux  et  des  résultats  de  Fuclis 
sur  l'intégration  des  équations  linéaires  difîerenlielles  du  premier 
ordre,  de  la  discussion  du  problème  de  PfalT. 

Avant  tout,  l'Auteur  a  voulu  faire  un  Livre  d'une  grande  clarté 
et  (l'un  caractère  |)ratique.  L'interprétation  géométrique  des 
méthodes  et  des  résultats,  qui  est  si  précieuse  aux  commençants,  y 
est  donnée  aussi  largement  que  possible;  on  la  rencontre  dès  le 
début  de  son  Livre  dans  l'élude  des  intégrales  singulières  des 
équations.  Certes,  celui  qui  l'aura  suivi  pas  à  pas,  qui  aura  résolu 
les  exercices  innombrables  et  variés,  pris  dans  les  Mémoires  origi- 
naux, dans  les  questions  d'examen  ou  construits  spécialement  par 
l'Auteur,  qui  accompagnent  chaque  méthode  ou  suivent  chaque 
Chapitre,  aura  sur  les  écpiations  dilïérentielles  et  les  différents 
problèmes  qu*elles  posent  des  vues  d'ensemble  très  précises.  Il 
accjuerra  de  plus  une  très  grande  habileté  dans  les  procédés  du 
calcul.  Il  pourra  alors,  s'il  a  pris  goût  à  ces  questions,  ce  dont  je 
ne  doute  pas,  aborder  le  grand  Traité  du  même  Auteur,  Theory 
of  differentiai  Equations. 

Dans  une  introduction  rapide,  qui  lui  sert  de  premier  Chapitre, 
l'Auteur  expose  la  formation  des  équations  différentielles,  définit 
les  solutions  d'une  telle  équation;  le  rôle  des  intégrales  distinctes 
le  conduit  à  rappeler  dans  ses  grandes  lignes  la  théorie  des  déter- 
minants fonctionnels.  Un  long  Chapitre,  clair,  précis,  bien  ordonné 
est  consacré  aux  équations  du  premier  ordre  en  général.  Les 
méthodes  classiques  d'intégration,  séparation  des  variables,  équa- 
tions linéaires,  équations  homogènes,  etc.,  y  sont  exposées  et  très 
nettement  différenciées  les  unes  des  autres.  L'équation  de  (]lairaut 
introduit  tout  naturellement  la  notion  d'intégrale  singulière. 
L'Auteur,  en  s'aidant  du  point  de  vue  géométrique,  étudie  avec 
beaucoup  de  soin  cette  intégrale  et  les  conditions  analytiques 
d'existence.  Le  Chapitre  se  termine  par  la  transformation  de 
Legendrc^  la  seule  des  transformalions  de  contact  qui  y  soit 
exposée,  et  par  une  Note  de  Rung  sur  le  calcul  numérique  des 
équations  différentielles. 

Les  équations  linéaires  à  coefficients  constants,  si  fréquentes 
dans  les  applications,  sont  largement  exposées  au  cours  d'un  nou- 
veau Chapitre.  La  méthode  y  est  bien  mise  en  relief  et  le  calcul 
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symbolique,   qui   l'accompagne,  fort   agréable.   L'Auteur  en  rap- 
proche les  équations  linéaires  homogènes. 

Avant  d'aborder  l'étude  des  équations  linéaires  du  second  ordre 
à  coefficients  variables,  M.  Forsyth  étudie  différentes  méthodes  d'in- 
tégration qui  s'appliquent  à  des  types  d'équations  bien  caractérisés. 
Il  y  signale  différentes  propriétés  de  l'équation  linéaire  du  second 
ordre  :  sa  réduction  à  la  forme  normale,  l'introduction  de  l'inva- 
riant I,  la  dérivée  scluvarzieniie,  la  variation  des  paramètres. 
Toutes  ces  méthodes  reçoivent  leur  application  géométrique 
dans  l'étude  des  trajectoires. 

L'Auteur  aborde  ensuite  l'intégration  par  les  séries.  Ce  Chapitre 
est  principalement  écrit  pour  traiter  des  équations  de  Legendre, 
Bessel,  Riccali,  équations  qui  se  rencontrent  dans  bon  nombre  de 
questions  de  Mathématiques  appliquées.  Le  lecteur  y  trouvera 
clairement  exposé  le  calcul  des  fonctions  P,;  et  Q/,  de  Legendre, 
J/i  et  ^_n  de  Bessel,  d'un  usage  si  courant  en  Physique  mathéma- 
tique. Il  y  discutera  les  différents  cas  qui  peuvent  se  présenter  et 
étudiera  les  relations  différentielles  entre  P^  et  Q//,  i,i  et  J_/j,  ainsi 
que  les  propriétés  des  fonctions  J.  On  sait  le  rôle  de  l'équation  de 
Riccati  dans  l'étude  des  équations  de  définition  des  fonctions 
aulomorplies ;  le  lecteur  en  trouvera  là  des  propriétés  plus  élémen- 
taires :  les  cas  d'intégrabilité,  la  propriété  anharmonique  de  ses 
intégrales.  Enfin,  pour  terminer  celle  substantielle  étude,  l'Auteur 
établit  le  passage  de  l'une  de  ses  é(|uations  à  l'autre  et  y  donne 
l'expression  de  l'intégrale  générale  de  l'équation  de  Riccati  à  l'aide 
des  fonctions  de  Bessel. 

L'équation  différentielle  de  la  série  hypergéométrique,  les 
diverses  formes  de  ses  solutions,  les  relations  qui  existent  entre 
elles,  l'introduction  de  la  fonction  II  de  Gauss,  les  cas  particuliers 
d'intégration  sous  forme  finie  occupent  plus  d'un  Chapitre; 
l'Auteur  y  revient,  en  elïet,  à  pro[)Os  de  la  méthode  d'intégration 
par  intégrales  définies.  Plusieurs  Notes  sont  alors  consacrées  à 
l'étude  de  l'intégration  des  équations  linéaires  en  séries  par  la 
méthode  de  Frobenius,  à  Télude  des  intégrales,  en  se  limitant, 
pour  la  simplicité,  aux  écjuations  du  second  ordre. 

Un  long  Chapitre,  fort  bien  documenté,  est  consacré  aux  é(jua- 
tions  d'Luler  et  à  l'intégration  des  dillerentielles  totales.  Après 
avoir  traité  et  interprété  le  cas  de  trois  variables,  TAutcur  passe  au 
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cas  de  n  variables  et  pose,  à  ce  sujet,  ie  problème  de  PfalF.  Puis  11 
étudie  les  systèmes  d'équations  simultanées,  expose  la  méthode 
des  multiplicateurs  de  Jacobi  et  en  fait  l'application  classique  au 
cas  des  forces  centrales. 

l^es  deux  derniers  Chapitres  se  rapportent  à  la  théorie  des  équa- 
tions aux  dérivées  partielles.  Après  avoir,  pour  celles  du  premier 
ordre,  classé  les  intégrales  (complète,  singulière,  générale),  les 
avoir  interprétées  géométriquement  dans  le  cas  de  deux  variables, 
l'Auteur  examine  une  suite  de  types  simples.  Il  étudie  alors  la 
méthode  de  Lagrange  et  Gharpit,  puis,  passant  au  cas  général, 
celle  de  Jacobi  illustrée  de  nombreuses  applications.  La  méthode 
de  Bour,  pour  les  équations  simultanées,  termine  la  première 
Partie  de  cette  étude.  Pour  les  équations  du  second  ordre,  FAuteur 
expose  la  méthode  de  Monge,  le  méthode  générale  de  l'intégrale 
intermédiaire,  la  transformation  de  Laplace  de  l'équation  linéaire 
et,  après  un  certain  nombre  de  cas  particuliers,  l'intégration  en 
série  de  l'équation  de  Laplace.  Enfin,  viennent  la  méthode  clas- 
sique d'Ampère  pour  les  équations  du  second  ordre  et  la  géné- 
ralisation d'Iruschenetsky. 

Une  centaine  d'exercices  variés  se  rapportant  à  loules  les  parties 
du  Livre  terminent  cet  Ouvrage,  dont  la  lecture  est  non  seulement 
intéressante  et  utile,  mais  mêiue  agréable.  En.   Ouivet. 


LINDSAY  SINCR  (E.).  -  A  couksk  in  descriptive  Geometry  and  Piioto- 
GRAMMETRV,  /or  the  mathematlcal  Laboratory.  (Edinburgh  nialhema- 
tical  Tracts,  n"  L)  i  vol.  in-8,  viii-79  pages.  London,  G.  Bell  and  Sons, 
1915. 

L'Auteur  constate  que,  dans  la  plupart  des  Universités  britan- 
niques, la  Géométi'ie  descriptive  ne  fait  pas  partie  des  programmes 
de  Mathématiques  et  qu'elle  est  exposée  seulement  dans  l'Enseigne- 
ment technicpie.  Son  Livre  comprend  le  cours  de  Géométrie 
descriptive  professé,  dans  les  classes  de  Mathématiques  de  l'Uni- 
versité d'Edimbourg,  aux  étudiants  qui  ne  suivent  pas  l'Enseigne- 
ment technique.  Il  est  rédigé  d'après  les  méthodes  de  Monge,  en  ne 
tenant  presque  pas  compte  des  progrès  accomplis  depuis  un  siècle. 

La  reproduction  de  la  Table  des  Matières  suffira,  il  nous  semble. 
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pour  faire  connaître  les  queslions  que  M.  E.  Lindsay  Since  a 
développées  dans  ce  Cours,  qui  renferme,  très  clairement  exposés, 
les  éléments  de  la  Géométrie  descriptive,  de  la  Géométrie  coléeet 
de  la  Perspective  linéaire. 

Table  des  matières. 
Chapitre  I.  —  Introduction. 

1.  But  de  la  Géométrie  descriptive.  —  2.  Méthodes  de  la  Géométrie 
descriptive.  —  3.  Méthode  de  Monge.  —  4.  Propriétés  fondamentales  de 
la  méthode  de  projection.  —  5.  iMéChode  des  projections  cotées.  — 
6.  Méthode  de  perspective,  —  7.  Méthodes  usitées  dans  le  laboratoire.  — 
8.   Origine  et  progrès  de  la  Géométrie  descriptive. 

Chapitre  II.  —  La  ligne  droite  et  le  plan  en  projection  orthogonale. 

9.  Introduction.  —  10.  Longueur  d'une  ligne  donnée.  —  11.  Ligne  paral- 
lèle à  une  ligne  donnée.  —  12.  Traces  d'une  ligne  donnée.  —  13.  Plan 
parallèle  à  un  plan  donné.  —  14.  Plan  passant  par  trois  points  donnés.  — 
15.  Ligne  dans  un  plan  donné.  —  16.  Intersection  de  deux  plans  donnés. 

—  17.  Introduction  d'un  troisième  plan  de  projection.  —  18.  Intersection 
d'une  ligne  donnée  et  d'un  plan  donné.  —  19.  f*lan  passant  par  nn 
point  et  une  droite  donnés.  —  20.  Ligne  passant  par  un  point  et  s'appuyant 
sur  deux  droites  données.  —  21.  Plus  courte  distance  d'un  point  donné  à 
un  plan  donné.  —  22,  23.  l^lus  courte  distance  d'un  point  donné  à  une 
droite  donnée.  —  24.  Méthode  de  rabattement.  —  25,  26.  Angles  de  deux 
droites  données,  etc.  —  27.  Angle  de  deux  plans  donnés.  —  28,  20.  Réso- 
lution de  l'angle  triédre.  —  30.    Réduction  d'un  angle  à  l'horizon. 

Exercices  sur  le  Chapitre  II  (7). 

Chapitre  III.  —  Surfaces  courbes  et  courbes  dans  V espace  en 
projection  orthogonale. 

31.  Introduction.  —  32-34.  Plans  tangents  aux  cylindres.  —  35.  Plans 
tangents  aux  cônes,  etc.  —  30.  Plus  courte  distance  de  deux  lignes  droites. 

—  37.  Plan  tangent  à  une  surface  de  révolution.  — 38,  39.  IMans  tangents 
à  la  sphère.  —  40.  Courbe  d'intersection  de  deux  surfaces.  —  41.  Section 
plane  d'un  cylindre  donné.  —  42,  43.  Courbes  dans  l'espace.  —  4i,  45. 
Intersection  de  cônes   et   solides  de  révolution.  —  iO.   Lignes  de  contour. 

—  47.  Section  plane  d'une  surface  topograpinqiie. 
Kxercices  sur  le  Chapitre  ill  (5). 

Chapitre  IV.  —  Perspective. 

48.  Représentation  en  perspective  de  solides   réguliers,  etc.  —  49.    Per- 
BuU.  des  Scic'ices  ituilhcn. ,  2'  sciie,  l.  XL.  (Murs  iijiG.)  n 
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spective  du  cube.  —  50.  Solution  de  problèmes  en  perspective  par  la 
méthode  de  Monge.  —  d1.  Représentation  en  perspective  de  courbes  planes. 
—  52.  Section  plane  du  cône  droit  circulaire.  —  53.  Représentation  de 
courbes  gauches  et  de  surfaces  courbes.  —  54.  Plan  tangent  à  un  cylindre 
donné.  —  55.  Relation  entre  la  méthode  de  perspective  et  la  méthode  de 
Monge. 

Exercices  sur  le  Chapitre  IV  (4). 

Chapitre  V.  —  Photogrammétrie. 

56.  Le  problème  de  phologrammétrie.  —  57.  Solution  de  ce  problème.  — 
58.  Discussion  de  ce  problème  lorsque  quelques  données  manquent. 

Er.  L. 


DUHEM  (Pierre).  —  La  Science  allemande,  i  vol.  petit  in-8,  v-i45  pages. 

Paris,  A.  Hermann  et  fils,  igiô. 

Toute  doctrine  scientifique  porte  en  elle,  à  un  degré  plus  ou 
moins  grand,  l'empreinte  du  génie  de  la  race  qui  l'a  créée.  Les 
marques  du  caractère  national  s'y  trouvent  d'autant  plus  accen- 
tuées, que  l'œuvre  s'approche  moins  de  la  perfection. 

Tout  particulièremerjt,  les  créations  scientifiques  d'outre-Rliin 
ont  subi  l'influence  incontestable  de  la  patience,  de  la  minutie,  de 
l'esprit  de  discipline  rigoureuse,  qui  constituent  l'apanage  de  tout 
Allemand.  C'est  ce  que  M.  Duliem  a  fait  ressortir  d'une  façon 
frappante  dans  son  Article  de  la  Revue  des  deux  Mondes^  ainsi 
que  dans  les  Conférences  qu'il  fit  à  Bordeaux,  en  février  et 
mars  I9i5,  sous  les  auspices  de  l'Associalion  des  Etudiants  catho- 
liques de  l'Université.  Ce  sont  ces  Conférences  et  cet  Article 
qu'on  trouve  réunis  dans  le  petit  Volume  intitulé  :  La  Science 
allemande  ('  ). 

Parmi  les  méthodes  de  recherche  de  nos  voisins,  il  en  est  une 
qui  a  joué  de  tout  temps  un  rôle  prédominant,  et  cela  non  seule- 
ment dans  les  Sciences  du  raisonnement,  mais  encore  dans  les 
Sciences  expérimentales,  voire  même  dans  les  Sciences  historiques  : 


(')  Table  des  matières.  Leçons:  Les  Sciences  de  raisonnement.  Les  Sciences 
expérimentales.  Les  Sciences  historiques.  Ordre  et  Clarté,  Conclusion.  Appen- 
dice :  Quelques  réflexions  sur  la  Science  allemande. 
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c'est  la  méthode  déductive.  Sa  lente  et  prudente  démarche  est, 
par  excellence,  l'allure  qui  convient  à  l'intelligence  allemande, 
accoutumée  à  la  discipline  rigoureuse  que  Uii  imposent  les  règles 
de  la  Logique.  L'Allemand  possède,  au  plus  haut  degré,  l'esprit 
géométrique.  Par  contre,  trop  faiblement  armé  pour  la  connais- 
sance intuitive,  il  méconnaît  le  plus  souvent  l'esprit  de  finesse,  qui 
doit  toute  sa  puissance  de  pénétration  à  sa  souplesse  primesautière. 
Voilà  ce  qui  explique  les  qualités  comme  les  défauts  des  produc- 
tions scientifiques  d'oulre-Rhin. 

Le  géoinètre  y  produit  des  œuvres  d'une  impeccable  rigueur, 
achetée  parfois,  il  est  vrai,  au  prix  d'une  extrême  minutie  et  d'une 
agaçante  lenteur;  admettre  les  axiomes  d'Euclide  lui  semblerait 
scandale  :  il  se  complaira  dans  l'étude  de  leur  indépendance,  et 
dans  la  construction  de  géométries,  assurément  logiques,  mais 
jetant,  par  leur  bizarrerie,  un  suprême  défi  à  la  réalité.  Toute  doc- 
trine mécanique  ou  physique  devient,  entre  les  mains  des  Ger- 
mains, un  chapiire  de  l'Algèbre,  i-e  physicien  pose  ses  hypothèses 
d'autorité,  sans  souci  des  considérations  par  lesquelles  l'esprit  de 
finesse  leur  pourrait  préparer  notre  adhésion.  Il  poursuit  ensuite 
sa  théorie,  sans  se  préoccuper  de  savoir  si  les  conséquences  cju'il 
en  tire  sont  conformes  à  l'expérience.  Bien  plus,  l'histoire  elle- 
même  affiche  la  prétention  d'être  méthodique  et  déductive;  elle 
n'atteint  il  est  vrai,  un  tel  résultcit  qu'aux  dépens  de  l'impartialité. 
L'historien  allemand,  dont  l'aciivité  n'a  pas  pour  fin  dernière  la 
science  pure,  mais  bien  la  grandeur  de  son  pays,  met  son  érudition 
au  service  des  ambitions,  des  convoitises,  des  haines  de  ses  com- 
patriotes; il  n'hésite  pas,  en  dépit  des  textes  les  plus  formels  et  les 
plus  clairs,  à  annexer  à  l' Allemagne  un  homme  ou  un  pays. 

Le  même  manque  d'esprit  de  finesse  a  une  aulre  conséquence  : 
la  Science  allemande  est  souvent  obscure  et  confuse.  Incapable  de 
distinguer  ce  qui  est  vérité  capitale  de  ce  qui  est  détail  insignifiant, 
l'Allemand  ne  saura  composer  un  Ouvrage;  il  ne  pourra  classer 
d'une  manière  naturelle  les  sujets  (ju'il  traite,  il  se  noiera  dans  le 
galimatias  le  plus  inextricable  (pi'on  puisse  imaginer. 

Certes  l'Allemagne  a  produit  des  savants  qui  échappent  à  tous 
ces  reproches.  Les  Gauss,  les  Clausius,  les  llelmholtz  en  sonl  les 
plus  brillants  exemples.  Leur  génie,  parfaitement  équilibré,  a  su 
faire  à  chaque  faculté  sa  juste  place,  cl  user  tour  à  tour  dos  iniui- 
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lions  du  sens  commun  et  des  déductions  de  l'esprit  géométrique. 
C'est  un  devoir  impérieux  qui  s'impose  à  nous,  Français,  d'ap- 
prendre à  connaître  les  œuvres  de  ces  maîtres  éminenls.  H  y  a 
plus  :  nous  ne  devons  pas,  sous  prétexte  de  défendre  notre  raison 
contre  le  poison  germanique,  ignorer  les  œuvres,  moins  parfaites, 
des  autres  savants  d'outre-Rliin.  Il  en  est  maintes  dont  nous  pou- 
vons tirer  profit.  Justement  parce  qu'elles  pèchent  par  un  usage 
abusif  de  la  méthode  déductive,  elles  nous  enseigneront  la  patiente 
rigueur,  l'art  de  ne  rien  énoncer  dont  nous  n'ayons  la  preuve;  elles 
nous  apprendront,  d'autie  part,  à  ne  pas  manquer  d'esprit  de 
suite  ou  de  ténacité,  à  ne  pas  quitter  une  idée  avant  d'en  avoir 
épuisé  les  conséquences. 

Telles  sont,  rapidement  esquissées,  les  pensées  développées, 
avec  tant  de  verve  et  d'aisance,  j^ar  M.  Duhem.  Son  Livre  n'a  pas 
seulement  un  intérêt  d'actualité,  il  constitue  une  vue  d'ensemble 
sur  l'histoire  du  développement  de  la  Science  allemande,  dans  ses 
différentes  branches.  Aussi  est-il  superflu  de  dire  Taccueil  chaleu- 
reux qu'il  a  déjà  trouvé  près  du  public  français. 

Cteorges  Bouligand. 


Annuaire  du  Bureau  des  Longitudes  pour  l'An  1916,  publié  par  le 
Bureau  des  Longitudes.  Avec  des  Notices  scientifiques,  1  vol.  in-i6 
(16-9)  de  vi-657  pages,  avec  \\  figures  et  3  Cartes  magnétiques.  Paris, 
Gauthier-Villars  et  G'*,  1916. 

Il  convient,  de  V Avertissement,  d'extraire  ce  qui  suit: 

«  U Annuaire,  dont  la  publication  rentre  dans  les  attributions 
du  Bureau  des  Longitudes,  parut,  pour  la  première  fois;  en  1796; 
il  se  rapportait  à  l'an  V  (1796-1797). 

))  Depuis  1900,  toutes  les  dates  et  heures  sont  exprimées  en 
temps  civil  moyen,  compté  sans  interruption  de  o^  à  24^  à  partir 

de  minuit. 

»  Depuis  1902,  par  application  de  la  loi  du  9  mars  191  i,  les 
heures  des  divers  phénomènes  sont  exprimées  en  temps  légal, 
c'est-à-dire  en  temps  moyen  de  Paris,  diminué  de  9'"2I^ 

»   Suivant  les  dispositions  inaugurées  en  1904,  le  présent  y4 Ai- 
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nuaire  contient  des  Tableaux  détaillés  relatifs  à  la  Géographie,  à 
la  Statistique,  à  la  Métrologie,  aux  Monnaies  et  à  la  Météorologie. 

»  En  vertu  de  ce  même  principe,  la  partie  astronomique  du 
présent  Volume  renferme  des  Notes  sur  la  Sismologie,  les  Cadrans 
solaires  et  la  Phj'sique   solaire. 

»  D'une  façon  générale,  la  rédaction  de  \ Annuaire  est  restée 
la  même  qu'en  1914^  mais  les  différents  articles  ont  été  revus  avec 
soin  et  de  nombreux  perfectionnements  de  détail  j  ont  été 
apportés. 

»  Un  supplément  à  V Annuaire  donne  pour  l'année  1917,  les 
principaux  éléments  des  divers  Calendriers  en  usage,  les  heures  des 
levers  et  couchers  du  Soleil  et  de  la  Lune,  les  phases  lunaires,  les 
éclipses  de  Soleil  et  de  Lune  et  enfin  des  données  relatives  aux 
marées.  » 

Gel  Annuaire  contient  une  Notice  scientifique  sur  La  pression 
barométrique  moyenne  et  le  régime  des  vents  en  France^  par 
M.  G.  Bigourdan;  une  Notice  sur  le  Commandant  Guyou^  par 
M.  Emile  Picard. 

La  Notice  sur  le  Commandant  Gujou,  né  en  i843,  décédé  en 
1915,  est  écrite  avec  le  soin,  la  netteté,  l'élégance  de  langage,  le 
souci  perpétuel  de  l'information  historique  exacte  qui  caractérisent 
toutes  les  publications  de  M.  Emile  Picard.  On  y  trouve  retracée 
la  vie  d'un  savant  qui  s'est  surtout  attaché  à  faire  progresser  toutes 
les  questions  qui  ont  trait  à  la  Marine.  «  Gujou,  écrit  M.  E.  Picard, 
avait  un  sens  très  fin  de  la  Mécanique;  il  recherchait  une  vue 
directe  des  choses  et  recourait  le  moins  possible  aux  formules. 
Je  ne  comprends  bien,  disait-il,  que  la  Mécanique  géomélrique.  » 
Guyou  a  attaqué  dès  1879  la  théorie  du  navire  par  l'élude  de  la 
stabilité  de  l'équilibre  des  corps  (lottants.  Complétant  les  recher- 
ches de  plusieurs  auteurs,  notamment  de  Bougueret  de  Bravais,  il 
est  parvenu  à  donner  pour  cette  question  une  démonstration 
«  d'une  rare  élégance  »,  devenue  «  classique  »,  s'appuyant  «  seule- 
ment sur  les  éléments  de  la  Géométrie  infinitésimale  ». 

Pour  mettre  la  Mécanique  du  navire  sous  une  forme  élémentaire, 
afin  de  rendre  service  aux  officiers  et  au  public  maritime,  Guyou  a 
publié  un  Livre  intitulé  Théorie  du  Navire,  où  il  a  rassemblé  ses 
propres    travaux    et  présenté    les  recherches    de    ses    devanciers. 
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«  Cet  Ouvrage,  dit  M.  E.  Picard,  est  un  chef-d'œuvre  de  simpli- 
cité et  d'élégance.  »  Son  Manuel  des  Instruments  nautiques^ 
«  aujourd'hui  paitout  utilisé  »,  renferme  l'exposé  de  ses  idées 
relativement  aux  constructions  graphiques  permettant  d'obtenir 
simultanément,  pour  un  cap  magnétique  donné,  la  déviation  et  la 
force  directrice. 

Le  Département  de  la  Marine,  en  iSgS^  alors  qu'il  n'existait 
((  aucune  formule,  ayant  quelque  valeur  scientifique,  pour  corriger 
les  rcsuhats,  observés  à  bord,  de  l'influence  du  fer  des  bâtiments  », 
chargea  Guyou  d'établir  des  formules  convenables.  Celui-ci 
parvint,  malgré  de  grandes  difficultés,  à  établir  une  bonne  formule 
pour  résoudre  ce  problème. 

L'œuvre  personnelle  de  Guyou  en  Astronomie  nautique  est 
((  fort  importante  »;  on  la  trouve  dans  les  Cours  qu'il  professa  au 
Borda  de  1881  à  1884. 

M.  Emile  Picard  émet  le  vœu  qu'un  jour  le  nom  de  celui  qui 
fut  ((  à  la  fois  un  homme  de  science  et  un  homme  d'action  »,  qui 
«  se  regardait  avant  tout  comme  un  marin  »,  qui  ne  faisait  des 
recherches  scientifiques  qu'en  vue  de  faire  progresser  l'Art  nautique, 
fût  donné  à  un  important  navire  de  la  Flotte  française. 

Eu.  L. 


MELANGES. 


SUR  LE  PRINCIPE  DE  RELATIVITÉ  ; 

Par  m.  Henri  VERGNE. 


1.  Est-il  possible,  au  moyen  d'observations  suffisamment  pré- 
cises (disons  infiniment  précises),  de  mettre  en  évidence  expéri- 
mentalement le  mouvement  absolu  de  la  Terre  (ou,  plus  généia- 
lement,  d'un  corps  solide  quelconque)?  Par  mouvement  absolu,  il 
faut  entendre  le  mouvement  de  la  Terre  par  rapport  à  l'éther 
(considéré  lui-même  comme  ayant  une  existence  objective  et  étant 
en  repos  absolu). 
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A  cette  question,  il  n'est  pas  douteux  qu'on  doive  répondre 
affirmativement,  si  l^on  admet  la  vieille  et  simple  doctrine  du 
temps  absolu^  qui  nous  est  si  familière.  [1  est  clair,  en  effet,  par 
exemple,  que  la  vitesse  de  la  lumière  n'aura  pas  une  valeur  indé- 
pendante de  la  direction  dans  laquelle  on  la  mesure;  elle  sera  plus 
petite,  mesurée  dans  la  direction  du  mouvement  que  dans  la 
direction  opposée;  si  l'on  fait  éclater  une  étincelle  lumineuse  entre 
les  bornes  d'un  excitateur,  la  surface  d'onde  à  une  époque  t  sera 
une  sphère  qui  n'aura  pas  pour  centre  l'excitateur,  puisque 
celui-ci  s'est  déplacé  par  rapport  à  l'éther. 

Bien  entendu  ce  n'est  pas  à  une  expérience  de  ce  genre  que  l'on 
s'adressera  pour  essayer  de  constater  le  mouvement  absolu  de  la 
Terre.  On  cherchera  plutôt  à  observer  des  variations  de  direction, 
ou  des  déplacements  de  franges  d'interférence.  C'est  ce  qu'a  fait 
Michelson;  d'autres  physiciens  ont  repris  ses  expériences,  ou  des 
expériences  analogues,  sous  plusieurs  formes  différentes.  0/'  ils 
ont  tous  obtenu  des  résultats  négatifs.  Rien  n'a  jamais  pu 
déceler  le  mouvement  de  la  Terre  par  rapport  à  l'éther.  Pouilant 
les  physiciens  dont  il  s'agit  croient  pouvoir  répondre  qu'une 
variation  de  l'ordre  du  carré  de  l'aberration  (c'est-à-dire  de  un 
cent-millionième)  ne  leur  échapperait  pas  (').  Et  l'on  est  tenté  de 
conclure  avec  eux  que  l'expérience  ne  pourra  jamais  metlre  en 
évidence  que  des  mouvements  relatifs^  c'est-à-dire  des  mouvements 
de  corps  matériels  par  rapport  à  d'autres  corps  matériels. 

2.  On  a  cherché  à  expliquer  cet  étrange  résultat.  Lorenlz, 
Minkowski,  Einstein  y  sont  partiellement  parvenus  en  construisant 
une  théorie  basée  sur  le  Principe  de  Relativité.  Cette  théorie 
pose,  comme  postulat  fondamental,  que  la  vitesse  de  la  lumière 
est  une  constante  absolue^  rigoureusement  la  même  quel  que  soit 
le  groupe  d'observateurs  qui  se  charge  de  la  mesurer,  il  est  évident 
que  cette  théorie  doit  commencer  par  jeter  par-dessus  bord  la 
notion  de  temps  absolu  :  elle  la  remplace  par  la  notion  de  temps 
relatifs  qu'on  appelle  plutôt  temps  propre  (Eigenzeit)  d'après 
Minkowski. 


(')  On  saii  (|uc  si  l'on  tient  complc  de  raboriMtion  (ciui  vaut  -,^,V„„)i  mais  si 
l'on  néglige  son  carré,  les  résultats  négatifs  des  expériences  signalées  dans  le  texte 
peuvent  bien  s'expliquer;  mais  ils  ne  s'expliquent  plus  dès  (ju'on  tient  compte  de 
ce  carré, 
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Imaginons  un  groupe  d'observateurs  A,  invariablement  liés  les 
uns  aux  autres.  Ces  observateurs  pourront,  en  croisant  des 
signaux  opliques,  régler  leurs  horloges  les  unes  sur  les  aulres  (')  : 
ils  pourront  par  conséquent  mesurer  le  temps  d'une  manière  uni- 
voque  et  avec  une  même  unité  :  ils  pourront,  sans  ambiguïté, 
parler  d'un  temps  qui  leur  est  propre.,  et  qu'ils  appelleront  T. 
Ces  observateurs  seront  toujours  d'accord  sur  la  simultanéité  de 
deux  phénomènes,  ou  sur  la  durée  de  l'intervalle  de  temps  qui  les 
sépare. 

De  même,  un  second  groupe  d'observateurs  a,  invariablement 
liés  les  uns  aux  autres,  possédera,  lui  aussi,  un  temps  propre  qui 
sera  appelé  t. 

Mais,  si  les  groupes  A  et  a  sont  mobiles  V un  par  rapport  à 
Vautre.^  rien  ne  [)ermettra  de  régler  les  horloges  de  ces  deux 
groupes  les  unes  sur  les  aulres  :  les  temps  T  et  ^  ne  coïncideront 
pas.  Deux  phénomènes  simultanés  pour  les  A  ne  le  seiont  pas 
forcément  pour  les  a,  et  inversement;  les  A  et  les  a  n'assigneront 
pas  la  même  durée  à  l'intervalle  de  temps  qui  sépare  deux  phéno- 
mènes. Ainsi,  dans  la  théorie  de  la  Relativité,  des  mesures  ne  sont 
cohérentes  que  si  elles  sont  faites  par  des  observateurs  invariable- 
ment liés  entre  eux  (2). 

Nous  allons  étudier  la  Mécanique  qui  résulte  de  ces  prémisses, 
en  nous  bornant  au  point  de  vue  purement  cinématique.  Nous 
constaterons  que,  dans  les  cas  les  plus  simples,  elle  rend  compte 
des  phénomènes,  mais  en  l'approfondissant  nous  verrons  surgir  de 
très  graves  difficultés. 

3.  Commençons  par  examiner  les  mouvements  rectilignes  et 
uniformes. 

Je  considère  un  groupe  d'observateurs  A,,  A2,  ...,  At^,  situés  sur 
une  droite  indéfinie  D  :  ces  observateurs  sont  invariablement  liés 
entre  eux,  il  j  en  a  par  exemple  un  tous  les  mètres.  Je  considère 
de  même  un  groupe  d'observateurs  a,,  a^,  •  • .,  ««,  situés  tous  les 
mètres  sur  une  droite  indéfinie  d  qui  coïncide  avec  la  droite  D. 
Ces  deux  droites  D  et  û?  glissent  l'une  sur  Tautre  d'un  mouvement 

(*)  Sur  la  possibilité  d'un  tel  réglage,  voir,  par  exemple,  H.  Poincark,  Science 
et  Méthode,  p.  236,  et  M.  Laue,  Das  Relativitcitsprinzip,  p.  86-37. 

(2)  Toir  E.  BoRiiL,  Introduction  géométrique  à  quelques  théories  physiques^ 
p.  ii^-iiS. 
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recliligne  et  uniforme  dont  la  vitesse  sera  appelée  tang  hyp  a 
(tanpi^ente  hyperbolique  a).  Les  observateurs  A  et  a  sont  par 
exemple  les  voyageurs  de  deux  trains  qui  se  croisent. 

Puisque  les  observateurs  A  sont  invariablement  liés  entre  eux, 
ils  peuvent  régler  leurs  horloges  les  unes  sur  les  autres  et  possèdent 
donc  un  temps  T  qui  leur  est  propre  ;  ils  peuvent  aussi  mesurer  sur 
leur  droite  D  les  abscisses  qu'ils  appellerontX.  De  même  les  «appel- 
leront^ les  abscisses  portées  sur  leur  droite  d^  et  posséderont  leur 
temps  propre  qu'ils  appelleront  ;,  capables  qu'ils  sont,  puisqu'ils 
sont  invariablement  liés  entre  eux,  de  régler  leurs  horloges  les 
unes  sur  les  autres.  Par  contre,  les  A  et  les  a  ne  peuvent  pas 
accorder  leurs  horloges  respectives,  puisqu'ils  sont  en  mouvement 
les  uns  par  rapport  aux  autres. 

Soit  P  un  point  mobile  animé,  sur  la  même  droite  D,  d  d'un  mou- 
vement rectiligne  et  unifoime.  Soient  X  son  abscisse  complée  sur 

la  droite  D  et  x  son  abscisse  sur  la  droite  d.  Les  A  verront  le  point  P 

d\ 
animé  d'une    vitesse    V=-7^?    et  les  a  le  verront  animé    d'une 

ai 

vitesse  r  =  -7-.  Pour  que  le  Principe  de  Relativité  soit  respecté,  il 

faut  que,  si  le  point  P  se  meut  avec  la  vitesse  de  la  lumière  pour 
les  A,  les  aie  voient  aussi  se  mouvoir  avec  la  vitesse  de  la  lumière. 
C'est-à-dire  que  si  l'on  a  (*) 

âfX2—  ^T2=o, 
on  doit  avoir  aussi 

dx'^  —  dt-  =  o, 
et  inversement. 

C'est  ce  que  traduisent  les  formules  suivantes,  bien  connues 

sous  le  nom  de  transformation  de  Lorentz  (-)  : 

i  a;  =  X  ch  a  -h  T  si»  a, 
)  t  =  X  sha-h  Tcha, 


(«) 


qui  ne  sont  autres  qu'un  simple  changement  linéaire  de  vnrialdes 
transformant  identicpiement  X- —  T-  en  x- — /-. 

4.     Etudions    quelques    conséquences    de     ces    formules     (^  1  ). 

(')  Dans  ce  qui  suit  nous  considérons,  suiv.tnt  l'us;ii;e,  la  vilosso  de  la  liumorc 
comme  étant  é^ale  à  Vanité. 

(■)  Dans  ces  l'orniules  nous  choisissons  les  orij;ines  des  temps  et  des  abscisses  de 
façon  à  faire  disparaître  des  constantes  additives. 
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Soient  Ci  et  C2  deux  événements  (par  exemple  deux  étincelles) 
que  les  A  voient  se  produire  respectivement  aux  abscisses  X<  etX2 
et  aux  époques  T<  et  To.  Les  a  verront  les  deux  mêmes  événe- 
ments Cij  Co  se  produire  aux  époques  ^,  et  to  et  aux  abscisses  ^^ 
et  X2j  époques  et  abscisses  qui  seront  différentes  de  celles  qu'ont 
observées  les  A.  Et  l'on  aura 

(  :r2— x,  =  (X2-X,)cha+(T2— Ti)sha, 
I  t2—ti  =(X2— Xi)  shaH-(T2-T,)cha. 

1°  Je  suppose,  par  exemple,  que  les  observateurs  a  voient  les  deux 
événements  Ci,  C'2  se  produire  simultanément  (to — /|  =  o)  et  à 
une  distance  (^2  —  ^0  l'^n  de  l'autre.  Les  deux  mêmes  événe- 
ments [cela  résulte  des  formules  (2)]  ne  seront  pas  simultanés 
pour   les   A   (T2 — T|^o)    qui    les    verront    se    produire   à    une 

distance 

X2  —  X]  =  (cc2  —  cci)  ch a 

différente  de  celle  observée  par  les  a. 

Si  la  dislance  (^2  —  ^i)  est  de  i'"  pour  les  observateurs  «,  elle 
sera  de  plus  de  i"'  pour  les  A.  Les  <7,  qui  se  croient  en  repos, 
diront  que  les  A,  par  suite  de  leur  mouvement  de  translation,  ont 
évalué  trop  grande  la  distance  des  deux  étincelles  (ou,  si  l'on  aime 
mieux,  qu'ils  l'ont  mesurée  avec  une  unité  de  longueur  trop  courte). 
C'est  le  phénomène  de  la  contraction  de  Lorentz  :  le  mètre  avec 
lequel  les  A  mesurent  les  longueurs  s'est  contracté  du  fait  même 
de  leur  mouvement. 

Inversement,  si  les  deux  événements  e,,  C^  avaient  été  simul- 
tanés (T2  —  T,  =  o)  pour  les  A,  ils  ne  l'auraient  pas  été  pour 
les  a  (^2  —  ^1  7^  o),  et  l'on  aurait  eu 

x^ —  Xi=-  (X2  —  Xi  )  cha  ; 

cette  fois  ce  sont  les  A  qui,  se  croyant  en  repos,  disent  que  les  a 
sont  en  mouvement  et  sont,  de  ce  fait,  affectés  par  la  contraction 
de  Loreniz,  qui  leur  fait  évaluer  trop  grande  la  distance  des  deux 
étincelles.  Rien,  en  effet,  ne  distingue  le  rôle  des  a  vis-à-vis 
des  A  du  rôle  des  A  vis-à-vis  des  a. 

2°  Je  suppose  maintenant  que  les  observateurs  a  voient  les  deux 
étincelles  C^,  C2  éclater  au  même  point  (^2  —  ^i  =  o),  mais  à  un 
intervalle  de  temps  ^2 —  ^«7^0.    Les  A  verront  les   deux  mêmes 
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étincelles  éclatei  en  deux  points  différents  (')  (Xo — X,^o)  et  à 
un  intervalle  de  temps 

T2— Ti  =  (;2— ^ijcha 

différent  de  celui  enregistré  par  les  a.  Les  a,  qui  se  croient  en 
repos,  diront  que  les  A,  par  suite  de  leur  mouvement  de  translation, 
ont  évalué  trop  grande  la  durée  (ou,  si  Ton  aime  mieux,  qu'ils 
l'ont  mesurée  avec  une  unité  de  temps  trop  courte).  C'est  là  le 
phénomène  du  temps  réduit  (ou  temps  propre)  de  Minkovvski  : 
l'unité  de  temps  des  observateurs  en  mouvement  se  trouve  <(  con- 
tractée »,  comme  l'était  tout  à  l'heure  leur  unité  de  longueur. 

Inversement,  si  les  deux  événements  «13,,  C2  avaient  été  vus  se 
produire  au  même  |)oint  (Xg  —  X,  =  o)  par  les  A,  à  un  intervalle 
de  temps  To — T,,  les  a  les  auraient  vus  en  deux  points  diffé- 
rents (^2  —  X\y^  o)î  6t  à  un  intervalle  de  temps 

h—  h  =  (T2—  Ti)  cha. 

Cette  fois,  ce  sont  les  A  qui,  se  croyant  en  repos,  disent  que  les  a, 
par  suite  de  leur  mouvement,  sont  affectés  par  la  réduction  du 
temps,  et  ont  évalué  trop  grande  la  durée. 

On  voit  donc  que  la  contraction  de  Lorentz  et  le  temps  réduit 
de  Minkowski  sont  deux  phénomènes  concomitants  :  l'un  ne 
pourrait  pas  arriver  sans  l'autre;  pour  mieux  dire,  ils  constituent 
un  seul  et  même  phénomène,  traduction  physique  des  formules 
analytiques  (i)  ou  (2). 

Telle  est  la  théorie  classique  de  la  Relativité.  Elle  rend,  comme 
on  voit,  pnrfaitement  compte  des  j)hénomènes  tant  quHl  ne  s'agit 
que  de  mouvements  rectilignes  et  uniformes.  Mais  si  nous 
essayons  d'aborder  des  mouvements  plus  généraux,  par  exemple 
une  rotation,  nous  allons  voir  surgir  des  difficultés  qui  paraissent 
insurmontables. 

5.  Reprenons  tout  d'abord  nos  observateurs  A  et  a,  situés 
respectivement  sur  les  droites  D  el  d  (\\\\  glissent  Tune  sur  Tau  Ire; 
et  imaginons  cpic  tous  les  observateurs  a  convieniH'iit  de  faire 
éclater  une  étincelle  à  un  niènie  inslaul  (.  Ces  éiincelles  n'appa- 

(')  Cela  arrive,  du  resle,  déjù  en  \léeaiii(iue  classique. 
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raîtront  pas  simultanées  aux  observaleuis  A  qui  enregisLieront  les 
étincelles  a, ,  «2»  •••5  (^ni  respectivement  aux  instants  T, ,  To,  ...,  T„, 

et  l'on  aura 

T,>T2>...>  T,>...  >T„. 

Ainsi  les  étincelles  de  droite  apparaîtront,  pour  les  observateurs  A, 
antérieures  aux  étincelles  de  gauche,  bien  que  les  a  les  aient  fait 
éclater  au  même  instant. 

Imaginons  maintenant  qu'au  lieu  de  se  trouver  sur  les  deux 
droites  D  et  d  qui  glissent  l'une  sur  l'autre,  nos  observateurs  A 
et  a  se  trouvent  sur  deux  circonférences  G  et  c  de  môme  diamètre, 
coïncidant  et  glissant  l'une  sur  l'autre  ;  les  obseï  vateurs  A,,  Ag,  ..., 
A/i  occuperont  les  sommets  d'un  polygone  régulier,  il  en  sera 
de  même  des  observateurs  <7,,  a^^  ...,  a,i>  Nos  deux  groupes 
d'observateurs  seront,  si  Ton  veut,  les  cavaliers  de  deux  manèges 
de  chevaux  de  bois  concentriques  tournant  avec  des  vitesses  diffé- 
renles.  Les  observateurs  a,  invariablement  liés  entre  eux,  possèdent 
un  temps  propre  l.  l^es  A,  invariablement  liés  entre  eux,  possèdent 
un  temps  propre  T. 

Supposons  que  les  a  fassent,  à  un  même  instant  /,  éclater  une 
étincelle.  Ces  étincelles  ne  seront  pas  simultanées  pour  les  A. 
Ceux-ci  verront  l'étincelle  a^  éclater  avant  «<  ;  «73  avant  «2;  ...; 
a,i  avant  a«_,  ;  et  enfin  a,  avant  an-  Ainsi  la  théorie  de  la  Relativité 
nous  amène  à  cette  conclusion  que  l'étincelle  an  est  à  la  fois  anté- 
rieure et  postérieure  à  l'étincelle  a^. 

La  remarque  qui  précède  ne  constitue  pas  seulement  un  para- 
doxe apj^arent,  et  nous  arriverons  aux  mêmes  impossibilités  si 
nous  attaquons  la  question  analjtiquement  et  d'une  manière  géné- 
rale. 

C'est  ce  que  nous  allons  faire. 

6.  Considérons  un  premier  groupe  d'observateurs  A  invariable- 
ment liés  entre  eux  et  à  un  trièdre  de  référence  OXYZ  (il  y  aura, 
par  exemple,  un  observateur  A  à  chaque  point  dont  les  trois 
coordonnées  sont  des  nombres  entiers).  Ces  observateurs,  inva- 
riablement liés,  possèdent  un  temps  propre  qu'ils  appellent  T. 

Considérons  aussi  un  second  groupe  d'observateurs  a,  invaria- 
blement liés  entre  eux  et  à  un  trièdre  de  référence  oxyz  (par 
exemple  placés  à  chaque  point  dont  les  trois  coordonnées  x^  j',  z 
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sont  des  nombres  entiers).  Ces  observateurs  a  appelleront  t  le 
temps  qui  leur  est  propre. 

Les  deux  groupes  d'observateurs  A  et  a  sont  mobiles  l'un  par 
rapport  à  l'autre,  sans  que  nous  supposions  rien  de  particulier  sur 
ce  mouvement  d'entraînement. 

Supposons  qu'un  phénomène  (par  exemple  une  étincelle)  se 
produise  à  l'instant  T  au  point  que  les  A  appellent  XYZ.  Les  a 
verront  le  même  phénomène  se  produire  en  un  point  qu'ils  appel- 
leront xyz^  et  ils  le  verront  à  l'instant  t.  Et  il  est  de  toute  évidence 
qu'à  chaque  système  de  valeurs  de  X,  Y,  Z,  T  correspond  un 
système  de  valeurs  et  un  seul  pour  x^  y,  s,  t  et  réciproquement. 
C'est  dire  que  l'on  passe  du  système  (X,  Y,  Z,  T)  au  système 
(x,  y,  2,  t)  par  un  simple  changement  de  variables.  Nous  allons 
étudier  de  quelle  nature  doit  être  ce  changement  de  variables  pour 
que  le  Principe  de  Relativité  soit  respecté. 

Soit  P  un  point  mobile  animé  d'un  mouvement  quelconque. 
Les  A  verront  ce  point  animé  d'une  vitesse  dont  les  composantes 
sont,  à  chaque  instant  T, 

d\       dY       dZ 
dT'     df'     dT' 

tandis  que  les  a  appelleront,  à  chaque  instant  ^, 

dx       dy       dz 
dt         dt        dt 

les  composantes  de  la  vitesse  du  même  point  mobile. 

Pour  que  le  Principe  de  Relativité  soit  respecté,  il  faut  que,  si  le 

point  P  se  meut  avec  la  vitesse  de  la  lumière  pour  les  A,  les  a  le 

voient  aussi  se  mouvoir  avec  la  vitesse  do  la  lumière;  c'est-à-dire 

que;  si  l'on  a 

d\^  -h  ^Y2  +  rfZ2  —  dT-^  =  o, 

on  doit  avoir  aussi 

dx"^  -f-  dy^  H-  r/^2  _  dt"^  =  o, 

et  réciproquement. 

Le  changement  de  variables  que  nous  étudions  doit  être  tel  que 
chacune  de  ces  deux  dernières  équations  entraîne  Taulie;  ce  qui 
exige  que  l'on  ait 

d\'--hdY''-hd7J—  dT-^=\(dx'--hdy--}-dz'-—dt^), 
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X  élanl  une  certaine  fonction  de  x,  y,  2,   t  (ou,  si  l'on  préfère, 
deX,  Y,  Z,T). 

Nous  reconnaissons  là  un  problème  bien  connu  en  Géométrie  : 
c'est  celui  de  la  JReprésentation  conforme.  Seulement,  ici,  nous 
nous  trouvons  dans  un  espace  à  quatre  dimensions,  dont  trois 
seulement  sont  euclidiennes,  la  quatrième  étant  hyperbolique  ('). 
Ce  fait,  d'ailleurs,  n'a  rien  qui  puisse  nous  gêner. 

Le  problème  de  la  Relativité  dans  [^espace  à  trois  dimensions 
se  confond  donc  avec  celui  de  la  Représentation  conforme  dans 
un  espace  à  quatre  dimensions. 

Plus  généralement,  le  problème  de  la  Relativité  dans  un 
espace  à  n  dimensions  se  confond  avec  le  problème  de  la  Repré- 
sentation conforme  dans  un  espace  à  [n-{-  i)  dimensions  (dont 
l'une  est  hyperbolique). 

Comme  le  problème  de  la  Représentation  conforme,  dans  l'espace 
à  deux  dimensions,  possède  une  infinité  de  solutions  dépendant 
d'une  fonction  arbitraire,  il  en  résulte  qu'on  pourra  construire  une 
Cinématique  à  une  dimension,  basée  sur  le  Principe  de  Rela- 
tivité. 

Mais  il  n  en  est  plus  de  même  pour  la  Mécanique  à  deux  ou 
à  trois  dimensions.  Car,  dans  l'espace  à  trois  ou  à  quatre  dimen- 
sions, il  n'existe  que  trois  sortes  de  représentations  conformes  : 

r'  L'inversion; 

2°  L'homothétie  ; 

3"^  Le  changement  d'axes. 

Il  est  d'abord  clair  que  l'inversion,  définie  par  des  formules  telles 
que 


^        X2-^  Y2+Z2— T2'  ^        x^-f- Y2-+-Z2—  T2 

AZ  AT 

Z  =    T?-: T77. 771. ^FT?  t  = 


X2_f-  Y2H-Z2—  T2'  X2  -r-  Y2  -^  Z2  —  T2 

ne  peut  pas  convenir  au  problème  qui  nous  occupe,  puisqu'aux 
points  à  l'infini  de  l'espace  (X,  Y,  Z)  correspondraient  les  points 
de  l'espace  (^,.r,  z)  voisins  de  l'origine. 

(')  Sur  celle  Géométrie  hyperbolique  spéciale   à   qualre  dimensions,   voir  E. 
BoREL.  Introduction  géométrique  à  quelques  tJiéories^  physiques,  Cliap.  IV. 
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De  même,  nous  ne  pouvons  évidemment  rien  tiier  de  l'iiomo- 
ihétie,  définie  par  les  formules 

X  =  k\^         y  =  k\  ^         z  =■  kl,^         t  =  ki:. 

Il  ne  reste  plus  à  examiner  que  le  changement  d'axes,  défini  par 
des  formules  telles  que  (^)  : 

x  =  a  X  +  6   Y  +  c  Z-^d  T, 

,  r  =  a'  X  +  6'  Y  +  c'  Z  -t-  rf'  T, 

(3)  { 

t  =  a"'X  +  b"'Y  H-  c"'Z  -4-  d"'T, 

où  les  seize  coefficients  constants  a,  6,  c,  ...,  d^'^  sont  reliés  par 
les  conditions  d'orthogooallté  (au  nombre  de  dix  indépendantes)  : 

«2  _x_  a'2  H-  rt"2  _  a"'2  =  I, 
} 

ab  4-  a'b'+  a"b"—  a'" b'"  =  o, 


Ce  changement  cC axes  correspond  précisément  à  la  tran for- 
mation de  Lorentz  (^)  qui  nous  apparaît  ainsi  comme  le  seul 
changement  de  variables  qui  soit  compatible  avec  le  Principe  de 
Relativité. 

Or,  une  transformation  de  Lorentz  correspond  à  un  mo inte- 
rnent d^ entraînement   rectiligne   et    uniforme   des    deux    s}'s- 


(')  Dans  ces  formules,  nous  ne  mettons  pas  de  constantes  additives  qui  corres- 
pondraient simplement  à  un  changement  d'origine  pour  les  coordonnées  et  le 
temps.  Voir  E.  Borp:l,  toc.  cit.,  p.  4o. 

(')  Il  est,  en  efl'et,  facile  de  transformer  les  formules  (3)  dans  les  suivantes  : 

t   =  X  sh  a  +  T  ch  a, 
X  =^  X  ch  a  H-  T  sh  a, 

identiques  aux  formules  (i).  Il  suffit,  pour  cela,  d'elVecluer  un  sitnple  changement 
d'axes  dans  l'espace  euclidien  (X,  Y,  Z)  et  dans  l'espace  euclidien  (x,  >,-),  sans 
toucher  aux  variables  t  et  T.  Ces  changements  d'axes  consistent  à  placer  l'axe 
des  X  et  l'axe  des  x  tous  deux  dans  la  direction  même  du  mouvement  d'entraî- 
nement {voir  M.  Lauk,  Das  Relativitàtsprinzip.  p.  (ii-G'j). 
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tèmes  OXYZ  et  oxyz  l'un  par  rapport  à  l'autre  (').  Tout  autre 
mouvement  d'entraînement,  par  exemple  une  rotation,  est  incom- 
patible avec  le  Principe  de  Relativité. 

7.  Quelles  conclusions  pouvons-nous  tirer  de  la  discussion  qui 
précède?  La  question  est  embarrassante,  et  je  me  contente,  en 
terminant,  de  signaler  l'angoissante  allernative  à  laquelle  nous  nous 
heurtons. 

D'une  part,  si  l'on  admet  la  doctrine  du  temps  absolu,  on  doit 
pouvoir,  par  des  observations  très  précises,  mettre  en  évidence  le 
mouvement  absolu  de  la  Terre,  c'est-à-dire  son  mouvement  par 
rapport  à  l'éther.  Or,  les  expériences  si  soignées  de  Michelson  et 
d'autres  physiciens  semblent  bien  nous  interdire  l'espoir  d'une 
pareille  mise  en  évidence. 

D'autre  part,  si  l'on  admet  la  doctrine  si  tentante,  et  qui  s'est 
déjà  montrée  féconde,  du  temps  relatif  (ou  temps  pi'opre),  sur 
laquelle  est  basi''  le  Principe  de  Relativité,  on  explique  bien  le 
résultat  négatif  des  expériences  de  Miclielson,  mais  nous  venons  de 
voir  que  cette  doctrine  est  incompatible  avec  tout  mouvement 
d'entrainement  qui  n'est  pas  rectiligne  et  uniforme;  on  doit  nier, 
par  exemple,  la  possibilité  d'un  mouvement  d'entraînement  de 
rotation.  Or,  nous  avons  tous  vu  tourner  des  chevaux  de  bois. 

Faut-il  alors  révoquer  en  doute  les  résultats  des  expériences  de 
Michelson,  sous  prétexte  qu'elles  ont  la  prétention  de  mettre  en 
évidence  une  variation  de  l'ordre  du  cent-millionième?  Il  semble 
pourtant  bien  que  cette  prétention  soit  légitime. 

Ou  bien  faut-il  conclure  que  le  Principe  de  Relativité,  qui 
attribue  à  la  lumière  une  vitesse  de  propagation  constante  et  indé- 
pendante du  système  de  référence,  n'est  qu'un  principe  approxi- 
matif? Mais  alors,  s'il  n'a  plus  son  caractère  de  vérité  rigoureuse^  le 
Principe  de  Relativité  ne  perd-il  pas  par  là  même  ce  qui  faisait  sa 
beauté? 


(')  Remarquons  que  le  inouvernenL  rectiligne  el  uniforme  rentre  dans  la  Méca- 
nique à  une  seule  dimension  qui  est  compatible,  nous  l'avons  vu,  avec  le  Principe 
de  Relativité. 
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FORD  (E.-R.i.  —  An  Introduction  to  tue  Thcôry  of  Automorphic  Func- 

TiONS.   I    vol.    in-8%  viii-96  pages  et  32  figures.    London,    G.   Bell    and 
Sons,  1915. 

Cet  élégant  Opusciiie  fait  partie,  sous  le  n"  6,  des  Edinburgh 
Mathematical  Tracts.  Son  sujet  semble  d'abord  moins  élémen- 
taire que  ceux  des  cinq  Volumes  précédents,  et  cependant  il  est 
exposé  avec  un  bonheur,  avec  une  facilité  qui  semblent  presque 
déconcertants.  Il  est  encore  assez  courant  d'admettre  qu'on  ne 
verra  bien  la  théorie  des  fonctions  fuchsiennes  que-  si  l'on  prend 
d'abord  le  cas  spécial  des  fonctions  modulaires,  lequel  suppose  une 
étude  des  fonctions  elliptiques.  Or,  je  suis  convaincu  maintenant 
que  ces  travaux  d'approche  ne  sont  point  indispensables;  M.  Ford 
va  droit  au  but  et  avec  un  bagage  bien  mince. 

Dans  un  premier  Chapitre,  il  nous  présente  la  transformation 
linéaire 

,  .  ,       az  ^  b 

(0  -  =  -7' 

cz  -^  ci 

à  laquelle,  en  posant  ;:'=  3,  on  reconnaît,  en  général,  deux  points 
fixes.  Ceux-ci,  Ç,  et  Ç25  peuvent  d'ailleurs  être  mis  en  évidence  en 
remplaçant  la  relation  (i)  par 

z'—i  -        - 


-     =     K    r- 


Dans  cette  nouvelle  égalité,  K  est  une  constante,  complexe  en 
général,  qui  peut  être  représentée  par  Ae^^. 

Si  R  =  A,  la  transformation  est  dite  hyperbolir/iie ; 

Si  K  =  e'^,  elle  est  dite  elliptique  ; 

Si  K  =  Ae'^,  elle  est  dite  lo:ro(lrotni(/U('. 

\ù\  pi'opriété  fondamentale  de  toutes  ces  transformations  est  de 
changer  des  cercles  en  des  cercles  qui,  dans  chacun  des  trois  ca-^ 
précédents,  se  présentent  de  manière  diiférenle  par  r.q>port  aux 
points    fixes     de     la    transformation;     rexainen    dt'laillé    de    ces 

Ihtll.  des  Sciences  niat/icni.,  ?.°  série,  t.  \L.  (  \\v\\  i»ji'».)  8 


loG  rUEMIÈKI-:   PAUTIK. 

(lifTérents  cas  a   conduit  l'Auteiii'   à  des   figures   1res   ex()licites  et 
élégantes. 

Le  Chapitre  suivant  est  plus  spécialement  consacré  au  groupe 
des  transformations  (i).  La  réitération  de  lelles  transformations 
est  une  transformation  de  même  nature;  par  définition  du  mot, 
elles  forment  un  groupe.  Ce  grou[)e  est  discontinu^  car  il  ne 
permet  pas  à  un  point  quelconque  du  plan  cl  à  son  transformé 
d'être  rapprochés  indéfiniment  l'un  de  l'autre. 

Là  encore  il  n'v  a  que  la  généralisation  des  conceptions  les  plus 
élémentaires.  Ainsi  les  relations  z'  ■=  z-\-  niitj  ei  z'  =  z  -{-  mto  -\~ m' b^' 
forment  des  groupes  discontinus  auxquels  correspondent  les  fonc- 
tions simplement  et  doublement  périodiques.  J3ans  ce  dernier  cas, 
le  plan  est  divisé  en  parallélogrammes;  toutes  les  transformations 
du  groupe  nous  j)orlent  d'un  point  situé  dans  un  tel  parallélo- 
gramme en  un  point  situé  de  la  même  manière  dans  un  autre.  Il  y 
a  quelque  chose  d'absolument  analogue  pour  le  groupe  des  transfor- 
mations (i);  il  y  a  une  région  fondamentale^  d'un  aspect  bien 
connu,  bande  de  plan  parallèle  à  l'axe  imaginaire  et  limitée  en  bas 
par  un  arc  de  cercle,  région  que  foutes  les  transformations  du 
groupe  transformeront  en  des  régions  triangulaires  limitées  par  des 
arcs  de  cercle  normaux  à  l'axe  réel,  régions  qui  ne  [)euvent  empiéter 
les  unes  sur  les  autres  et  qui  couvrent  tout  un  demi-plan.  Henri 
Poincaré  et  M.  Emile  Picard  ont  d'ailleurs  réussi  à  généraliser  de 
lelles  transformations  dans  l'es[)ace  à  tiois  dimensions. 

Avec  le  Chapitre  111,  nous  construisons  les  fonctions  auto- 
morphes  proprement  dites.  11  no  suffit  pas  de  concevoir  un  réseau 
de  parallélogrammes  pour  que  les  fonctions  doublement  pério- 
diques s'y  engendrent  spontanément;  cependant,  sur  ce  terrain 
préparé,  le  développement  de  leur  théorie  est  rapide.  Nous  allons 
assistera  quel(|ue  chose  d'analogue,  dans  notre  champ  de  triangles 
à  côtés  circulaires,  pour  la  génération  des  fonctions  définies  par 
l'égalité  fondamentale 

Les  singularités  de  telles  fonctions  sont  à  rechercher  uniquement 
dans  la  région  fondamentale;  à  cet  égard,  constatons  que  Tétude 
du  nombre  des  pôles  (ou  des  zéros)  repose,  de  la  manière  la  plus 
simple  et  la  plus  naturelle,  sur  un  théorème  général  du  à  Cauchy. 
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Après  avoir  conçu  très  simplenienl  ce  fait,  à  peu  près  évident, 
(ju'une  fonction  automorphe  sans  singularité  ne  sauraitêtre  qu'une 
constante,  nous  voyons  que  certaines  combinaisons  algébriques  de 
fonctions  aulomorphes  de  même  groupe  pourraient  être  affranchies 
de  singularités.  Ces  combinaisons  sont  donc  des  constantes,  et 
c'est  sur  cette  simple  remarque  que  repose  l'existence  de  relations 
algébriques  entre  fonctions  automorplies  ou  l'expression  de 
variables  liées  algébriquement  au  moyen  de  ces  mêmes  fonctions. 

Puis  vient  ce  théorème  capital  :  Si  x(z)  est  une  fonction  auto- 
morphe de  z,  z  peut  s' exprimer  en  x  par  le  quotient  de  deux 
solutions  de  V équation 

(P  y 

^-^  =  R((r,  ^)jK         où  <l'((P,;r)  =  o, 

Il  étant  rationnel^  en  w  et  x^  et  ^  étant  un  polynôme. 

La  démonstration  n'est  guère  qu'une  combinaison  de  dérivations 
si  les  résultats  précédents  ont  été  bien  compris.  Ainsi  donc  les 
fonctions  automorplies,  après  avoir  satisfait  à  des  relations  algé- 
briques, satisfont  maintenant  à  des  équations  difTérenlieiles.  Il  ne 
reste  plus  qu'à  les  exprimer  pour  elles-mêmes  par  des  développe- 
ments en  série;  c'est  ce  que  fit  Henri  Polncaré  avec  ses  séries 
lliêlafuchslennes,  généralisations  de  celles  formées  pour  la  repré- 
sentation des  fonctions  0  de  la  lh(''orie  des  fonctions  eliipllques. 

Les  trois  Chapitres  dont  je  viens  de  parler  occupent  exactement 
\\)  pages;  il  est  merveilleux  d'avoir  utdisé  ainsi  un  espace  aussi 
restreint.  En  somme,  l'essentiel  est  déjà  fall  et  je  serai  plus  bref 
quant  à  la  suite  de  l'Ouvrage. 

r^e  Chapitre  1  V^  est  consacré  aux  fonctions  Iriangulalres  de  Rie- 
manii-Schwarz  ;  ces  fonctions  sont  attachées  à  l'éijuallon 

là  encore  les  triangles  à  côtés  circulaires,  qui  sont  des  représen- 
tations conformes  les  uns  des  autres,  [)eu\ent  foinier  des  ligures 
éminemment  syniétiiques  et  élégantes,  mais  il  va  mieux.  Cet  laines 
translormations  S[)atiales  (elles  (pie  la  j)r()j('cli()n  stéréographique 
Iransporlent  sur  la  sphère  des  symétries  planes  (pii  deviennent  ainsi 
plus  frappantes   encore.    De  là   la  lliéotie  des  polyèdres  réguliers 
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qui,  pour  Klein,  fournissait  une  interprétation  géométrique  parti- 
culièrement naturelle. 

Le  Chapitre  V  est  consacré  à  la  Géométrie  non  euclidienne.  Soit 
une  conique  appelée  absolu.  Deux  points  P,  Q  déterminent  une 
droite  coupant  l'absolu  en  U  et  \.  La  dislance  PQ  est  propor- 
tionnelle au  logarithme  du  rapport  anharmonique  des  quatre 
points  U,  P,  Q,  V;  si  par  un  point  Opassent  deux  droites  OL,  OM 
etdeux  tangentes  à  l'absolu  OS,  OT,  l'a/i^/eLOM  est  proportionnel 
au  logarithme  du  rapport  anharmonique  du  faisceau  O.SLMT. 

Ce  sont  là  des  définitions  des  distances  et  des  angles  qui  per- 
mettent de  construire  une  géométrie  analogue  à  la  géométrie  élé- 
mentaire, a^yant,  plus  précisément,  les  mêmes  postulats,  exception 
faite  pour  celui  d'Euclide.  Ces  géométries  non  euclidiennes  se 
présentent  sous  des  aspects  notablement  différents  suivant  que 
l'absolu  est  une  conique  réelle  ou  imaginaire,  indécomposable  ou 
décomposable  ;  mais,  toujours,  dans  ces  géométries,  les  lignes  qui 
jouent  le  rôle  de  droites  sont  analogues  aux  cercles  de  la  géo- 
métrie ordinaire;  on  peut  même  leur  faire  correspondre  de  véri- 
tabhîs  cercles  dans  la  géométrie  riemannienne,  qui  a  des  formules 
complètement  analogues  à  celles  de  la  géométrie  sphérique.  Dès 
lors,  on  comprendra  sans  peine  que  les  fonctions  automorphes  qui 
naissent  et  se  transforment  à  l'envi  dans  des  champs  de  triangles 
à  côtés  circulaires,  soient  les  (onctions  naturellement  associées  à  la 
géométrie  non  euclidienne.  Les  êtres  intelligents  d'un  monde  non 
euclidien  useraient  naturellement  des  fonctions  fuchsiennes  comme 
nous  usons  des  fonctions  trigonométriques. 

Passons  au  Chapitre  VI  consacré  à  l'uniformisation. 

On  sait  que  la  relation  $(çv,  .2')  =  o,  où  4>  est  un  polynôme, 
définit  une  fonclion  w  de  x,  uniforme  sur  une  surface  (dite  surface 
de  Riemann)  formée  de  plans  superposés  et  convenablement 
soudés  le  long  de  certaines  lignes  permettant  de  passer  de  l'un 
à  l'autre.  Mais  comme  les  fonctions  automorphes,  que  nous  savons 
susceptibles  d'être  liées  par  des  relations  algébriques,  peuvent, 
inversement,  servir  à  exprimer  x  et  (V  en  fonction  uniforme  d'un 
paramètre,  ilja  là  nu  problème  d'uniformisation  étroitement  appa- 
renté à  celui  que  résout  l'emploi  de  la  surface  de  Riemann.  Le 
sujet  est  vaste  et  il  est  encore  fort  remarquable  que  l'Auteur  ait  pu 
l'esquisser  en  quelques  pages. 
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En  résumé,  il  y  a,  dans  cet  Ouvrage,  une  condensation  excellente, 
se  présentant  sous  une  apparence  élémentaiie  presque  inattendue. 
Les  géomètres  français  j  verront  un  éclatant  hommage  à  l'une  des 
plus  géniales  créations  dues  à  Henri  Poincaré. 

Nous  ne  méconnaissons  point  Riemann,  Fuclis,  Klein  et  d'autres 
géomètres  allemands  auxquels  le  sujet  doit  beaucoup,  mais  nous 
persistons  à  le  considérer  au  travers  des  travaux  de  l'école  fran- 
çaise; il  semble  que  l'esprit  de  Cauchy  et  d'Hermite  y  ait  été 
apporté  par  Poincaré  et  nous  ne  voyons  aucun  bénéfice  à  clianger 
de  tels  points  de  vue.  Il  ne  nous  déplaît  pas  non  plus  de  le  Aoir 
présenté  par  un  géomètre  appartenant  à  une  nation  amie  ;  de  tels 
liommages  sont  indubitablement  sincères  et  ne  sauraient  être 
entraînés  par  aucune  considération  étrangère  à  la  Science  et  par- 
ticulière au  moment. 

I^e  Volume  est  terminé  par  une  abondante  bibliographie;  les 
travaux  de  M.  Emile  Picard,  à  partir  de  i(S8i,  avoisinenl  ceux  de 
Poincaré.  T'ai  été  un  peu  étonné  de  nj  point  trouver  d'indication 
relative  à  ceux  de  M.  P.  Appell  ;  il  me  semble  que  les  travaux  de 
ce  dernier  sur  les  fonctions  à  multiplicateurs  et  sur  les  séries 
hypergéométriques,  pour  ne  citer  que  ceux-là,  constituent  une  voie 
d'accès  vers  les  fonctions  automorphes.  Ici,  j'ajouterais  volontiers 
trois  ou  quatre  lignes  à  la  bibliographie  de  M.  Ford,  ce  en  quoi 
mon  éminent  collègue  anglais  ne  pourra  certainement  voir  une 
critique.  Je  ne  puis  que  réinsister  encore  sur  tout  le  bien  que  je 
pense  de  l'œuvre;  l'un  des  meilleurs  souhaits  que  je  forme  pour 
elle  est  qu'elle  soit  rapidement  traduite  en  français. 

A.  BUHL. 


L[^<;ORnU  (LjîoiX).  —  Cours  de  Mkcanique,  professé  à  l'École  Polytech- 
nique. Tome  II  :  i  vol.  in-8,  vi-')38  pages,  avec  ligures.  Paris.  Gauthier- 
Villars  et  C/*^,  igiS. 

Les  lecteurs  du  Bulletin  connaissent  déjà  le  premier  Tome  de 
rOuvrage  de  M.  Lecornu,  par  la  l)elle  analyse  qu'en  a  faite 
(1.  Cotty;  notre  regretté  collègue  y  montrait  brillamment  le  but 
poursuivi  par  M.  Lecornu  et  la  façon  dont  il  l'a  réalisé.  Les  mêmes 
tendances  se  retrouvent  dans  le  secoiul  Tome,  (jui  vient  (K> 
poiaîlre  :  il  nous  suffira  donc  de  les  rap[)elcr  rapidemenl. 
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Actueliemenl,  il  existe  un  courant  assez  accentué  contre  l'en- 
seignement classique  delà  Mécanique  rationnelle;  on  lui  reproche 
Noiontiers  d'être  trop  théorique,  trop  éloigné  des  applications. 
Lagrange  aurait  fait  Ja  part  trop  belle  à  l'Analyse;  avec  trois  axes 
coordonnés  et  quelques  dérivations,  l'élève  obtient  sans  efîbit^ 
presque  automatiquement,  des  formules  qui  lui  masquent  la  réalité 
profonde  du  phénomène.  Ces  critiques,  qu'il  serait  aisé  de  préciser 
et  de  multiplier,  sont  assurément  justifiées  :  elles  le  sont  déjà 
pour  l'étudiant  qui  aspire  au  professorat;  elles  le  sont  a  fortiori 
pour  le  futur  ingénieur.  Faut-il  donc  transformer  radicalement 
l'enseignement  de  la  Mécanique,  et  le  réduire  à  un  ensemble, 
plus  ou  moins  bien  coordonné,  de  résultats  empiriques?  Dans  la 
préface  du  Tome  I,  M.  Lecornu  répond  hardiment  par  la  négative  : 
la  Mécanique  classique  doit  survivre,  au  moins  dans  ses  grandes 
lignes.  Et  cela  pour  deux  raisons  :  d'abord,  elle  est  nécessaire 
pour  la  formation  intellectuelle  de  l'ingénieur;  en  second  lieu, 
elle  est  indispensable  pour  l'exécution  des  divers  travaux  que  sou- 
lève la  pratique.  De  là  résulte  le  caractère  éminemment  original  du 
Cours  de  M.  Lecornu  :  sa  Mécanique  renferme  bien  le  développe- 
ment des  principaux  théorèmes  classiques;  mais,  une  proposition 
est-elle  susceptible  d'une  application  pratique?  aussitôt  apparais- 
sent toutes  les  explications  techniques  nécessaires,  sans  aucune 
exagération,  ni  détails  superflus.  Cet  accord  permanent  entre  la 
théorie  et  la  pratique,  nous  allons  le  retrouver  dans  le  second 
Tome  de  Mécanique  de  M.  Lecornu. 

Ce  Tome  est  divisé  en  cinq  Livres  :  Dynamique  générale,  Dyna- 
mique des  solides  invariables,  Dynamique  des  solides  naturels, 
l^lasticité,  Mécanique  des  fluides;  l'ensemble  des  deux  premiers 
Tomes  de  l'Ouvrage  comprend  ainsi,  en  neuf  Livres,  le  dévelop- 
])ement  complet  du  Cours  classique  de  Licence. 

J^a  Dynamique  générale,  cinquième  Livre  du  Traité,  forme  le 
début  du  Tome  IL  Elle  a  pour  objet  «  l'étude  du  m.ouvement  des 
systèmes  de  points  matériels,  soit  libres,  soit  assujettis  à  des  liai- 
sons ».  Après  la  distinction  entre  les  forces  extérieures  et  les  forces 
intérieures,  l'Auteur  établit  le  théorème  des  quantités  de  mouve- 
ment, le  théorème  du  mouvement  du  centre  de  gravité  et  le  théo- 
rème de  Résal.  Viennent  ensuite  l'interprétation  géométrique  du 
moment  cinétique  et  le  théorème  des  forces  vives;   puis  l'Auteur 
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démonlre  le  théorème  de  Kœnig  et  étend  le  théorème  des  forces 
vives  au  mouvement  relatif.  Prenant  alors  trois  axes  coordonnés, 
il  énonce  sous  forme  anal^'tique  les  propositions  précédentes. 
Le  premier  Chapitre  contient  encore  la  définition  du  viriel,  le 
théorème  de  Clausius  sur  la  moyenne  de  la  force  vive,  des  consi- 
dérations générales  sur  la  stabilité  et  la  définition  de  la  masse  au 
mojen  de  la  gravitation.  Le  Chapitre  II  est  consacré  à  l'énergie; 
le  principe  de  la  conservation  de  l'énergie  y  est  exposé  en  détail,  et 
r\uteur  terjnine  par  une  a[)plication  au  calcul  de  la  puissance 
balistique  de  la  poudre. 

Avec  le  Chapitre  Jll  nous  voyons  apparaître  la  théorie  des  liai- 
sons; en  chaque  point  d'un  système  matériel  soumis  à  des  liaisons, 
r.Vuteur  distingue  la  force  active  (ou  donnée);  la  force  de  liaison; 
leur  résultante  :  la  force  e(fective;  et,  enlin,  la  force  d'inertie, 
égale  et  opposée  à  cetle  dernière.  L'énoncé  du  principe  de  d'Aiem- 
bert  est  alors  immédiat.  L'zAuteur  insiste  longuement  sur  ce  prin- 
cipe; il  multiplie  les  exemples  j)0ur  laisseï-  une  impiession  abso- 
lument nette  dans  l'esprit  du  lecteur.  Le  principe  de  d'Alembert 
permet  d'étendre  à  la  Dynamique  le  théorème  du  travail  virtuel  : 
M.  Lecornu  montre  avec  précision  ce  qu'il  faut  entendre  par 
déplacement  virtuel;  il  indique  les  confusions  à  éviter  et  donne 
des  applications  où  les  liaisons  \arient  avec  le  temps.  L'ensemble 
des  résultats  acquis  permet  déjà  de  traiter  un  problème  inlé'res- 
sant  :  il  s'agit  de  montrer  cominent  «  un  homme,  debout  sur  une 
glace  absolument  polie,  a  la  faculté  de  faire  un  tour  complet  sur 
lui-même  »  ;  des  considérations  analogues  s'applicjuent  aux  mou- 
vements oscillatoires  des  locomotives.  L'énoncé  dynamique  du 
théorème  du  travail  sirtuel  conduit  au  principe  de  la  nioindre 
contrainte;  (;l,  pom- (pie  ce  dernier  principe  ne  send)le  pas  trop 
abstrait,  l'Auteur  rej)rend  deux  problèmes  précedeitiment  l'iudiés 
et  les  résout  à  nouveau  au  moyen  du  princi|)e  de  Gauss.  Ijifin, 
après  quehpies  indications  sui-  la  mécanicjue  de  Herz,  IVuleur 
dévelop})e  la  théorie  analytique  du  niouvement  des  s \  sternes  liés  cl 
I  ap[)lique  à  divers  exemples. 

Le  Chapitre  suivant  est  consacré  aux  percussions.  Beaucoup 
d'élèves  rencontrent  des  difficultés  sérieuses  dans  letle  étude;  il 
faut  louer  M.  Lecornu  du  soin  <|u  il  a  mis  à  les  aplanir.  Tout 
d'abord,   Létude  du   choc   est  séparée  de  celle   des   percussions  : 
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nous  la  relroLiverons  au  Livre  VII;  puis  l'Auleur  expose  avec  pré- 
cision et  clarté  le  passage  à  la  limite  qui  est  fondamental  dans  la 
théorie.  Pour  dissiper  toute  obscurité,  rien  ne  vaut  un  exemple 
adroitement  choisi  :  celui  du  pendule  brusquement  variable  nous 
paraît  excellent  ;  et,  lorsqu'il  s'agira  de  traiter  d'autres  problèmes, 
le  lecteur  ne  renouvellera  pas  «  l'erreur  de  Delaunaj  ».  Dans  le 
problème  actuel,  cette  erreur  revient  à  appliquer  le  théorème  des 
quantités  de  mouvement  à  la  projection  horizontale  du  mouvement 
sans  remarquer  qu'au  moment  du  passage  à  la  verticale  la  tension 
devient  infinie  et  que,  par  suite,  sa  projection  horizontale  n'est  pas 
nécessairement  nulle.  La  méthode  de  M.  Lecornu  consiste  à  appli- 
quer le  théorème  des  moments  dans  le  mouvement  autour  du  point 
de  suspension;  «  le  moment  de  la  tension  par  rapport  à  ce  point 
est  rigoureusement  nul,  quelle  que  soit  la  grandeur  delà  tension». 
A  vrai  dire,  cette  assertion  pourrait  éveiller  quelques  doutes,  la 
suspension  d'un  pendule  n'ajant  jamais  la  perfection  rigoureuse 
que  l'on  paraît  exiger.  Mais,  en  remplaçant  le  point  de  suspension 
par  une  poulie,  de  rayon  très  petit  e,  sur  laquelle  passe  le  fil,  et  en 
ap[)liquant  la  méthode  même  de  M.  Lecornu,  on  trouvera  que 
sa  conclusion  reste  toujours  valable,  à  une  erreur  près  de  l'ordre 
de  £. 

Le  Chapitre  V  contient  la  théorie  des  équations  de  Lagrange 
avec  plusieurs  exemples,  leur  application  aux  percussions  et  à  la 
démonstration  du  principe  d'Hamilton.  Le  cas  des  systèmes  non 
holonomes  est  étudié  en  détail;  après  avoir  démontré  d'une  façon 
générale  l'impossibilité  d'appliquer  les  équations  de  Lagrange  à 
un  tel  système,  M.  Lecornu  étudie  un  exemple  très  simple  :  mou- 
vement sur  un  plan  horizontal  d'un  solide  analogue  à  un  haltère, 
l'une  des  boules  glissant  sans  frottement  et  l'autre  roulant  sans 
glisser.  Enfin,  dans  le  Chapitre  VII  qui  termine  le  Livre,  il  déve- 
loppe la  théorie  des  petits  mouvements;  s'appujant  sur  les  pro- 
priétés des  formes  quadratiques,  il  établit  d'une  façon  très  élé- 
gante la  réalité  des  racines  de  l'équation  en  s. 

Abordons  maintenant  le  Livre  VI  :  Dynamique  des  systèmes 
invariables.  Le  premier  Chapitre  renferme  la  théorie  classique  des 
moments  d'inertie;  le  Chapitre  suivant  traite  de  la  rotation  d'un 
solide  autour  d'un  axe  fixe.  Signalons  notamment  dans  ce  Cha- 
pitre :   la  discussion  du  mouvement  du  métronome,  la  définition 
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(lu  centre  de  percussion  au  moyen  de  la  composition  des  forces 
d'inertie,  l'étude  du  fusil-pendule,  une  analyse  très  complète  de 
la  machine  d'Atwood,  le  poids  des  fils  n'étant  pas  considéré  comme 
négligeable.  Dans  le  Chapitre  III,  l'Auteur  étudie  le  mouvement 
d'un  cylindre  pesant,  glissant  ou  roulant  sur  un  plan  horizontal; 
dans  le  cas  du  roulement,  et  lorsqu'on  se  borne  aux  petites  oscil- 
lations, la  formule  de  Savary  permet  une  vérification  remarquable 
des  résultats.  Choisissons  un  cylindre  circulaire,  convenablement 
leslé;  nous  aurons  réalisé,  dans  ses  grandes  lignes,  l'appareil 
Desdouits  qui  permet  de  mesurer  l'accélération  d'un  train. 

IjC  Chapitre  suivant,  le  plus  important  de  tout  le  Volume,  est 
consacré  au  mouvement  d'un  solide  autour  d'un  point  fixe. 
M.  Lecornu  établit  d'abord  directement  les  équations  d'Euler  et 
les  retrouve  comme  conséquences  des  équations  deLagrange;  puis 
il  arrive  au  mouvement  à  laPoinsot  qu'il  étudie  analytiquenient  au 
moyen  des  fonctions  de  Jacobi.  Passant  à  la  représentation  géo- 
métrique, l'Auteur  établit  par  une  méthode  extrêmement  simple 
que  l'herpolhodie  n'a  ni  inflexions,  ni  rebroussements.  \iennent 
ensuite  l'étude  de  la  stabilité  du  mouvement,  la  discussion  des  cas 
particuliers  et,  comme  généralisation,  l'étude  du  roulement  d'un 
ellipsoïde  quelconque  sur  un  plan  fixe;  par  une  habile  discussion, 
IM.  Lecornu  obtient  des  cas  très  étendus  où  le  mouvement  suit  la 
loi  de  Poinsot.  La  théorie  suivante  se  rapporte  au  solide  pesant  de 
révolution  suspendu  par  un  point  de  son  axe;  l'Auteur  s'arrête  un 
instant  sur  la  théorie  du  chemin  de  fer  monorail;  puis  il  étudie  en 
détail  FelFet  gyroscopique  et  ses  principales  applications  :  applica- 
tions au  monorail  lui-même,  aux  navires,  aux  aéroplanes,  aux 
torpilles.  Le  gyroscope  de  Foucault,  le  barogyroscope  de  Gilbert, 
et  l'hélice  d'aéroplane  sont  traités  par  des  méthodes  synthétiques 
élémentaires.  Nous  arrivons  maintenant  au  pendule  sphérique 
composé;  cette  fois,  l'intégration  par  un  nombre  fini  de  fonctions 
élémentaires  est  généralement  impossible;  M.  Lecornu  se  limite 
donc  aux  petits  mouvements;  le  système  diff'érentiel  qui  leur  cor- 
respond possède  trois  solutions  privilégiées  où  l'axe  instantané  est 
fixe.  L'Auteur  étudie  complètement  ces  mouvements  par  une 
méthode  des  plus  élégantes  et  (|ui  mciilcrait  île  rester  classique, 
l'.ufin,  le  Chapitre  se  termine  par  des  considérations  sur  reflet  des 
percussions;  l'Auteur  signale  notamment    une  circonstance  para- 
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doxale  à  propos  de  Tapplication  sur  un  j^yroscope  d'une  percus- 
sion normale  à  l'axe.  T^a  solution  du  paradoxe  exige  l'introduction 
d'une  hypothèse  supplémentaire;  cet  exemple  montrera  au  lecteur 
qu'il  doit  se  méfier  des  solutions  toutes  faites  et  qu'un  probh'!mc 
de  Mécanique  ne  se  résout  pas  seulement  grâce  à  la  juxtaposition 
automatique  de  quelques  formules. 

Le  Chapitre  V  donne  quelques  détails  sur  le  mouvement  de  la 
toupie;  quant  au  Chapitre  suivant,  il  étudie  le  mouvement  d'un 
solide  entièrement  libre.  Après  quelques  détails  sur  la  méthode 
générale,  l'Auleur  envisage  deux  cas  particulièrement  remar- 
quables :  le  mouvement  de  la  terre  et  celui  d'un  ])rojectile.  Le  globe 
terrestre  peut  être  considéré  comme  provenant  de  la  réunion  de 
deux  solides  :  l'un  d'eux  serait  exactement  sphérique  ;  l'autre,  le 
renflement  équatorial,  pourrait  être  assimilé  à  un  tore.  Cet  artifice 
permet  d'étudier  aisément  l'action  du  soleil  sur  le  renflement;  il 
suffît  alors  d'un  calcul  très  simple  pour  établir  l'existence  de  la 
précession  des  équinoxes.  Suiv>anl  la  parole  de  M.  Lccornu,  a  ce 
phénomène  constitue  à  lui  seul  une  pieuve  décisive  de  la  rotation 
terrestre  »  ;  et  l'on  pourrait  ajouter  que  son  explication  rationnelle 
est  un  des  plus  beaux  lleurons  de  la  Mécanique.  Bornons- nous  à 
constater  que  l'apparition  de  celte  démonstration  dans  un  cours 
destiné  à  de  futurs  techniciens  constitue  la  plus  belle  réponse 
que  l'on  puisse  faire  aux  partisans  de  l'enseignement  utilitaire  et 
«  pratique  ».  Le  second  phénomène  étudié  par  M.  l^ecornu  pos- 
sède, hélas!  un  caractère  beaucoup  moins  philosophique  :  il  s'agit 
du  tir  des  projectiles  oblongs;  une  discussion  très  simple  permet 
de  retrouver  les  principaux  faits  expérimentaux  et,  notamment, 
d'ex|)liquer  la  dérivation  des  projectiles  à  gauche,  ou  à  droite 
(suivant  le  sens  des  rayures  du  canon). 

Le  Chapitre  Vil  est  le  dernier  du  Livre;  il  se  rapporte  au  mou- 
vement d'un  système  déformable.  L'Auteur  traite  deux  exemples  : 
la  cage  d'écureuil  et  rescar|)oletle.  f^a  discussion  de  la  seconde 
question  est  particulièrement  délicate;  elle  repose  essentiellement 
sur  une  formule  qui  permet  de  calculer  l'accroissement  de  l'éner- 
gie totale  du  système  formé  par  rescarj)olelte  et  l'acrobate  ;  d  est 
intéressant  de  constater  que  l'expérience  justifie  pleinement  les 
conséquences  de  la  formule. 

Jusqu'à  présent,  nous  n'avons  étudié  que  des  solides  abstraits; 
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or  une  question  se  pose,  qu'il  est  impossible  d'éluder  :  les  résul- 
tats acquis  peuvent-ils  s'appliquer  —  et  moyennant  quelles  modi- 
fications —  aux  solides  réels?  La  réponse  résultera  du  Livre  VIL 
Ce  Livre  est  divisé  en  deux  Chapitres  :  le  ])remier  consacré  au 
frottement,  roulement  et  pivotement;  le  second,  au  choc  de  deux 
solides. 

Au  point  de  vue  analytique,  la  caractéristique  du  frottement  est 
d'introduire  des  discontinuités  dans  les  équations  du  mouvement 
et,  par  suite,  dans  la  discussion  :  c'est  ce  qui  ressort  pleinement 
de  l'élude  du  mouvement  d'un  cylindre  pesant  sur  un  phm  incliné 
dépoli.  L'Auteur  traite  encore  d'autres  problèmes  classiques  : 
celui  du  cerceau,  de  la  bicyclette  et  de  la  bille  de  billard.  L'étude 
de  la  rotation  rapide  d'un  corps  de  révolution  qui  glisse  sur  un 
plan  dépoli  met  en  évidence,  une  fois  de  plus,  les  propriétés  para- 
doxales de  l'etTet  gyroscopique.  Le  frottement,  lui-même,  obéit  à 
une  loi  remarquable,  en  vertu  de  laquelle  «  les  systèmes  matériels 
cherchent  à  échapper  au  frottement  ».  L'élude  des  réactions 
mutuelles  d'un  ensemble  de  sphères  rugueuses  conduit  l'Auteur  à 
énoncer  le  résultat  précédent  sous  la  forme  précise  que  voici  : 
((  L'état  final  est  tel  que  le  travail  de  frottement  dans  l'unité  de 
temps  soit  le  plus  pelit  possible.  »  Enfin  M.  Lecornu  termine  cette 
étude  sur  le  frottement  par  diverses  applications  à  des  problèmes 
usuels  :  les  mouvements  louvoyants,  la  résistance  au  roidemenl. 
le  tirage  d'un  véhicule  et  le  démarrage  d'une  locomotive.  Dans 
chaque  cas,  les  conclusions  obtenues  admettent  une  vérification 
expérimenlale  complète. 

Le  second  Chapitre,  avons-nous  dit,  se  rapporte  au  choc  de  deux 
corps  solides.  l^'Auteur  analyse  d'aborden  délai!  le  choc,  direct  ou 
non,  de  deux  sphères,  molles  ou  élastiques,  polies  ou  rugueuses: 
il  met  en  pleine  lumière  le  rôle  important  du  frottement  dans  la 
[)ercussion,  puis  il  étend  les  résultats  obtenus  aux  solides  de 
formes  quelconques,  et  il  traite  divers  problèmes  pratiques, 
comme  le  choc  il'une  roue  contre  un  obstacle,  le  battage  des  pieux 
de  fondation.  Toute  cette  théorie  repose  trailleurs  sur  une  hypo- 
thèse im[)licile  :  «  un  corps  solide  (pii  vient  d'éprouver  une  per- 
cussion quelconque  se  meut  en  eonscr\ant  les  propriétés  <l  un 
corps  solide  »  ;  et,  suivant  la  remarque  de  rAuleui%  cette  hypothèse 
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ne  serait  plus  valable  si  certaines  dimensions  des  solides  deve- 
naient très  grandes. 

Mais  il  peut  se  présenter  d'autres  difficultés,  encore  plus  pro- 
fondes; proposons-nous,  par  exemple,  d'étudier  le  mouvement 
d'un  disque  circulaire  non  homogène,  lancé  sans  rotation  initiale, 
dans  un  plan  vertical,  au  contact  d'une  planclie  horizontale.  Si 
l'on  admet  que  les  deux  solides  sont  absolument  rigides,  on  arrive 
à  cette  conclusion  que  la  loi  de  Coulomb  est  en  contradiction  avec 
les  préceptes  de  la  Mécanique  rationnelle.  On  pourrait  tourner  la 
difficulté  en  remplaçant  la  loi  de  Coulomb  par  d'autres  lois,  conve- 
nablement choisies;  M.  Lecornu  procède  difïéremment.  D'après 
lui,  le  coefficient  f  n'atteindrait  pas  instantanément  sa  valeur 
maximum  ;  il  faudrait  tenir  compte  des  aspérités  des  solides  ;  et  l'on 
aurait  au  début  du  phénomène  une  période  préparatoire  très  com- 
plexe, mais  de  durée  exirêmement  courte.  On  voit  comment  un 
exemple  judicieusement  choisi  suffît  à  M.  Lecornu  poui*  prémunir 
son  lecteur  contre  les  dangers  qu'oflVirait  une  application  abusive 
des  lois  de  la  Mécanique  rationnelle;  et  c'est  là  une  constatation 
importante  pour  le  philosophe,  le  géomètre  et  l'ingénieur. 

Et  ainsi,  par  une  transition  graduelle,  l'étude  des  solides  natu- 
rels nous  conduit  à  la  théorie  de  l'élasticité  qui  forme  Tobjel 
du  Livre  VIIL  Le  premier  Chapitre  de  ce  Livre  contient  la  théorie 
classique  de  la  déformation  d'un  système  continu.  Le  Chapitre 
suivant  se  rapporte  à  l'étude  des  tensions  intérieures;  M.  Lecornu 
appelle  tension  ce  ([ue  d'autres  auteurs  désignent  sous  le  nom 
à^effott;  suivant  le  signe  de  la  tension,  il  distingue  des  tractions  et 
despressions.  Il  obtient  les  équations  classiques  par  deux  méthodes 
différentes  :  l'une  repose  sur  l'emploi  du  parallélépipède  et  du 
tétraèdre  élémentaires;  Tautre  utilise  le  théorème  du  travail  virtuel 
dont  la  généralité  et  la  puissance  apparaîtront  ainsi,  de  plus  en 
plus,  au  lecteur.  Indiquons  à  ce  sujet  une  innovation  intéressante 
de  M.  Lecornu  :  il  introduit  les  notations 

I  f(.r.y)^  et  //(•r,j)ss)w 

pour  remplacer  respectivement 

f  ffi^'y)djrdy  et  J  f  Jf(:r,r,z)drdydz. 
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Le  principe  de  cette  simplification  nous  semble  très  heureux;  il 
correspond  d'ailleurs  à  la  simplification  analogue  que  l'on  emploie 
pour  les  diflérentielles  d'ordres  supérieurs.  Pourtant,  deux  détails 
nous  paraissent  susceptibles  d'être  améliorés;  tout  d'abord,  il  nous 
paraît  préférable  de  conservera  droite  du  signe  intéi^ral  le  symbole 
de  la  diderentialion;  de  |)lus,  l'indice  semble  mieux  placé  en  haut 
de  l'intégrale,  afin  d'éviter  une  confusion  possible  avec  le  champ 
d'intégration.  Après  ces  légères  modifications  on  écrirait  donc 

et,  d'une  façon  générale, 


/ 


f{Xi)cho,n, 


OU,  si  l'on  préfère, 


III P 


Le  Chapitre  III  débute  par  la  définition  de  l'état  naturel  el 
l'énoncé  de  la  loi  de  Hooke;  à  l'aide  d'une  méthode  analjticpie 
très  sim[)lc,  l'Auteur  étudie  le  cas  des  corps  isotropes;  il  introduit 
les  coefficients  X  et  a  et  donne  quelques  brèves  indications  sur 
leurs  signes.  Avec  le  Chapitre  IV  nous  voyons  apparaître  les  équa- 
tions classiques  de  l'équilibre,  les  théorèmes  généraisx  sur  la  super- 
position des  états  d'équilibre  et  l'unicité  de  la  solution.  Beau- 
coup d'élèves  sont  rebelles  à  la  notion  de  potentiel  élastique; 
M.  Lecornu  l'introduit  d'une  façon  très  heureuse;  l'application  au 
cas  d'un  ressort  dissipei'a  toute  obscurité  dans  l'es|)rit  du  lecteur. 
Signalons  encore  un  aperçu  général  sur  la  stabilité  et  une  explica- 
tion très  iniéressante  d'une  contradiction  apparente  dans  l'appli- 
cation du  théorème  du  travail  virtuel. 

Les  Chapitres  V  et  VI  sont  réservés  aux  applications.  Dans  le 
premier  de  ces  deux  Chapitres,  l'Auteur  étudie  la  compression 
norm.de  et  uniforme,  l'extension  longitudinale,  l'équilibre  d'une 
couche  cylindri(juc  ou  sphériipic,  le  frettage  et  la  lor>ion.  Il  ter- 
mine piir  une  belle  étude  sur  une  solution  approclîée  de  Técpiilibre 
d'une  meule  tournante.  Quant  au  Chapitre  ^I,  il  se  rapporte  au 
problème  de  Barré  de  Saint-Venant  dont  TAuleur  passe  en  revue 
les  six   cas  élémentaires  et  le  cas  général.    L'étude  de  la  courbe 
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élasiique  est  lanieiiée  au  [)roblème  du  inouvemenl  d'un  solide 
autour  d'un  point  fixe. 

Enfin,  dans  le  Gliapitre  V  If,  M.  Lecornu  aborde  l'étude  du  mou- 
vement des  corps  élastiques;  se  limitant  plus  spécialement  au  mou- 
vement par  ondes  planes,  il  étudie  le  phénomène  de  la  propagation 
de  la  lumière,  d'abord  dans  un  milieu  isotrope,  puis  dans  un 
cristal.  Quebjues  formules  suffisent  à  l'Auteur  pour  caractériser 
dans  leurs  grandes  lignes  les  phénomènes  de  double  réfraction 
et  de  polarisation;  l'élève  aura  ainsi  une  base  solide  pour  attaquer 
l'Optique  supérieure. 

Arrivons  enfin  au  Livre  I\,  le  dernier  du  Tome;  il  traite  de  la 
mécanique  des  fluides  et  débute  par  un  Chapitre  consacié  à  l'Hj- 
drostatique.  L'Auteur  obtient  l'équation  fondamentale  de  cette 
théorie  comme  conséquence  des  équations  générales  de  l'élasticité 
et  de  la  définition  du  fluide;  puis  il  retrouve  ces  équations  par 
une  méthode  élémentaire  fondée  sur  le  théorème  du  travail  vir- 
tuel; ces  équations  peuvent  d'ailleurs  se  condenser  en  une  seule^ 
dont  la  forme  présente  une  analogie  curieuse  avec  une  éijuation 
de  la  théorie  des  fils.  Viennent  ensuite  le  principe  de  Pascal,  la 
formule  barométrique,  l'équilibre  d'un  liquide  dans  un  vase  tour- 
nant, le  principe  d'Archimède  et  une  discussion  complète  de  l'équi- 
libre et  de  la  stabilité  des  corps  flottants. 

Le  Chapitre  II  se  rapporte  aux  équations  de  Lagrange  etd'Euler, 
ainsi  qu'à  leurs  applications  à  la  houle  et  au  clapotis.  L'Auteur 
aborde  en  outre  d'autres  questions,  telles  que  la  réversibilité  du 
mouvement,  la  propagation  des  discontinuités,  l'étude  des  condi- 
tions à  réaliser  pour  que  la  force  vive  d'un  liquide  indéfini  con- 
serve une  valeur  finie.  Avec  le  Chapitre  suivant  nous  voyons 
apparaître  la  théorie  classique  des  équations  de  Helmlioltz,  des 
tourbillons  et  des  mouvements  giratoires.  Le  cas  d'un  licpiide 
soumis  uniquement  à  la  pesanteur  donne  lieu  à  une  application 
élégante;  l'étude  du  sens  de  rotation  des  cyclones  établit  un 
lien  inattendu  entre  cette  tliéorie  et  celle  du  pendule  de  Fou- 
cault. 

Dans  le  Chapitre  IV,  l'Auteur  s'occupe  du  mouvement  per- 
manent; il  démontre,  par  trois  méthodes  distinctes,  la  relation 
IJ  =  const.  ;  d  où  résulte,  pour  les  liquides,  le  théorème  de  Ber- 
noulli.  Le  cas  des  fluides  compressibles  exige  une  discussion  spé- 
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ciale;  M.  Lecornu  donne  les  formules  cleNavieret  de  Zeuner,  puis 
il  étudie  la  vitesse  d'un  filet  gazeux  sortant  d'un  réservoir. 

Le  Chapitre  V  roule  sur  le  paradoxe  de  d'Alemberl;  une 
méthode  due  à  M.  Painlevé  permet  d'établir  que,  pour  un  fluide 
incompressible,  le  régime  permanent  est  atteint  au  bout  d'un 
temps  fini;  l'explication  du  paradoxe  se  trouve  ainsi  aflVanchie  de 
toute  objection.  Lorsque  le  solide  en  mouvement  est  une  sphère, 
on  peut  obtenir,  sous  forme  finie,  les  équations  des  trajectoires  et 
l'expression  de  la  masse  apparente.  En  réalité,  l'expérience  ne 
confirme  pas  complètement  tous  les  résultats  de  la  théorie.  C'est 
qu'il  faut  tenir  compte  de  la  viscosité  dont  l'étude  remplit  le  der- 
nier Chapitre  du  Tome.  L'irréversibilité  du  mouvement  résulte 
immédiatement  des  équations  générales  établies  par  l'Auteur;  la 
détermination  des  nouveaux  coefficients  ).,  et  [^^  qui  fi<;urent  dans 
ces  équations  conduit  à  un  problème  intéressant,  d'où  résultent 
les  lois  de  Poiseuille.  Comme  le  remarque  M.  Lecornu,  le  rôle  de 
la  viscosité  dans  la  nature  est  des  plus  importants^  il  permet  d'ex- 
pliquer un  grand  nombre  de  phénomènes  qui,  autrement,  seraient 
incompatibles  avec  les  lois  générales  de  l'Hydrostatique. 

Ainsi  donc,  nous  retrouvons  dans  ce  Tome,  en  plus  accentué, 
tous  les  caractères  distinctifs  du  premier  Tome.  A  la  lecture,  une 
impression  s'en  dégage,  très  vivante.  Peut-être  pourrait-on  sou- 
haiter un  choix  d'exercices  plus  varié  et  une  bibliogra[)hie  plus 
étendue.  Mais,  pour  être  complet  sous  ce  dernier  rapport, 
M.  Lecornu  n'aurait  eu  qu'à  se  citer  lui-même;  aussi  bien,  un 
grand  nombre  des  résultats  élégants  que  nous  avons  mentionnés 
lui  appartiennent  en  propre;  ils  font  partie  de  ses  brillants  travaux. 
Et,  ce  (\\û  augmente  leur  valeur,  chacun  de  ces  résultats  a  sa 
raison  d'être;  à  chacun  d'eux  correspondent  un  ensemble  de  faits 
expérimentaux  qui  réclairent  nettement  et,  en  même  temps,  lui 
doivent  leur  coordination.  Et,  s'il  fallait  esquisser  brièvement  la 
physionomie  caractéristique  de  la  Mécanique  de  M.  Lecornu,  il 
nous  semble  (pion  |)()uriait  la  dé[)eindre  comme  un  parallélisme 
constant  entre  les  hypothèses  physiques  cl  lesdévelop[)ements  ana- 
lytiques; comme  un  commerce  incessant,  une  harmonie  intime  et 
profonde  entre  les  faits  et  les  iiombies. 

Henk  Cvu-Miu. 
-^ 
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BLUTEL  (E.)-  —  I-EçoNS  de  Mathématiques  spéciales  à  l'usage  des  can- 
didats à  l'Ecole  Polytechnique  et  à  l'Ecole  Normale  supérieure  et  des 
étudiants  des  Facultés  des  Sciences.  Tome  I  :  Alg-èbre^  ligne  droite  et 
plan.  Trigonométrie^  Analyse,  Applications  géométriques.  Tome  II  : 
Géométrie  analytique  des  courbes  et  des  surfaces,  'i  vol.  in-8  :  t.  1, 
vii-635;  t.  II,  iv-43o.  Paris,  Hachette  et  G'*^,   1914- 

1.  Les  deux  Volumes  que  nous  avons  l'honneur  de  présenler 
aux  lecteurs  du  Bulletin  sont  la  rédaction  des  leçons  de  Malhé- 
matiques  spéciales,  professées  pendant  de  longues  années  au 
Lycée  Saint-Louis,  avec  l'éclat  et  le  succès  qu'on  sait,  par  M.  Emile 
Blulel,  actuellement  Inspecteur  général  de  l'Instruction  publique. 

La  matière  est  naturellement  celle  du  programme  d'admission 
aux  grandes  Ecoles,  lel  qu'il  a  été  arrêté  en  1903,  pai-  une  Com- 
mission interministérielle  dont  M.  Emile  Blulel  faisait  lui-même 
partie. 

Les  instructions  jointes  au  programme  laissent  au  professeur 
toute  latitude  dans  le  choix  de  l'ordre  des  matières.  M.  Blulel 
a  profilé  de  cette  latitude  pour  fondre  les  unes  dans  les  autres 
des  parties  du  programme  séparées  par  leurs  litres,  mais  qui  se 
tiennent  par  le  fond. 

C'est  ainsi  que  la  Géométrie  analytique  de  la  ligne  droite  et  du 
plan  appaitient  à  la  théorie  des  forjnes  linéaires,  tandis  que  celle 
des  coniques  et  des  quadriques  appartient  par  divers  côtés  à  la 
théorie  des  formes  quadratiques. 

L'Auteur  n'a  donc  pas  divisé  strictement  son  cours  en  Algèbre 
et  en  Géométrie;  les  questions  de  géométrie  sont  placées  fort  à 
propos  après  les  théories  d'algèbre  auxquelles  elles  servent  d'illus- 
tration. Outre  que  cette  pratique  atténue  l'aridité  des  questions 
d'algèbre  par  la  vie  que  la  géométrie  leur  donne,  les  élèves  y 
trouvent  ravantage  de  voir  se  révéler  à  eux  les  étroites  connexités 
qui  relient  entre  elles  des  notions  mathématiques  en  apparence 
très  distantes.  Par  ce  moyen,  les  connaissances  des  élèves,  au 
lieu  de  se  cantonner  en  leur  cerveau  dans  des  alvéoles  séparées  par 
des  cloisons  étanches,  défaut  que  les  examens  manifestent  trop,  se 
trouvent  au  contraire  mises  au  contact  les  unes  avec  les  autres. 
L'élève  apprend  ainsi  à  savoir  profiter  [)our  chaque  question  spé- 


COMPTAS  RENDUS  \i'\    ANALYSES.  121 

ciale,  de  tous  les  concours  que  l'ensemble  de  ses  connaissances 
peut  lui  donner. 

2.  JNons  ne  pouvons  songer  ici  à  parcourir  point  par  point  la 
chaîne  si  serrée  des  matières  traitées.  Nous  devons  nous  borner 
aux  questions  les  pins  essentielles  ou  les  plus  saillantes. 

Mais  il  nous  semble  nécessaire  auparavant  de  mettre  en  relief 
les  qualités  générales,  qui  se  trouvent  en  facteur  commun  de  chaque 
question  particulière,  et  qui  contribuent  à  donner  à  cet  Ouvrage 
sa  haute  valeur  scientifique  aussi  bien  que  professorale. 

La  grande  difficulté  de  cet  enseignement,  c'est  d'arriver  à  v 
réaliser  à  la  fois  ces  trois  vertus,  aux  tendances  contradictoires  : 
rigueur  logique,  clarté,  concision. 

3.  Ldi  rigueur  logique,  cela  va  de  soi.  Car  cet  enseignement 
n'est  pas  encore  tombé,  dieu  merci  !,  dans  ce  courant  d'utilita- 
risme conciliant,  indulgent  aux  solécismes  de  logique.  Tolérance 
bien  trompeuse  d'ailleurs,  car  les  habitudes  de  précision  qui  ac- 
compagnent l'esprit  de  rigueur  sont  au  moins  aussi  nécessaires  au 
technicien,  qui  a  besoin  d'un  nombre  exact,  qu'au  théoricien  qui 
désire  avoir  une  j)reuve  correcte. 

4.  La  clarté  aussi  est  une  vertu  essentielle,  surtout  devant  un 
jeune  auditoire;  sans  elle  il  n'est  pas  d'enseignement  qui  puisse 
porter. 

Il  est  banal  de  dire  que  telle  manière,  excusable  dans  un  Mémoire 
académique,  destiné  à  être  lu  à  tête  reposée  par  des  savants  de  pro- 
fession, serait  détestable  dans  l'enseignement. 

Et  ce|)endant  il  n'est  pas  banal  de  dire  qu'il  ne  suffit  pas,  pour 
édifier  un  bon  enseignement,  d'entasser  pendant  des  pages  des  e, 

des  —y  des  0,  pour  arriver  à  conclure  que  \fO^)\<^^-  Ce  méca- 
nisme d'inégalités  qu'on  fait  jouer  aulomalicjuemcnl,  sar)s  cpi  il  v 
ait  rien  à  reprendre,  mais  où  cha(|ue  passage  d'un  maillon  à  I  autre 
n'assujettit  l'esprit  qu'à  une  constatation  passive,  force  en  (juelqne 
sorte  l'adhésion  sans  la  rendre  spontanée. 

On  doit  |)rocéder  d'autre  sorte  :  prévenir  d  aboid  de  la  roule 
qu  on  veut  suivre;  en  jalonner  les  étapes;  mar(|uer  les  points  sail- 
lants et  éclairer  les  abords.  La  vériti'  ()u'on  veut  atteindre  se  trouNC 
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alors  exactement  située  dans  l'ensemble  des  circonstances  qui  sont 
sa  raison  d'être  et  elle  apparaît  à  cet  instant  avec  clarté. 

Rien  n'aide  mieux  à  ce  but  que  de  savoir  mettre  adroitement 
en  relief  l'instant  où  intervient  chacune  des  hypothèses  cjui  servent 
de  base  à  la  proposition  et  le  rôle  exact  qu'elle  joue  dans  la  démons- 
tration. 

Nous  avons  dit  adroitement,  c'est-à-dire  non  lourdement;  il 
suffira  souvent  d'une  |)roposition  incidente  ou  d'un  mot  judicieu- 
sement choisi.  C'est  là  qu'on  s'aperçoit  bien  que  les  Mathéma- 
tiques ont  leur  style  et  que  le  style  c^est  Vhomme^  c'est-à-dire  ici, 
la  caractéristique  du  professeur. 

o.  La  nécessité  des  mots  exacts  et  des  termes  propres  est  encore 
imposée  par  l'obligation  où  se  trouve  le  maître  de  renfermer  en 
un  temps  limité  l'exposition  d'un  programme  étendu  et  qui  ne 
laisse  pas  cependant  d'être  assez  profond. 

Aussi,  même  si  un  goût  affiné  n'engendrait  pas  naturellement 
l'élégance  du  style,  la  sveltesse  des  procédés,  ces  qualités  devraient 
résulter"  de  la  recherche  réfléchie  de  la  concision. 

Malgré  l'insuffisance  de  l'esquisse  ra[)ide  que  nous  venons  de 
tracer  des  qualités  maîtiesses  qui  rapprochent  le  plus  un  ensei- 
gnement de  sa  perfection,  on  a  dû  juger  que  nous  avions  sous  les 
yeux  un  modèle. 

En  parcourant  l'Ouvrage  de  M.  Blutel,  plus  d'un  lecteur  appré- 
ciera sans  doute  que  nous  avons  laissé  dans  l'ombre  encore  bien 
des  traits. 

Certains  détails  en  efl'et  échappent  à  l'analyse;  surtout  à  une 
analyse  aussi  réduite  que  celle  qui  nous  est  commandée  par  la 
place  dont  nous  disposons  ici. 

6.  Le  premier  Volume  traite  de  l'Algèbre,  de  la  Ligne  droite,  du 
Plan,  de  la  Trigonométrie,  puis  de  l'Analyse  avec  applications 
géométriques. 

Signalons  dès  le  début  la  légèreté  de  touche  avec  laquelle  sont 
traitées  les  notions  quelque  peu  ingrates  de  coupure,  de  nombre 
irrationnel.  La  rigueur  y  est,  avec  aussi  un  éveil  d'intuition. 

Dans  la  théorie  des  vecteurs,  l'Auteur  a  eu  soin  de  faire  précéder 
par  une  exposition  géométrique  l'ensemble  des  formules  qui  Ira- 
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duisent  algébriquement  cette  théorie.  C'est  là  une  mesure  excel- 
lente qui  devrait  être  adoptée  à  propos  de  toutes  les  questions  de 
Géométrie. 

Rien  n'est  plus  préjudiciable  à  une  théorie  géométrique  que  de 
la  couler  prématu7'é/nent  dans  un  moule  d'Algèbre.  Les  notions 
essentielles  deviennent  du  premier  coup  des  entités  numériques 
et  les  relations  entre  ces  notions,  au  lieu  de  tirer  leur  raison  d'être 
des  circonstances  propres  à  la  Géométrie,  ne  sont  que  des  résultats 
de  combinaisons  algébriques.  Cet  analyticisme  universel  serait 
mortel  pour  la  Géométrie  si  des  esprits  mesurés  n'en  montraient 
l'écueil  et,  comme  l'Auteur  de  cet  Ouvrage,  n'employaient  leur 
autorité  à  prêcher  par  l'exemple. 

C'est  du  reste  en  partie  contre  cet  abus  qu'a  été  opérée  la  ré- 
forme des  programmes  de  iqoS.  Mais  il  n'appartient  pas  aux  seuls 
auteurs  des  programmes  de  le  faire  disparaître.  De  bonnes  tradi- 
tions d'enseignement  valent  mieux  que  toutes  les  réformes. 

7.  A  propos  de  la  théorie  des  fonctions,  où  les  découvertes 
modernes  ont  apporté  des  manières  de  voir  et  des  notions  à  la  fois 
si  fines  et  si  complexes,  l'Auteur  a  su  choisir  judicieusement  les 
conceptions  qu'il  pouvait  utilement  introduire  sans  rendre  par 
trop  compliquée  et  rebutanle  pour  de  jeunes  élèves  celle  partie 
de  son  enseignement. 

La  notion  d'ensemble  qui  s'est  déjà  rencontrée  à  propos  des 
nombres  incommensurables,  se  retrouve  ici  avec  des  attributs  nou- 
veaux. L'Auteur  utilise  en  particulier  celle  d'ensemble  dense  au 
voisinage  d'un  point,  qui  sert  de  base  à  une  exposition  précise  et, 
somme  toute,  assez  simple  de  la  théorie  des  fonctions. 

8.  Parmi  les  (juestions  traitées  dans  le  premier  Volume  il  nous 
paraît  nécessaire  de  nous  arrêter  spécialement  sur  les  méthodes 
d'approximation,  en  partie  ulier  sur  les  méthodes  graphl(|ii('s  et  la 
méthode  de  Newton.  M.  Blutel  étudie  avec  soin  les  conditions 
dans  lesquelles  la  méthode  de  Newton  fournil  une  valeur  plus 
approchée  que  la  valeur  d'où  l'on  paît,  au  lieu  de  se  borner, 
comme  on  le  fait  souvent,  à  rechercher  le  sens  de  l'approxi- 
mation. 

L'Auteur  va  même  plus  loin,  car,  dans  un   de  ses  paragraphes. 
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écrits  en  caractères  plus  fins,  deslinés  aux  lecteurs  de  force  plus 
avancée,  il  donne  une  très  ingénieuse  généralisation  de  la  méthode 
de  Newton.  Cette  méthode  nouvelle,  valable  même  dans  le  cas 
d'une  racine  multiple,  ollVe  l'avantage  de  fournir  une  suite  qui 
converge  plus  rapidement  vers  la  valeur  désirée. 

Mais  c'est  surtout  à  propos  d'une  question  épineuse  inaugurée 
par  le  nouveau  programme,  sur  l'extension  de  la  méthode  de 
Newton  au  cas  de  deux  équations  à  deux  inconnues,  que  l'origi- 
nalité du  savant  professeur  s'est  manifestée.  Son  procédé  a  du 
reste  été  déjà  publié  par  lui-même  aux  Comptes  rendus  de  l'Aca- 
démie  des  Sciences.  Les  lecteurs  du  Traité  seront  heureux  de 
retrouver  cette  méthode  mise  en  quelques  pages  à  la  portée  des 
élèves. 

La  même  méthode  pourrait,  ainsi  que  l'indique  l'Auteur,  être 
transportée  au  cas  de  n  équations  entre  n  inconnues. 

9.  Le  second  Volume  de  ces  Leçons  traite  de  la  Géométrie  ana- 
lytique des  courbes  et  des  surfaces. 

M.  Blutel indique  d'abord  comment  la  considération  des  points 
à  l'infini  conduit  naturellement  à  adopter  le  système  des  coordon- 
nées homogènes,  lequel  est  lié  à  la  conception  de  la  droite  dite 
de  l'infini  ou  du  plan  de  l'infini.  Après  avoir  défini  le  rapport  an- 
harmonique  de  quatre  nombres,  l'Auteur  s'empresse  de  montrer 
quelle  vie  spéciale  cette  notion  reçoit  de  la  Géométrie.  La  consi- 
dération de  l'homographie  et  de  l'involution  donne  toute  sa  valeur 
à  cette  importante  notion,  dont  l'introduction  en  Géométrie  a  eu 
pour  effet,  entre  les  mains  de  l'illustre  Chasles,  de  renouveler  en- 
tièrement cette  Science.  C'est  pourquoi  les  amis  de  la  Géométrie, 
à  commencer  par  Chasles  lui-même,  n'ont  cessé  de  déplorer  l'ana- 
lyticisme  insensé  dans  lequel  certains  maîtres  font  verser  l'enseigne- 
ment de  ces  questions.  Les  Ouvrages  allemands,  comme  celui  de 
Clebsch  par  exemple,  ont  porté  au  plus  haut  point  l'abus  de  ce 
système.  Les  résultats  auprès  des  élèves  sont  trop  flagrants  pour 
pouvoir  être  niés.  A  l'examen  ceux-ci  sont  impuissants  à  sortir  du 
nombre  et  j'en  ai  vu  qui,  après  avoir  disserté  algébriquement  sur 
ces  questions,  étaient  incapables  de  montrer  que  les  quatre  sommets 
d'une  ellipse  sont  en  relation  harmonique. 

On  pense  bien  que,  si  je  signale  ici  ces  travers,  c'est  parce  que 
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M.  Blutel,  que  ses  travaux  scientifiques  classent  parmi  nos  fins 
géomètres,  est  trop  averti  pour  s'y  laisser  aller.  Le  bon  oreiller 
qu'est,  pour  certains,  l'Algèbre  ne  saurait  suffire  à  sa  haute  et  déli- 
cate conscience  d'éducateur.  Parlant  Géométrie,  c'est  l'esprit  géo- 
métrique qu'il  prétend  enseigner  et  non  pas  un  automatique  dé- 
roulement de  films  algébriques.  On  lira  avec  plaisir  et  avec  profit 
les  leçons  où  iJ  traite  des  applications  géométriques  du  rapport 
anharmonique;  des  enveloppes  de  seconde  classe  dans  le  plan  et 
dans  l'espace,  des  génératrices  des  quadriques,  du  rapport  anhar- 
monique sur  une  conique.  Dans  cette  dernière  question,  on  remar- 
quera le  soin  avec  lequel  l'Auteur,  ayant  pris  comme  point  de  départ 
la  représentation  paramétrique  de  la  conique,  s'empresse  de  bien 
montrer  que  la  notion  est,  en  fait,  indépendante  du  choix  de  cette 
représentation,  lequel  peut  être  varié  à  l'infini,  de  façon  à  s'adapter 
à  toutes  les  interprétations  géométriques. 

10.  Signalons,  pour  terminer,  une  intéressante  étude  sur  l'inter- 
section de  deux  quadriques  et  sur  les  cas  particuliers  que  cetle 
intersection  peut  présenter. 

Il  convient  d'ajouter  que  de  nombreux  exercices,  avec  indica- 
tion sommaire  de  solutions  pour  quelques-uns,  terminent  chaque 
leçon  et  qu'en  outre  le  second  Volume  contient  la  longue  série  des 
problèmes  proposés  aux  concours  des  grandes  Ecoles  et  à  celui  de 
l'Agrégation  des  Sciences  mathématiques. 

Tous  ceux  qui  liront  ce  bel  Ouvrage,  fruit  mûr  d'une  carrière 
toute  de  labeur  savant  et  réfléchi  et  de  consciencieuse  expérience, 
comprendront  les  sentiments  de  regrets  avec  lesquels  le  Lycée 
Saint-Louis  a  vu  s'éloigner,  pour  des  fonctions  plus  hautes,  un 
maître  dont  le  zèle  et  le  talent  ont  si  puissamment  contribué  à 
maintenir  le  succès  et  le  renoni  de  celte  ancienne  et  illustre 
maison. 

(i.     KoENIGS. 
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MÉLANGES. 


LES  ÉTUDES  EXPÉRIMENTALES  SUR  LA  RÉSISTANCE  DE  L'AIR. 
LES  TRAVAUX  FRANÇAIS; 

Par  m.  L.  MARCHIS, 
Professeur  d'Aviation  à  la  Sorbonne. 


CHAPITRE  I. 
Les  méthodes  expérimentales. 

I.   —    liÉAGTIONS    EXERCÉES    PAR    l'aIR    SUR    UN    CORPS    EN    MOUVEMENT 
RELATIF    PAR    RAPPORT    A    LUI. 

Lorsqu'un  corps  est  en  mouvement  relatif  par  rapport  à  l'air 
dans  lequel  il  est  plongé,  il  est  soumis  à  un  ensemble  de  forces, 
auxquelles  on  donne  le  nom  de  réactions  exercées  sur  le  corps 
par  cet  air.  Ces  réactions  sont  éminemment  variables  suivant  la 
forme  du  corps;  suivant  la  position  quUl  occupe  par  rapport 
au  fluide  environnant;  suivant  les  diverses  circonstances  de  son 
mouvement  (temps  écoulé  entre  l'origine  du  mouvement  et  l'état 
actuel;  vitesse  relative  |)ar  rapporta  l'air);  suivant  enfin  la  masse 
du  fluide  qui  environne  le  corps  en  mouvement. 

Nous  ne  nous  étendrons  pas  sur  les  difficultés  que  présente 
chacun  de  ces  problèmes,  dont  quelques-uns  n'ont  reçu  que  des 
solutions  très  imparfaites. 

Nous  ne  considérons,  dans  ce  qui  va  suivre,  que  le  cas  cV un 
corps  environné  de  toutes  parts  d'' une  grande  masse  d^ air ^  par 
rapport  à  laquelle  il  est  animé^  depuis  un  temps  assez  long, 
d^u/i  mouvement  dont,  à  tout  instant,  la  vitesse  et  la  direction 
sont  constantes  et  faciles  à  déterminer. 

Les  réactions  exercées  par  l'air  sur  le  corps  en  mouvement 
relatif  par  rapport  à  lui  se  réduisent  à  une  force  et  à  un  couple. 
Nous  admettrons  que  le  corps  en  expérience  possède  au  moins  un 
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plan  de  symétrie,  de  manière  à  annuler  le  couple  des  réactions  de 
l'air  et  à  réduire  les  réactions  à  une  force  unique,  à  laquelle  nous 
donnerons  le  nom  de  résistance  de  V air  sur  le  corps  en  mouve- 
ment relatif  par  rapport  à  lui. 

Quand  nous  considérons  le  mouvement  relatif  d'un  corps  par 
rapport  à  l'air  rjui  l'enviionne,  nous  n'avons  pas  seulement  en 
vue  un  mouvement  de  translation,  mais  encore  un  mouvement  de 
rotation  seul,  et  un  mouvement  de  rotation  combiné  avec  un 
mouvement  de  translation.  En  d'autres  termes,  nous  étudierons 
ici  le  problème  des  hélices  en  même  temps  que  celui  des  ailes 
d'aéroplanes. 


II.  —  Comment  on  produit  le  mouvement  relatif  d'un  corps 

PAR    RAPPORT    A    l'aIR    ENVIRONNANT.    CORPS    MOBILE. 

Divers  modes  expérimentaux  peuvent  être  mis  en  œuvre  pour 
produire  le  mouvement  d'un  corps  par  rapport  à  l'air  ambiant. 

Dans  une  grande  masse  dair  immobile  dans  son  ensemble, 
on  donne  au  corps  : 

a.  Soit  un  mouvement  de  translation  rectiligne; 

b.  Soit  un  mouvement  de  rotation  autour  de  l'axe  d'un  ma- 
nège; 

c.  Soit  un  mouvement  pendulaire. 

Les  méthodes  du  manège  et  du  pendule  ont  été  peu  employées 
en  France;  nous  les  laisserons  de  côté. 

La  méthode  du  mouvement  de  translation  peut  être  appliquée 
sous  deux  formes  : 

i"  Ou  bien  on  produit  la  chute  libre  du  corps  dans  un  air 
aussi  calme  que  possible  ; 

2"  Ou  bien  on  fait  porter  le  corps  par  un  chariot^  <pù  se 
déplace  dans  Vair  calme. 

a.  En  France,  la  méthode  de  la  chute  libre  a  donni'  Ikmi  à  des 
expériences  importantes  faites  par  MVI.  Caillelet  et  ('.olardeau  el 
surtout  par  M.  G.  Eiffel. 

Les   premiers   expérimentateurs    ont    détermini'    la    \il<^ss(^    du 
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mouvement  uniforme  qui  succède  au  mouvement  varié;  à  cette 
vitesse  correspond  une  résistance  de  l'air  égale  au  poids  du  corps. 

M.  Eiffel  enregistre  les  valeurs  de  la  vitesse  de  chute  et  de  la 
résistance  de  l'air  à  chaque  instant  de  cette  chute. 

La  surface  étudiée,  un  plan  par  exemple,  tombe  en  chute  libre 
en  restant  horizontale;  elle  est  supportée  par  un  ressort  dont  les 
déplacements  sont  inscrits  sur  un  cjlindre  tournant  avec  une 
vitesse  proportionnelle  à  la  vitesse  de  chute  du  système  étudié.  La 
compression  du  ressort  par  l'effet  de  la  résistance  de  l'air  donne 
naissance  à  une  force  qu'un  tarage  convenable  permet  de  connaître 
en  fonction  des  déplacements  de  ce  ressort.  Cette  force  fait  équi- 
libre : 

i"    Vu  poids  du  système; 

'1^  Aux  forces  d'inertie  qui  agissent  sur  lui  ; 

3"  A  la  résistance  de  l'air. 

Il  est  donc  possible  de  calculer  cette  dernière  force  lorsque  l'on 
connaît  l'accélération  du  système  à  chaque  instant  de  sa  chute.  Il 
suffit  pour  cela  d'Inscrire,  au  moyen  d'un  diapason,  les  durées  de 
la  chute  sur  le  cylindre  même  où  se  trouvent  repérées  les  compres- 
sions du  ressort. 

b.  La  méthode  du  chariot  est  utilisée  actuellement  à  l'Institut 
aérotechnique  de  Saint-Gyr,  au  Laboratoire  d'Aérostation  mili- 
taire de  Ghalais-Meudon,  et  chez  M.  le  duc  de  Guiche. 

A  Saint-Gyr  et  à  Ghalais-Meudon,  le  chariot  porteur  est  con- 
stitué par  un  wagon,  qui  se  meut  sur  rails.  M.  de  Guiche  emploie 
comme  chariot  porteur  une  automobile. 

Le  chariot  de  Saint-Gyr  employé  pour  les  essais  de  voilures  et 
d^ aéroplanes  est  un  tracteur  électrique  de  5  tonnes  muni  d'un 
moteur  de  i3o  chevaux.  Il  roule  sur  une  voie  ferrée  (écartement 
normal)  de  i35o™  de  longueur  avec  une  vitesse  maxima  de 
20  m  :  sec. 

Le  chariot  a  été  muni  d'un  montage  spécial  articulé  permettant 
d'enregistrer  : 

1°  La  composante  verticale  de  la  résistance  de  l'air  ou  poussée; 
2**  La  composante  horizontale  ou  traînée  (l'ensemble  définit  la 
résistance  de  l'air  en  grandeur); 


MÉLANGES.  129 

3®  Un  couple  de  rotation  duquel  on  déduit  par  une  épure  la 
position  de  la  résistance  de  l'air. 

La  vitesse  relative  du  corps  en  essais  par  rapport  à  l'air  est 
déterminée  en  mesurant  la  vitesse  absolue  du  chariot  par  rapport 
au  sol  et  en  ajoutant  ou  retranchant  de  cette  vitesse  la  vitesse 
du  vent  suivant  la  direction  de  la  ligne  sur  laquelle  se  déplace  le 
chariot. 

Dans  ce  même  laboratoire  de  Saint-Gyr,  un  chariot  spécial  sert 
pour  l'étude  des  hélices.  Celles-ci,  montées  en  grandeur  normale, 
servent  à  propulser  le  chariot.  La  rotation  des  hélices  est  obtenue 
au  moyen  d'un  moteur  électrique  de  80  chevaux.  Des  appareils 
convenables  (dynamomètres  et  watlmètres)  permettent  de  mesurer, 
pendant  la  marche,  la  traction  de  l'hélice  et  la  puissance  absorbée. 

Le  chariot  à  hélices  du  laboratoire  de  Chalais-Meudon  est  ana- 
logue à  celui  de  Saint-(]yr. 

Sur  la  voiture  automobile  du  laboratoire  de  Gulclie,  deux  mon- 
tants verticaux  portent  à  leurs  extrémités  supérieures  un  axe  hori- 
zontal, sur  lequel  sont  installées  les  diverses  plaques  mises  en 
expérience.  Pour  soustraire  les  corps  en  essais  à  l'inlluence  des 
remous  produits  par  la  carrosserie,  les  supports  sont  élevés  et 
ramenés  vers  l'arrière. 

c.  Une  variante  de  la  méthode  du  chariot  a  été  installée  au 
Laboratoire  d'A.vialion  militaire  de  Vincennes.  Sur  un  câble  tendu 
roule  un  petit  véhicule,  qui  porte  accrochés  au-dessous  de  lui  les 
appareils  en  essais  avec  les  instruments  de  mesure. 

Les  dimensions  des  corps,  sur  lesquels  se  font  les  essais  que 
nous  venons  d'indiquer,  peuvent  être  de  l'ordre  de  celles  qui  sont 
utilisées  en  Aviation.  Eu  d'autres  termes,  on  peut  opérer  sur  des 
appareils  d'aviation  véritables,  ou  présentant  du  moins  des  dimen- 
sions peu  diflerentes  de  certains  appareils  de  la  pratique. 

A  ce  point  de  vue,  la  méthode  du  déplacement  dans  l'air,  que 
nous  avons  caractérisée,  a  un  champ  d'investigation  plus  étendu 
que  la  méthode  du  courant  d'air  artificiel. 


i3o  PREMIÈRE  PARTIE 


III.   —    C-OMMENT   0\    PRODUIT   LE    MOUVEMENT    RELATIF    DUN   CORPS 
PAR    RAPPORT   A    LAIR.    CoURANT    d'aIR    ARTIFICIEL. 

On  peut,  en  efTet,  réaliser  d'une  autre  manière  le  mouvement 
relatif  d'un  corps  dans  l'air. 

Au  lieu  de  mouvoir  le  corps  en  expérience,  on  lui  donne  une 
position  fixe  et  on  le  place  dans  un  courant  d'air  artificiel. 

A.  Le  corps  est  disposé,  à  l'air  libre,  devant  la  bnse  de  sortie 
du  courant  d'air  régularisé  aii  moyen  d'artifices  convenables.  Cette 
méthode  est  celle  qui  a  été  employée  par  M.  Râteau. 

B.  Le  corps  à  étudier  est  enfermé  dans  une  enceinte  faisant 
partie  intégrante  de  l'appareil  de  régularisation  du  courant  d'air. 
II  est  placé,  par  exemple,  dans  la  partie  d'un  gros  tuyau  cylin- 
drique recevant  un  courant  d'air  produit  par  un  ventilateur,  et 
dont  la  vitesse,  à  une  certaine  distance  des  parois,  a  été  rendue 
sensiblement  parallèle  à  l'axe  du  tuyau. 

Cette  méthode  subit  d'ailleurs  des  variantes. 

a.  Le  corps  en  expérience  seul  se  trouve  dans  l'enceinte  à  l'in- 
térieur de  laquelle  circule  le  courant  d'air  artificiel;  les  appareils 
de  mesure  des  réactions  de  l'air  sont  à  l'extérieur  de  cette  enceinte  ; 
leurs  commandes  traversent  la  paroi  solide  qui  la  limite. 

Celte  méthode  est  connue  sous  le  nom  de  méthode  du  tunnel; 
elle  a  été  peu  appliquée  en  France.  11  existe  actuellement,  à  l'Ins- 
titut aérodynamique  de  Saint-Cyr,  un  tunnel  dont  la  mise  au  point 
a  été  interrompue  par  la  guerre. 

b.  L'appareil  à  circulation  d'air  s'élargit  en  une  grande  chambre, 
traversée  entre  deux  de  ses  parois  parallèles  par  un  cylindre  d'air. 
A  l'extérieur  de  celui-ci  et  à  l'intérieur  de  la  chambre  se  trouvent 
les  appareils  de  mesure  et  les  expérimentateurs. 

Nous  proposons  de  donner  à  cette  méthode  le  nom  de  méthode 
de  M.  Eiffel. 

La  méthode  du  courant  d'air  artificiel,  qui  a  donné  des  résultats 
très  importants,  doit  être  appliquée  avec  certaines  précautions  sur 
lesquelles  nous  allons  insister. 
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1°  Il  faut  que  le  modèle  soit  plongé  dans  une  niasse  d^ air 
théoriquement  indéfinie^  pratiquement  très  grande^  et  de 
vitesse  constante  en  grandeur  et  en  direction. 

La  section  du  cylindre  d'air  doit  être  assez  grande  pour  que,  à 
la  périphérie,  la  vitesse  de  l'air  soit  sensiblement  la  même,  en 
grandeur  et  en  direction,  que  celle  de  l'air  (jui  n'a  pas  encore 
approché  de  l'obstacle.  Dans  cette  mélhode,  il  est  donc  nécessaire 
de  réaliser  d'abord  un  courant  cylindrique^  puis  d'introduire 
dans  ce  courant  un  corps  de  dimensions  assez  faibles  pour  que  sa 
présence  ne  trouble  pas  d'une  manière  sensible  la  périphérie  du 
courant.  L'expérience  a  démontré  que  le  rapport  de  la  plus  grande 
dimension  des  modèles  au  diamètre  du  courant  cylindrique  ne 
devait  pas  dépasser  45  pour  loo. 

2*^  Il  faut  en  outre  que  le  modèle  à  étudier  soit  pratiquement 
isolé  dans  le  vent^  c'est-à-dire  que  le  support  du  modèle  ne  joue 
(ju'un  rôle  négligeable  et  n'introduise  qu'une  perturbation  de  peu 
d'importance. 

3°  Il  importe  que  le  modèle  adopté  ne  soit  pas  trop  petit  si 
Von  veut  pouvoir  étendre^  dans  une  certaine  mesure^  aux 
appareils  en  vraie  grandeur.,  les  résultats  obtenus  avec  les 
petits  modèles. 

En  edet  quand  on  étudie  la  répartition  des  pressions  en  divers 
points  d'une  plaque  par  exemple,  soit  sur  la  face  soumise  directe- 
ment à  l'action  du  vent,  soit  sur  la  face  opposée,  on  voit  que  cette 
répartition  n'est  régulière  qu'à  une  certaine  distance  des  bords.  Il 
existe,  soit  à  l'avant,  soit  à  l'arrière,  toute  une  zone  centrale  dans 
laquelle  s'établit  un  régime  régulier,  qui  se  manifeste  par  des  iso- 
bares parallèles  au  bord  d'atta(|ue.  Pour  qu'on  puisse  étudier  cette 
zone  centrale,  il  est  nécessaire  c[ue  les  dimensions  de  la  plaque  en 
essais  soient  suffisantes.  En  elfel,  r<'paisseur  de  la  zone  marginale, 
dans  laquelle  les  pressions  sont  irrégulièrement  distribuées,  ne 
varie  pas  propoitionnellement  aux  dimensions  de  la  placjue.  Les 
expériences  de  M.  de  Guiche  montrent  que  cette  épaisseur  varie 
peu  avec  les  dimensions  de  la  plaque.  En  opérant  sur  des  plans 
peu  épais,  rectangulaires,  à  bord  d'attaque  perpendiculaire  à  ta 
vitesse,  M.  de  Guiche  a  trouvé  que  les  bandes  marginales  troublées 
avaient  une  largeur  sensiblement  constante,  égale  à  o"',:>o  pour 
lavant,   à  o"',4o  ou   ()"',5o  pour  l'arrière;  il  en  conclut  qu'il   esl 
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bon  de  n'opérer  qu'avec  des  plans  d'enverj^ure  au  moins  égale 
à  i'".  En  étudiant  Jes  surfaces  courbes,  M.  de  Guiche  a  trouvé  des 
bandes  marginales  troublées,  dont  la  largeur  assez  uniforme  ne 
dépasse  guère  o™,2o  sur  les  deux  faces;  il  convient  donc  de 
n'opérer  qu'avec  des  surfaces  dont  l'envergure  est  supérieure 
à  o'",4o.  Quand  on  opère  avec  des  envergures  moindres,  les  résul- 
tats obtenus  avec  les  petits  modèles  ne  renseignent  pas  d'une  ma- 
nière suffisamment  précise  sur  les  résultats  que  donneraient  des 
ailes  d'aéroplane  de  grandeur  normale;  sur  les  trop  petits  modèles 
le  mode  de  répartition  des  pressions  n'a  qu'un  rapport  très  éloigné 
avec  ce  qu'on  observerait  sur  des  ailes  véritables. 

Cette  condition  de  n'expérimenter  que  des  modèles  de  dimen- 
sions suffisantes  conduit,  dans  la  méthode  du  courant  d'air  arti- 
ficiel, à  employer  de  grandes  sections  de  cylindres  d'air.  On  ne 
peut  en  efl'et  étudier  les   plans  de    i™   d'envergure  que   dans   un 

cylindre  d'air  dont  le  diamètre  est  supérieur  à  — --  =  sog*^"  environ; 
^  '0,45  ' 

quant  aux  surfaces  courbes,  il  suffit  d'un  cylindre  d'air  d'un  dia- 
mètre supérieur  à  — —  =  8()*^'"  environ. 
^  0,43  -^ 

L'appareil  Eiffel  réalise  actuellement  le  mieux  les  conditions 
précédentes.  Il  se  compose  : 

i"  D'une  buse,  d'où  sort  un  courant  cylindrique  d'air; 
2"  D'une  chambre  d'expérience  où  l'air  est  en  dépression  et  où 
se  trouvent  les  expérimentateurs  et  les  appareils  de  mesure; 
3°  D'un  diffuseur; 
4"^  D'un  ventilateur  placé  à  l'extrémité  du  difï\iseur. 

Le  courant  d'air  régulier,  qui  entre  par  une  paroi  de  la  chambre 
d'expérience  (buse)  et  qui  sort  par  l'ouverture  du  diffuseur  pra- 
tiquée dans  la  paroi  située  en  face  et  parallèle  à  la  première,  est 
un  courant  d'air  aspiré  et  non  refoulé.  L'aspiration  ôte  toute 
influence  aux  remous  du  ventilateur;  une  boîte  de  régularisation 
du  courant  d'air  avant  la  buse  n'est  pas  nécessaire.  Toutefois  des 
grillages,  placés  dans  les  ajutages  d'entrée  et  de  sortie  de  la 
chambre,  jouent  le  rôle  de  régulateurs  du  courant  d'air. 

Dans  le  laboratoire  installé  à  Auleuil,  le  cylindre  d'air  du  grand 
appareil  a  2'"  de  diamètre;  on  peut  y  réaliser  des  vitesses  de  cou- 
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rant  d'air  depuis  2  m  :  sec  jusqu'à  3o  m  :  sec.  Un  second  cylindre 
d'air  plus  petit  de  i'"  de  diamètre,  parallèle  au  premier,  permet 
de  réaliser  des  vitesses  de  courant  d'air  allant  de  2  m  :  sec 
à  4<J  lïi  •  sec. 

Dans  le  grand  appareil  la  puissance  absorbée  est  égale  à  60  che- 
vaux, avec  un  débit  d'air  de  90  m-*  :  sec,  correspondant  à  la  sec- 
tion circulaire  de  2™  de  diamètre  et  à  la  vitesse  de  loo'^'"  à  l'heure 
(28  m  :  sec). 

La  mesure  globale  de  la  résistance  de  l'air  se  fait  dans  la  chambre 
d'expérience  au  moyen  d'une  balance  spéciale. 

Au  point  de  vue  de  la  commodité  des  expériences  et  du  nombre 
de  celles-ci,  la  méthode  du  courant  d'air  artificiel  est  supérieure 
à  la  méthode  du  déplacement  dans  l'air  libre.  Celle-ci  exige,  en 
effet,  fjue  l'ai»-  extérieur  soil  aussi  calme  que  possible;  cette  con- 
dition ne  peut  être  réalisée  qu'à  certains  jours  et  même  à  cerlaines 
heures  d'une  même  journée.  Si,  le  long  de  la  trajectoire  rectiligne 
du  corps  en  expérience,  le  vent  avait  partout  la  même  intensité  et 
la  même  direction,  on  pourrait  tenir  compte  de  son  existence. 
Mais  diverses  expériences,  notamment  celles  de  M.  Maurain  à 
l'Institut  aérotechnique  de  Saint-Gjr,  montrent  que,  en  un  point 
déterminé  de  l'atmosphère,  le  vent  subit  souvent  des  variations 
continuelles  en  grandeur  et  en  intensité. 

Mais,  si  elle  permet  à  l'expérimentateur  de  régler  les  conditions 
d'une  expérience,  la  méthode  du  courant  d'air  artificiel  ne  peut, 
comme  nous  l'avons  vu  plus  haut,  être  appliquée  qu'à  des  modèles 
réduits  par  rapport  aux  appareils  utilisés  en  aviation. 

Une  question  se  pose  alors  : 

Comment  les  résultats  obtenus  dans  l'étude  des  modèles  réduits 
doivent-ils  être  transformés  pour  s'appliquei"  aux  appareils  en  vraie 
grandeur  d'exécution?  Quelle  est  la  loi  de  similitude  qui  peiinet 
de  passer  d'un  essai  en  petit  à  un  essai  en  grand?  C'est  un  point 
sur  lequel  nous  insisterons  plus  particulièrement,  lorsque  nous 
exposerons  les  résultats  obtenus. 

Une  autre  question  se  pose. 

f^a  méthode  du  déplacement  du  solide  en  expériences  et  la  mé- 
thode du  courant  d'air  artificiel  conduisent-elles  aux  mêmes  résul- 
tats? —  Oui,  affirme  M.  Kiffel,  v\\  s*ji|)puyanl  sur  Tintangibililé 
du  principe  du  mouvement  relalif.  —  Non,  répond  M.  de  Guiche, 
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tant  qu'on  ne  réalise  pas,  par  la  méthode  du  tunnel,  les  conditions 
que  nécessite  l'application  d'un  tel  principe. 

Nous  reviendrons  également  plus  loin  sur  cette  question. 

IV.  —  Étude  sur  les  aéroplanes  en  plein  vol. 

Les  méthodes  que  nous  venons  de  caractériser  exigent  que  les 
corps  en  expériences  soient  solidaires  d'un  support.  Celui-ci  a, 
dans  les  bonnes  expériences,  des  dimensions  aussi  réduites  que 
possible;  il  est  éloigné  autant  que  possible  du  corps  en  essais,  de 
manière  que  sorj  voisinage  apporte  le  minimum  de  perturbations. 
Il  n'en  est  pas  moins  vrai  que  l'aéroplane  ainsi  étudié  n^est  pas 
dans  les  conditions  exactes  de  son  évolution  dans  l'atmosphère. 

C'est  pourquoi  des  expériences  ont  été  entreprises  sur  des  aéro- 
planes pendant  leur  circulation  dans  l'air.  Malheureusement  le 
champ  des  essais  est  limité;  il  ne  peut  être  parcouru  au  gré  de 
l'expérimentateur,  c'est-à-dire  du  pilote,  qui  doit  tendre  avant 
tout  à  éviter  la  chute.  Ces  expériences  donnent  des  résultats  com- 
plexes et  souvent  difficiles  à  analyser.  Cependant  oh  ne  peut  nier 
que  ces  recherches  ne  soient  d'une  grande  portée  pratique. 

Elles  ont  été  inaugurées  vers  191  o  par  MM.  Gaudart  et  Legrand, 
avec  un  biplan  Voisin.  Trop  peu  systématiques  et  trop  peu  nom- 
breux, ces  essais  n'ont  pas  conduit  à  des  résultats  bien  intéressants. 

Tout  autres  sont  les  recherches  faites  par  le  commandant  Do- 
rand  à  Villacoublay,  sur  un  biplan  de  sa  construction  piloté  par 
M.  Labouchère.  A  ITnstitut  de  Saint-Cyr,  MM.  Toussaint  et 
Lepère,  Toussaint  et  le  lieutenant-aviateur  Gouin  ont  fait  des 
essais  importants  sur  un  biplan  Maurice  Farman  et  sur  un 
monoplan  Blériot.  Des  appareils  ingénieux,  capables  d'enregistrer 
les  mouvements  du  pilote,  ont  été  étudiés;  ils  sont  appelés  à 
fournir  des  indications  importantes  sur  le  fonctionnement  des 
appareils  d'aviation. 

V.   —   La  mesure  globale  de  la  résistance  de  l'air  et  la  détermination 

DES    PRESSIONS    EN   CHAQUE    POINT    DE    LA    SURFACE    DU   CORPS   EN   ESSAIS. 

La  balance  permet,  nous  venons  de  le  voir,  de  déterminer  en 
une  seule  fois  la  résistance  de  l'air  sur  un  corps  en  mouvement 
relatif  par  rapport  à  lui. 
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Mais  on  peut  aussi  faire  l'étude,  en  quelque  sorte  topographique, 
des  pressions  partielles  que  l'air  exerce  en  chaque  point  de  la  sur- 
face de  ce  corps.  Il  suffit  pour  cela  de  faire  affleurer,  en  divers 
points  de  la  surface  étudiée,  des  ajutages  reliés  à  des  manomètres. 
La  composition  géométrique  des  forces  résultant  de  la  connais- 
sance de  ces  pressions  permet  de  connaître  la  résistance  de  l'air. 

Cette  analyse  a  l'avantage  de  mettre  en  évidence  l'état  de  la 
surface  du  corps  en  mouvement  dans  l'air. 

Elle  est  appliquée  par  M.  Eiffel  en  mesurant  séparément  la  pres- 
sion donnée  par  un  des  ajutages  et  déterminant  chaque  fois  la 
vitesse  du  courant  d'air.  Gomme  cette  vitesse  est  légèrement 
variable,  on  ramène  les  pressions  à  ce  qu'elles  seraient  si  la  vitesse 
était  constamment  égale  à  lo  m  :  sec. 

Or,  en  opérant  ainsi  par  des  observations  successives,  on  risque 
d'avoir  entre  les  déterminations  des  discordances  assez  marquées. 

Aussi  M.  de  Guiche  détermine-t-il  à  la  fois  par  une  seule  expé- 
rience les  pressions  en  des  points  choisis  en  plus  grand  nombre 
possible.  A  cet  effet,  les  plaques  devant  servir  pour  les  expé- 
riences sont  percées  chacune  de  trous  formant  deux  séries  de 
lignes  se  coupant  à  angle  droit  (pour  les  plans,  lignes  de  plus 
grande  pente  et  lignes  horizontales).  Dans  une  même  expérience, 
on  mesure  d^un  seul  coup^  à  un  même  Instant^  les  pressions  en 
tous  les  points  de  plusieurs  lignes. 

A  cet  effet,  vingt  ajutages,  aboutissant  aux  trous  de  diverses 
lignes,  sont  en  relation  avec  vingt  petits  manomètres.  Ceu\.-ci 
sont  montés  les  uns  à  coté  des  autres,  dans  un  cadre,  devant  une 
glace  munie  d'une  division  transversale  en  demi-millinlètres. 

On  inscrit,  à  un  instarU  donné,  les  indications  de  tous  ces 
manomètres  en  les  plaçant  dans  une  chambie  photographique,  où 
règne  la  pression  atmosphérique  s'exerçant  sur  leurs  extrémités 
ouvertes.  En  éclairant  l'intérieur  de  la  chambre  avec  des  lampes 
électriques,  on  reproduit  facilement  sur  une  pla(|ue  phologra- 
phi(jue  les  niveaux  du  liquide  dans  les  différents  manomcties. 

On  peut  se  demander  si  la  [)ressiou  almosphéiicpie  règne  véri- 
tablenient  à  l'intérieur  d(î  la  chambre  photographicjue.  Celle-ci 
ne  peut  en  effet  être  étanche,  si  l'on  ne  veut  pas  (ju'elle  fonctionne 
comme  thermomètre  à  air.  Il  est  donc  possible  (jue,  pendant  la 
marche  de  l'automobile,  le  courant  d'air,  passant   par  les  ('tioites 
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fissures  de  la  chambre  pholographique,  vienne  provoquer  une 
variation  de  pression  à  son  intérieur.  M.  de  Guiche  s'est  assuré, 
par  des  essais  multiples,  qu'il  n'en  est  rien  et  que  la  pression 
atmosphérique  règne  bien  à  l'inlérieur  de  la  boite  photogra- 
phique. 

Les  pressions  ainsi  déterminées  directement  sont  ramenées  aux 
valeurs  qu'elles  auraient  à  la  vitesse  de  lo  m  :  sec.  On  trace  alors 
des  courbes  d'égales  pressions,  qui  figurent  l'état  de  la  surface  du 
corps  en  essais  et  montrent  la  répartition  des  pressions. 

D'autre  part,  on  partage  la  surface  du  corps  en  bandes  d'une 
certaine  largeur.  Par  un  calcul  de  moyennes,  on  détermine  la 
pression  moyenne  sur  chaque  bande;  en  la  multipliant  par  la 
surface  de  cette  bande,  on  a  la  résistance  exercée  par  l'air  sur 
la  bande  considérée.  Gomme  la  surface  du  corps  en  essais  est 
supposée  parfaitement  polie,  on  néglige  le  frottement  de  l'air  sur 
la  surface;  la  force  déterminée  est  alors  normale  à  la  surface  de 
ce  corps.  En  composant  ces  forces  parles  méthodes  de  la  Statique 
graphique,  on  oiuient  en  grandeur  et  en  position  la  résistance  de 
l'air  sur  la  pla(|ue  étudiée. 

VI.  —  Les  RSSAis  dynamiques  du  commandant  Lafay. 

Le  commandant  Lafay  s'est  proposé  de  résoudre  un  problème 
très  important  au  point  de  vue  de  la  pratique  de  l'aviation. 

Les  essais  exécutés  sur  des  modèles  d'ailes  ou  d'aéroplanes  sont 
en  général  exclusivement  statiques;  le  vent  de  la  soufflerie,  dont 
on  utilise  l'action  dans  la  méthode  du  courant  d'air  artificiel,  est 
maintenu  à  l'état  de  régime  permanent  pendant  la  durée  de  chaque 
mesure.  Or,  quand  un  aéroplane  navigue  dans  l'air,  il  est  soumis 
de  la  part  de  l'air  à  des  actions  qui  varient  assez  rapidement  non 
seulement  en  intensité,  mais  en  direction.  Bien  que  l'inertie  d'un 
appareil  l'empêche  d'obéir  à  toutes  les  actions  instantanées,  on 
peut  se  demander  si  les  essais  statiques  du  laboratoire  peuvent 
être  appliqués  sans  restriction  aux  appareils  dans  la  pralique. 
M.  i^iifay  s'est  efforcé  de  donner  quehjues  indications  sur  cette 
question.  Jl  a  tenté  quelques  essais  dynamiques,  c'est-à-dire 
qu'il  s'est  efforcé  d'étudier  les  eflorts  variables  produits  par  un 
vent  dont  la  direction  ou  l'intensité  change  rapidement. 
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L'étude  expérimentale  de  cette  (|uestion  présente  de  grandes 
difficultés  dues  principalement  aux  actions  perturbatrices  de 
l'inertie.  Pour  les  éviter,  on  se  trouve  conduit  à  réaliser  des 
modèles  aussi  légers  que  possible,  reliés  à  des  organes  élastiques, 
et  à  utiliser  les  déformations  de  ces  derniers  pour  mesurer  les 
elForts.  Mais  si  ces  déformations  doivent  êlre  très  faibles  pour 
que  la  force  vive  acquise  par  le  système  soit  négligeable,  il  faut 
cependant  qu'elles  soient  assez  grandes  et  assez  régulières  pour 
qu'une  amplification  optique  appropriée  conduise  à  une  éva- 
luation correcte  des  forces  qui  les  produisent.  Les  résultats  de 
cette  amplification  doivent  d'ailleurs  pouvoir  être  enregistrés 
photographiquement  en  raison  de  la  rajiidité  d'évolution  des 
phénomènes  étiidiés.  Enfin  le  modèle  et  son  supjjort  élastique 
ne  manqueraient  pas  de  piendre  un  mouvement  vibratoire  sous 
l'action  des  irrégularités  inévitables  de  la  soufflerie,  si  l'on  ne 
prenait  la  précaution  d'adjoindre  des  dispositifs  amortisseurs  juste 
suffisants  pour  rendre  l'appareil  |)raliqucment  apériodique,  sans 
cependant  ralentir  par  trop  ses  indications  dynamiques. 

M.  Lafay  a  réalisé  un  aérodjnamomètre  capable  de  satisfaire  à 
ces  conditions  contradictoires. 

il  paraît  réstdter  des  expériences  faites  actuellement  cpie  : 

Pour  des  changements  de  vitesse  et  de  direction  ciyant  le 
degré  de  rapidité  de  ceux  qui  peuvent  normalement  se  produire 
en  aviation^  la  résistance  de  Cair  à  un  instant  quelconque  a 
une  valeur  peu  différente  (f^  au  plus)  de  celle  qu^on  obtiendridt 
en  régime  permanent  en  maintenant  invariables  les  conditions 
qui  caractérisent  à  ^instant  considéré^  le  mouvement  relatif 
de  V avion  par  rapport  à  Vair. 

On  peut  par  suite  déduire  d'essais  statiques  convenablement 
dirigés  les  éléments  nécessaires  au  calcul  des  elForls  sup|)orlés 
par  un  appareil  dans  des  circonstances  déterminées,  telles,  par 
exemple,  (pie  celles  qui  accompagnent  son  redressement  rajnde 
après  un  vol  pi([ué,  ou  son  entrée  dans  un  courant  ascendant  ou 
descendant. 


IhUl.  des  Sciences  nialhém.,  T  série,  t.  \I,.  (  Vvril   191^1.) 
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CHAPITRE  11. 
Les  diagrammes  logarithmiques  de  M.  Eiffel. 

I.  —  Etude  du  mouvemkînt  horizontal  d'un  aéroplane. 
La  polaire  logarithmique. 

Pour  étudier  le  mou\  eiuent  horizontal  d'un  aéroplane,  M.  Eiffel 
a  indiqué  un  mode  de  représentation  très  ingénieux,  auquel  il  a 
donné  le  nom  de  polaire  logarithmique. 

Considérons  un  modèle  d'aéroplane.  Soient  : 

À,  le  rapport  de  deux  dimensions  linéaires  homologues  prises 
dans  l'aéroplane  et  son  modèle; 

f,  le  plus  petit  angle  que  fait,  avec  la  direction  du  vent  relatif,  une 
droite  de  référence  intimement  liée  à  l'appareil;  par  exemple 
la  droite  doublement  tangente  à  la  partie  inférieure  de  la  voilure 
principale,  immédiatement  auprès  du  fuselage.  A  cette  valeur 
de  l'angle  i,  l'expérience  sur  le  modèle  permet  de  faire  corres- 
pondre une  résistance  de  l'air,  dont  les  |)rojections  sur  la  direc- 
tion du  vent  et  sur  la  direction  perpendiculaire  sont  7'a;V- 
et  /jV^  (V,  vitesse  du  vent  relatif). 

A  ces  grandeurs  déterminées  expérimentalement  on  fait  corres- 
pondre des  grandeurs  Rx  et  Ry  relatives  à  un  aéroplane  de  gran- 
deur normale,  au  moyen  des  équations 


(0  ] 

'   Ry-zv 
Soient,  d'autre  part  : 

Q,  le  poids  de  l'aéroplane  réel; 

P,   la  puissance  utile  qu'il  faut  dépenser  pour  le  faire  voler  hori- 
zontalement à  la  vitesse  relative  V. 


Les  équations 

j  P  =  RxV2, 
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définissent  les  valeurs  corrélatives  de  P,  Q,  \  (  K^  et  P^y)  et  par 
suite  de  Fangle  /,  qui  conviennent  au  vol  horizontal  dun  aéro- 
plane de  forme  déterminée  (en  particulier  d\in  aéroplane 
dans  lequel  le  gouvernail  de  profondeur  occupe  une  position 
déterminée)  lorsque  V axe  de  V hélice  est  parallèle  à  la  trajec- 
toire. 

Considérons  un  tel  aéroplane. 

r^es  équations  (2)  donnent 


i'\) 


\ 


5       

logRx  =  logP — :  /l  )   X  log  V, 

v/i3 


logRv^  logQ 


/i3 


v/i3  X  logV. 


Les  expériences  sur  un  modèle  permettent,  pour  diverses 
valeurs  de  l'angle  /",  de  déterminer  les  valeurs  correspondantes 
de  Rx  et  de  Ry. 

Sur  deux  axes  rectangulaires  portons,  à  la  même  échelle,  sur 
l'axe  des  abscisses  des  longueurs   proportionnelles  aux   diverses 


Fie. 


log.R 


I09.R, 


\aleurs  de  logl^^,  sur  Taxe  des  ordonnt'cs  des  longueurs  propor- 
Monnelles  aux  diverses  valeurs  d(*  logRy.  Nous  obtenons  ainsi. 
<lans   le    [)lan  (logRx,    logRy^  nue  courbe  à  la(]uell('   M.    l.ilbl    w 
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donne  le  nom  de  polaire  logarithmique.  Gl)af|uc  point  de  celle 
conrbe  corres|)ond  à  une  valeur  déterminée  de  1  angle  /,  qui  est 
inscrite  sur  la  courbe. 

Considérons  un  vecleur  OM/  allant  de  Torigine  ()  à  un  |)oint  M, 
de  la  coui'bc.  Ce  vecteur  a  pour  projections  sur  les  axes  de  coor- 
données logRx  et  logRy.  iNJais  les  équations  (3)  montrent  que  ce 
vecteur  est  la  résultante  d'une  ligne  brisée  dont  les  vecteurs  sont  : 

logP,   vecteur  dirigé  suivant  l'axe  des  logR^  ; 
logQ,   vecteur  dirigé  suivant  l'ave  des  logRy; 

\/i3xlog\,   vecteur  dirigé  suivant  l'axe    OlogV  situé    dans  le 
troisième  angle  des  coordonnées,  et  faisant  avec  l'axe  des  logR^^ 

v\n  angle  dont  le  cosinus  est  égal  à — :  [\o'\v  Jig.  i). 

Si  Ton  consei've  les  deux  extrémités  O  et  M/  de  la  ligne  brisée, 
on  peut  en  parcourir  les  segments  dans  un  ordre  quelconque. 

On  sait  que,  partant  du  point  O,  on  doit,  en  suivant  la  ligne 
brisée,  aboutir  en  un  point  M/  de  la  polaire  logarithmique.  On 
connaît,  d'autre  part,  les  directions  des  vecteurs.  Si  l'on  se  donne 
deux  des  vecteurs  de  la  ligne  brisée,  le  tracé  de  cette  ligne  permet 
immédiatement  de  connaître  le  troisième. 

On  peut  ainsi  résoudre  grapbiquemenl,  au  moyen  de  la  polaire 
logarithmique,  une  série  de  problèmes  sur  le  vol  horizontal  d^ un 
aéroplane,  lorsque  Vaxe  de  C  lié  lice  est  parallèle  à  la  tiajec- 
foirc. 

On  peut,  par  exemple,  se  demander  quel  poids  il  convient  de 
donner  à  l'appareil  pour  obtenir  une  vitesse  donnée  avec  une 
puissance  donnée. 

Dans  ce  problème,  on  connaît  les  vecteurs  logP  et  y/i3  x  logV 
en  grandeur  et  en  direction  ;  il  est  facile  de  les  tracer.  De  l'extré- 
mité du  vecteur  y/i3  x  logV  on  trace  alors  une  droite  parallèle  à 
l'axe  des  logRY  jusqu'à  la  rencontre  de  la  j)olaire  logarithmique. 
Le  vecteur  logQ  est  ainsi  construit;  il  donne  le  poids  Q  cherché. 
En  même  temps,  le  point  de  rencontre  de  ce  vecteur  avec  la 
polaire  détermine  l'angle  /  du  vol. 

L'in)portance  de  la  considéialion  de  ce  diagramme  logarith- 
mique résulte  d'ailleurs  du  résumé  suivant  des  résultats  auxquels 
conduit  son  étude. 
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Pour  tous  les  appareils  étudiés  par  M.  Eiffel  les  polaires  loga- 
rithmiques présentent  toujours  une  mêine  allure,  celle  de  la 
figure   2.   Si   l'on   pari   des   faibles   incidences,    on   rencontre  les 


Fi! 


angles    de    vol    horizontal   dont    les    piojMMélés    sonl    les    sui- 
vantes : 

i"  Angle  /,  pour  lequel  R^  est  nuninnini.  —  Cel  angle  esl 
donné  par  le  point  de  conlacl  de  la  langenh^  à  la  polaTic  parallèle 
à  l'axe  des  ordonnées. 

Le  vol  horizontal  sous  cet  angle  correspond  wn  maximum  de  la 
vitesse  j>our  une  puissance  donnée  ou  au  niiiiimnn}  de  ht  puis- 
sance utile  pour  une  vitesse  donnée. 


Hx 


7//. 


(lel    angle  e>l 


'->."   Angle  1-2  pof/r  lequel  -rr-  est  minimu 

donné   par  le  poini  de  conla«i  de  la  langenle  à  la  polaire  piirallMe 
à  la  ljissectri(;e  [N'N  de  l'angle  des  axes  de  (  oordonnées. 

Le  vol  liorizonlal  sous  cet  angle  correspond  au  minimu  ni  de 
VeJlfort  de  traction  pour  un  poids  donne  ou  au  /na,rimum  dit 
poids  pour  un  effort  de  traction  dt^nnc. 
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3"  Angle  i^  pour  lequel  ^  est  minimunt .  —  Cet  angle  est 
donné  par  le  point  de  contact  de  la  tangente  à  la  polaire  parallèle  à 
l'axe  des  logV  (axe  V'Vsur  lequel  est  porté  le  vecteur  \/i3  x  logV). 

Le  vol  horizontal  sous  cet  angle  correspond  au  minimum  de 
puissance  utile  pour  un  poids  donné  ou  au  maximum  de  poids 
pour  une  puissance  utile  donnée. 

4"  Angle  i/,  pour  lequel  Ry  est  maximum.  —  Cet  angle  est 
donné  par  le  point  de  contact  de  la  tangente  à  la  polaire  parallèle 
à  l'axe  des  abscisses. 

Le  vol  horizontal  sous  cet  angle  correspond  au  maximum  de 
poids  pour  nue  vitesse  donnée  ou  au  minimum  de  vitesse  pour  un 
poids  donné. 

On  voit  qu'à  chacun  des  angles  d'incidence  ?',,  /o?  i\\i  i\  t)n 
peut  faire  correspondre  deux  grandeurs,  dont  l'une  est  maximum 
ou  minimum  quand  l'autre  est  donnée.  Chacun  de  ces  angles  est 
l'angle  le  plus  favorable  au  point  de  vue  des  deux  grandeurs  cor- 
respondantes. 

Comme  les  polaires,  dans  leur  partie  utile,  n'ont  pas  de  point 
d'inllexion,  on  se  trouve  dans  des  conditions  d'autant  meilleures 
par  rapport  à  un  groupe  de  grandeurs  que  l'angle  de  vol  horizontal 
est  plus  voisin  de  l'un  des  angles  /, ,  i^?  i-i-,  i\  q"i  convient  à  ce 
groupe  de  grandeurs. 

Prenons  un  exemple. 

On  juge  trop  faible  le  poids  porté  par  un  aéroplane.  On 
veut  gagner  du  poids,  en  consentant  à  perdre  de  la  vitesse., 
mais  en  conservant  la  même  dépense  de  puissance  utile.  11  con- 
vient de  se  rapprocher  du  point  pour  lequel  le  [)oids  sera  maximum 
pour  une  puissance  donnée.  [I  est  bon  de  donner  à  l'appareil  une 
construction  telle  f|ue  le  \ol  horizontal  (avec  axe  de  l'hélice  dans 
la  direction  de  la  trajectoire)  se  fasse  sous  un  angle  aussi  voisin 
que  possible  de  l'angle  r,. 

II.   —    Les    COKFFICIENTS    CARACTÉHISTIQUES    DES    HÉLICES 
ET    LE    DL\GRAMME    LOGARITHMIQUE. 

J^'étude  expérimentale  d'un  propulseur  comporte  la  mesure  : 
j"    IJe  la  poussée  II  ; 
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2*^  De    la   puissance    effective    ^J?^    dépensée    sur    l'arbre    de 
l'hélice; 

3"  Du  nombre  n  de  tours  par  unité  de  temps  ; 
4"  De  la  vitesse  de  propulsion  V. 

Ces  données  expérimentales  permettent  de  connaître  : 

a.  La  puissance  utile  dépensée  pour  la  propulsion, 

(4)  ^j?„=nxV; 

b.  La  vitesse  anguUiire^  i-Kn;  la  vitesse  de  rotation  à  Vextré- 
mité  de  la  pale  d^ hélice^  tt/iD  (D,  diamètre  de  l'hélice); 

c.  Le  moment  du  couple  de  rotation^ 

(5)  e-^^; 

d.  Le  rendement  de  Vhélice^ 

9?         n         V 

Dans    l'étude    d'une   hélice,    on    considère    plus    particulière- 
ment : 

i"   La  direction  — ^^  de  lavitesse  relative  à  V extrémité  d\ine 

■KIIU 

pale; 

2"   i^es  grandeurs  (de  la  nature  d'une  densité) 

Admettons,  comme  première  approximation^  que  ces  gran- 

V 
deurs  soient  des  fonctions  du  seul  rapport  —  • 

Représentons-les  en  [)rcnaut  comme  abscisses  l^i;— îâ  ^^  con>me 

ordonnées  log    ...':..  et  loii—  " 


Nous  obtenons  ce  (jue  M.  VÀ{\v\  appelle  les  diagrammes  loga- 
rithmiques des  hélices, 

(A  suii'rc.) 


v^ 
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DARBOUX  (Gaston).  —  Leçons  sur  la  Thkorie  génkkalk  des  Surfaces 

ET   les   applications   GEOMETRIQUES    DU    CaLCUL   INFINITESIMAL.     Deuxième 

Partie.    Deuxième   édition    revue   et  augmentée,  i   vol.  gr.  in-8   (iH-ij), 
11-579  pages.  Paris,  Gauthier-Villars  et  G'^,  1915. 

Tous  ceux  qui  s'intéressent  aux  Mathématiques  connaissent  le 
grand  Traité  de  M.  Darboux  sur  la  théorie  des  surfaces.  Cet 
Ouvrage  donne  une  vue  d'ensemble  de  la  Géométrie  infinitési- 
male actuelle  ;  les  résultats  sont  groupés  habilement  et  présentés 
de  façon  à  bien  mettre  en  évidence  les  pénétrations  réciproques 
des  diverses  branches  de  cette  science  ;  il  s'adresse  à  la  fois  aux 
maîtres  et  aux  étudiants.  L'étudiant  qui  veut  s'initier  à  l'étude 
de  la  Géométrie  trouve  dans  cet  Ouvrage  un  guide  sur;  mais,  de 
plus,  s'il  le  lit  attentivement,  il  sera  frappé  par  l'élégance  des 
méthodes  et  des  résultats,  il  finira  par  aimer  la  Géométrie.  Com- 
bien de  vocations  géométriques  ont  été  déterminées  par  la  lecture 
de  ce  Livre  !  Le  maître  y  trouve  une  foule  de  renseignements 
précieux;  dès  qu'il  veut  faire  des  recherches  sur  un  sujet,  il  n'a 
qu'à  ouvrir  le  Livre  au  bon  endroit  et  tout  de  suite  il  voit  quel  est 
l'état  actuel  de  la  question.  Aussi  ce  Traité  de  Géométrie  eut-il  un 
réel  succès  ;  la  première  édition  se  trouve  épuisée  ;  une  nouvelle 
édition  était  nécessaire.  iNous  avons  signalé  l'apparition  de  la 
deuxième  édition  de  la  Première  I^artie  (');  la  deuxième  édition 
de  la  Deuxième  Partie  vient  de  paraître. 

Comme  dans  la  première  édition,  la  Deuxième  Partie  du  Traité 
de  Géométiie  se  compose  de  deux  Livres. 

Le  Livre  JV  traite  des  Congruences  et  E(/uations  linéiiirc^ 
aux  dérivées  partielles.  Les  équations  aux  dérivées  partielles  de 
Laplace,  dont  l'importance  au  point  de  vue  géomélricpie  s'accroît 
à  chaque  instant,  y  sont  étudiées  d'une  façon  romplèt(\  Le  Li\ie 
contient  aussi  de  nombreuses  applications  de  cette  thét>rie  analv- 

(')  \()ii-  Ihtlletin  dea  Sciences  ni(it/iéfH(ifi(/ucs,  t.   WWIII.   p.  o3. 
Bull,  des  Sciences  rnalhein.,  2"  série,  l.  \l>.  (  Miii  i()i<i.)  11 
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li(jue  ;ui\  congriiences  de  droites,  de  cercles,  de  sphères,  à 
rOplique  géométrique,  aux  surfaces  dont  les  plans  principaux  sont 
conjugués  par  rapport  à  une  quadrique,  elc. 

Le  Livre  V  Iraite  des  Lignes  tracées  sur  Les  surfaces.  11  con- 
tient, en  particulier,  la  démonstration  des  belles  formules  de 
M.  Codazzi;  une  étude  des  géodésiques  ;  l'exposition  de  la  méthode 
de  Jacobi  en  Mécaniqne  analytique. 

Une  analyse  de  la  première  édition  de  la  Deuxième  Partie  ayant 
paru  dans  ce  Bulletin  ('  ),  je  me  borne  à  signaler  les  changements 
et  additions  qui  figurent  dans  cette  nouvelle  édition. 

Au  Chapitre  IV,  Livre  IV,  l'Auteur  applique  la  méthode  de 
Riemann  à  l'équation  E  ([3,  P'),  c'est-à-dire  à  l'équation 

d^z  S'       dz  8        dz 

'  =  o. 


dx  dv        X  —  y  ôx        x  — y  ày 

Dans  le  cas  où  [^  :=:  ^',  Poisson  a  donné,  sous  forme  de  qua- 
drature, une  intégrale  de  cette  équation  qui  contient  deux  fonc- 
tions arbitraires  d'une  variable.  Ce  résultat  a  été  étendu  par 
M.  Appell  au  cas  où  ^  et  p'  sont  quelconques.  Pour  montier  que 
l'intégrale  ainsi  obtenue  est  bien  l'intégrale  générale,  c'est-à-dire 
satisfait  aux  fonctions  aux  limites  de  Cauchy,  M.  Darboux  se  sert 
d'une  solution  particulière  w(x,  j^,  x^^y^)  de  l'équation  adjointe 
de  Riemann.  Or,  par  une  transformation  simple,  l'équation  E(P) 
se  ramène  à  la  forme 

âx  ày        (  [3  —  X  —  y  y 

Pour  p  infini  elle  se  réduit  à 

d'-z 

—  -s. 


âx  dy 


qui  est  une  transformée  de  léquation  des  télégraphistes.  La 
méthode  de  Riemann  peut  donc  s'appliquer  à  cette  équation. 
L'Auteur  étudie  aussi  l'équation  des  télégraphistes  sous  la  forme 
même  oCi  elle  se  présente  en  Physique  mathématique,  c'est-à-dire 
à  l'équation 

(')  Voir  Bulletin  des  Sciences  nialkéniatitjues.  l    Mil,  1889,  p.  '2\i-Jthi. 
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qui,  par  une  transforma  lion  simple,  se  ramène  à 

d^  u        d^  u 

Dans  le  même  Chapitre,  TAuteiir  démontre  la  propriélé  géné- 
rale suivante  : 

Etant  donnée  i  équation  linéaire 

ô'-z  àz         ,  dz 


dx  ôy  dx  ôy 

dont  les  coefficients  «,  6,  c  sont  développables  en  séries  entières 
par  rapport  à  x  —  Xç^^  y  — jKo?  il  existe  une  solution  de  V équa- 
tion aux  dérivées  partielles  se  réduisant  pour  y  =yo  à  une 
fonction  '^(x)^  développable  suivant  les  puissances  de  x  —  jTq, 
et  pour  x^=x^)  à  une  fonction  '^{y)  développable  suivant  les 
puissances  de  y  — j^'o. 

On  doit  évidemment  avoir  'f  (^o)  =^  4*0  o)* 

Ce  théorème  est  démontré  de  deux  manières  diirérentes.  D'une 
part,  comme  dans  la  première  édition,  par  l'emploi  de  dévelop- 
pements en  séries  et  la  considération  des  fondions  majorantes. 
D'autre  part,  la  seconde  édition  contient  une  démonstration  nou- 
velle, en  faisant  usage  de  la  méthode  des  approximations  succes- 
sives de  M.  Emile  Picard.  Cette  méthode  permet  même  d'étendre 
le  théorème  aux  équations,  plus  générales,  de  la  forme 

dxôy  ~^  \'  ^'  "'  Ox  '  ôy  ]  ' 

Je  signale  enfin  (Livre  V,  Chap.  Jll,  §  106)  une  étude  sui-  le 
pinceau  formé  par  les  normales  à  une  surface  cpii  sont  liiliniment 
voisines  d'une  normale  donnée.  Une  représentation  gé()nu'li'l(|nc 
élégante  permet  de  voir  facilement  tous  les  résultats. 

La  Deuxième  l^arlie  se  termine  par  trois  Notes  cpii  ont  clé 
ajoutées  dans  la  nouvelle  éditit)n. 

La  Noie  I  est  intitulée  :  Sur  différentes propiié tés  des  trajec- 
toires orthogonales  cV une  congruence  de  courbes.  1/ Autcui-  con- 
sidère une  congruence  de  courbes  délinies  par  les  C([u;ilu)ns  diilé- 

renlielles 

dx        dy        dz 


c  c  c 
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où  c,  c\  c"  sont  des  fondions  de  x^  y^  z  qui  salisfonl  à  la  relation 

^2  _i     n'I.  -1-  r-"2 


C"^  =  I. 


Par  un  point  M  de  l'espace  passe  uuo  cour])e  de  la  congruence,  la 
tangente  en  M  à  cette  courbe  est  la  droite  D  cpii  a  pour  cosinus 
directeurs  c,  c',  c" . 

Les  trajectoires  orthogonales  de  ces  courbes  satisfont  à  l'unique 
équation  dilï'érentielle 

c  dx  -h  c  dy  H-  c"  dz  =  o, 

qui  est  une  équation  de  Pfaff. 
Si  la  quantité  I 


ôz         dy  J  \âx        dz  j  \dy        àx 

est  nulle,  l'intégrale  générale  de  l'équation  différentielle  est  de  la 
forme 

de  sorte  que,  dans  ce  cas,  les  courbes  cherchées  sont  situées  sur 
une  surface  de  la  famille  y  ^  C"'. 

Dans  le  cas  contraire,  les  courbes  satisfaisantes  dépendent  d'une 
fonction  arbitraire  d'une  variable.  On  peut,  par  exemple,  se 
donner  arbitrairement  y  en  fonction  de  x  ;  en  substituant  dans 
l'équation  de  Pfaff,  on  aura  une  équation  différentielle  ordinaire 
pour  déterminer  z  en  fonction  de  x.  Soit  $  l'ensemble  de  ces 
courbes.  Une  courbe  <ï>  passant  par  M  a  pour  tangente  une  droite 
MT  normale  à  D  ;  il  y  a  une  infinité  de  courbes  ^>  tangentes  à  MT; 

|)Our  toutes  ces  courbes  le  rapport  -j-  est  le  même. 

Pour  étudier  les  propriétés  infinitésimales  de  ces  courbes, 
M.  Darboux  fait  correspondre  à  chaque  point  M  de  l'espace  un 
trièdre  trlrectan^le  dont  l'axe  des  z  est  la  droite  D,  l'axe  des  x 
est  choisi  arbitrairement  dans  un  plan  perpendiculaire  à  D.  Soient 
alors  :  w  l'angle  que  fait  la  tangente  MT  avec  l'axe  des  :r  du  trièdre; 
m  l'angle  que  fait  la  normale  principale  à  la  courbe  <I>  avec  l'axe 
des  ^  ;  G  le  rayon  de  courbure;  t  le  rayon  de  torsion  de  la  courbe. 

^,  ,  .  cosro         I         dm  ,  ^ 

Un  trouve  (jue  les  expressions et  -  -h  —r-  sont  les  mêmes  pour 
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loiites  les  courbes  <I>  ajant  la  même  tangente  au  point  M.  Par 
analoi;ie  avec  ce  qui  se  passe  pour  lescourbes  tracéessur  une  surface, 
on  donne  à  ces  expressions  les  noms  de  courbure  normale  et  de 
torsion  normale.  (Correspond  à  la  torsion  géodésique  des  courbes 
d'une  surface.)  L'Auteur  rattache  à  cette  question  les  propriétés 
infinitésimales  d'un  pinceau  de  droites  établies  j)ar  Hamilton  et 
Kummer. 

La  Note  TI  est  consacrée  an  mouvement  des  corps  pesants  et 
au  principe  de  la  moindre  action. 

On  sait  combien  sont  délicates  tontes  les  questions  qui  se 
rattachent  au  calcul  des  variations;  la  question  du  minimum  al)solu 
surtout.  L'Auteur  a  pris  le  cas  simple  du  mouvement  parabolique 
des  points  pesants  ;  question  que  M.  J.  Hadamard  a  examinée  dans 
son  Traité  du  Calcul  des  variations.  On  sait  que  si  l'on  considère 
toutes  les  trajectoires  issues  d'un  point  A  avec  la  même  vitesse 
initiale,  ces  trajectoires  ont  une  enveloppe  qu'on  appelle  la  para- 
bole de  sûreté.  Le  sommet  O  de  la  parabole  de  sûreté  est  sur  la 
verticale  du  point  A,  la  tangente  au  sommet  est  une  borizon- 
tale  Ox.  Cette  droite  Ox  est  le  lieu  des  points  où  un  mobile  libre 
ou  gêné  arrive  avec  une  vitesse  nulle  ;  c'est  aussi  la  directrice  de 
toutes  les  paiaboles  trajectoires.  Par  un  point  B  situé  à  l'intérieur 
de  la  parabole  de  sûreté  passent  deux  trajectoires.  Considérons 
Tune  de  ces  trajectoires  qui  toucbe  la  parabole  de  sûreté  en  B' ; 
si  le  point  B  est  placé  sur  l'arc  AB',  laclion  pour  l'arc  AB  est  un 
minimum  relatif;  si  le  point  B  est  au  delà  de  B',  Taclion  cesse 
d'être  un  minimum,  même  si  l'on  se  borne  à  la  comparer  aux 
(chemins  infiniment  voisins.  Mais  sur  l'arc  VIV  le  minimum  absoli; 
cesse  aviint  d'airiver  au  [)oint  B'.  Supposons  (pic  le  lait  se  produise 
pour  un  point  B  et  soit  O'  la  projection  de  B  sur  O./',  le  ciiemin 
(pii  réalise  le  minimum  absolu  de  l'action  est  composé  de  la  \eiti- 
cule  AO,  de  l'horizontale  00'  et  de  la  verticale  O'IL  La  position 
limite  des  points  B  est  fixée  par  une  courbe  du  huitième  degré, 
tangente  en  O  à  Ox  et  située  toul  entièie  à  l'intérieui-  de  la  para- 
bole de  sûreté.  Cette  courbe  coupe  la  liajecloire  en  deux  points 
au  moins,  ceux  qui  sont  le  plus  rap[)ro(diés  de  A,  à  droite  et  à 
gauche  sont  ceux  pour  lescpiels  Taclion  à  partir  de  \  cesse  d  èlre 
minimum. 

La   Note   NI    est   consacrée  à   la   Hcchcrchc  des  ('(/aalio/is  de 
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Laplace  qui  admettent  des  solutions  particulières  liées  par 
une  relation  quadratique  à  coefficients  constants. 

L'Auteur  mon  Ire  coinmenl,  en  parlant  d'une  é(|  nation  de 
La[)lace,  qui  admet/?  solutions  Q,,  0^,  ...,  0^,  liées  par  la  relation 

on  |)ent  en  déduire  une  nouvelle  équation,  ayant  la  même  pro- 
priété, seulement />>  esl  remplacé  par/^  +  i  ou  p -\- i.  On  forme 
ainsi,  de  proche  en  proche,  les  systèmes  cherchés,  en  partant  d'un 
résc  lu  [)lan  orlhogonal  qui  correspond  au  cas  de  /?  =  4* 

Cette  rapide  analyse  suffît  à  montrer  (ont  l'intérêt  que  présente 
ce  second  Volume  ;  je  suis  j)ersuadé  qu'il  trouvera  auprès  du  public 
géomètre  le  même  bon  accueil  que  le  Volume  analogue  de  la 
première  édition. 

C.     GuiCHARD. 


GIBB  (David).  —  A  coursr  in  Interpolation  and  nurierical  Intégra- 
tion, for  tJie  matheniatical  Laboratory.  (Edinburgli  mathemaLicai 
Tracts,  n"  2).  i  vol.  in-8,  vni-90  pages.  London,  G.  Bell  and  Sons,  191'). 

CVHSE  (G.-A.)  and  SHEARER  (G.).  —  A  course  in  Fourier's  Analysis 
AND  Periodocram  Analvsis,  /o/"  the  matheniatical  Laboratory.  (Edin- 
hiiii^li  luiitliemalical  Tracts,  11"  i).  1  vol.  in-<S,  viii-GG  pages,  1  j)Ianche. 
Eondoii,  (f.  I)t*||  and   Sons,   191  3. 

Ces  petits  Volumes  appartiennent  tous  deux  à  la  série  des  Edin- 
burgJi  matheniatical  Tracts  ;  ils  trailent  principalement,  le  pre- 
mier de  l'interpolation  parabolique,  le  second  de  l'interpolation 
périodique.  Ainsi  le  second  est  la  suite  naturelle  du  premier  et 
nous  en  rendrons  compte  en  même  temps. 

Voici  la  liste  des  titres  des  Chapitres  qui  donnera  une  idée  suffi- 
samment exacte  du  contenu  des  deux  Ouvrages.  Pour  le  premier  : 
lluiorèmes  sur  le  calcul  des  différences  finies^  Formules  d'in- 
terpohition,  Construciion  et  usage  des  Tables  mathématiques^ 
Intégration  numéricjue ;  pour  le  second  :  TJiéorème  de  Fourier^ 
Evaluation  pratique  des  coefficients^  Périodogram,mes^  Fonc- 
tions sphériques. 

JI  y  a  de  plus,  dans  le  |)remier,   une  introduction  relative  aux 
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tables  et  instnimenls  dont  on  recommande  l'usage,  au  choix  du 
papier  à  employer,  etc.  Une  grande  partie  du  texte  est  en  appli- 
cations et  exemples  numériques,  de  sorte  qu'il  reste  à  peu  près 
go  pages  de  fond;  dimensions  peut-être  un  peu  restreintes. 

Evidemment,  ces  Ouvrages,  d'un  caractère  pratique,  ne  pour- 
raient que  perdre  à  des  développements  par  trop  exagérés,  mais 
nous  aimerions  cependant  à  y  trouver  un  peu  plus  de  renseigne- 
ments sur  la  validité  des  formules  employées,  soit  au  point  de 
vue  mathématique  (conditions  de  grandeurs  relatives  aux  déri- 
vées, etc.),  soit  au  point  de  vue  expérimental  (accord  des  résultats 
calculés  avec  ceux  observés).  Il  ne  faudrait  pas  que  l'éludiant 
s'imaginât  que,  connaissant  les  valeurs  d'une  fonction  pour  cer- 
taines valeurs  de  la  variable,  et  rien  de  plus  ^  il  connaît  cette  fonc- 
tion. En  tout  cas,  ce  n'est  qu'en  introduisant  des  considérations 
de  ce  genre  qu'on  peut  se  rendre  compte  de  l'approximation,  ou 
de  la  probabilité  des  résultats  obtenus.  Et  quel  Intérêt  a  un  ré- 
sultat si  l'on  ne  sait  rien  sur  son  appioximation  ou  sur  sa  proba- 
bilité? 

E.   Cahen. 


MIEHAUD  (Georges)  et  POUGET  (Edouard).  —  Cours  m:  Géométrie 
ANALYTIQUE.  II  :  Géoînétrie  à  (fois  dimensions,  i  vol.  gr.  in-S",  iGj  li- 
gures dans  le  texte,  iii-4'^i  pages.  Paris,  Eélix  Alcan,  191:'). 

Le  IP  Volume  de  la  Géométrie  analvtlque  de  M\J.  Mllhaud  et 
Pouget  est  consacré  à  la  Géométrie  de  respace.  Il  est  rédigé  confor- 
mément aux  programmes  de  la  classe  de  Malhémal  npics  spéciales: 
à  vrai  dire,  il  n'en  dépasse  pas  le  cadre  :  pcul-«''ti(',  pounait-on 
objecter  que  l'étude  des  surfaces  léglées  et  développabh^s,  celle  des 
lieux  géométriques  et  des  envelop|)es,  neliguienl  pas  explicitement 
dans  ces  programmes.  Mais  ces  théories  donnent  lieu  à  des  applica- 
tions si  importantes  et  si  nombreuses,  (pj'il  n'est  guère  possibliMle 
les  passer  sous  silence;  les  Auteurs  se  sont  d'ailleuis  borni's  à  en 
indiquer  les  éléments  indispensables.  Sjslémaliquemenl,  ils  ont 
évité,  dans  leur  Livre,  tous  les  développements  peu  iitih>s;  dans 
les  questions  d'ordre  général,  ils  se  sont  l)()rn('s  à  nicnlionnci-  les 
cas  exceptionnels.  La  rédaction  csl  conçue  dans  le  mèuic  esprit  Ac 
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clarté  et  rie  simplicité  que  celle  du  précédent  Volume,  et  la  rigueur 
n'en  souffre  aucunement.  Aus>i,  à  lotis  points  de;  \ue,  rOiivrage 
de  MM.  Millmud  et  Pouget  a-l-il  une  liante  valeur  j)é(iagogique  : 
il  n'est  pas  écrit  j)Our  des  professeurs  désireux  de  compléter  leurs 
connaissances,  mais  bien  pour  des  j<'unes  gens  qui,  préparant  un 
concours  difficile,  doivent  s'épargner  tout  labeur  peu  profitable. 
C'est  donc  ajuste  titre  que  M.  Emile  Borel  a  écrit  dans  la  Préface 
du  premier  Volume  :  a  Les  élèves  se  trouveront  rapidement  en 
confiance  auprès  de  jeunes  mailres  qui,  les  connaissant  bien, 
savent  comment  il  faut  leur  parler  pour  être  écouté  et  com|)ris; 
leuis  professeurs  pourront  garantir  d'ailleurs  que  cette  confiance 
est  justifiée  par  la  méthode  sure  et  la  probité  scientifique  des 
Auteurs.  »  Passons  maintenant  en  revue  quelques  points  impor- 
tants de  l'Ouvrage. 

J^e  Chapitre  1  traite  des  svstèmes  de  coordonnées,  des  formules 
donnant  en  axes  quelconques  la  distance  d'un  point  à  l'origine  et 
l'angle  de  deux  demi-droites,  puis  du  changement  d'axes  :  à  ce 
propos,  mention  a  été  faite  de  la  théorie  des  substitutions  ortho- 
gonales, qui  jouent,  dans  nombre  de  doctrines  mathématiques,  un 
rôle  prépondérant.  Pour  terminer,  quelques  généralités  sur  la 
représentation  analytique  des  surfaces  et  des  courbes. 

Le  Chapitre  II  est  consacré  au  plan  et  à  la  droite,  f^es  Auteurs 
démontrent  que  l'équation 

A  a?  -h  By  4-  G  s  -h  D  =  o 

représente  un  plan,  en  prouvant  qu'elle  définit  le  lieu  d'une  droite 
de  direction  fixe  et  s'appujant  sur  une  droite  fixe.  La  condition  de 
parallélisme  de  deux  plans  est  d'abord  obtenue  en  écrivant  que 
leurs  traces  sur  deux  plans  de  coordonnées  sont  j)arallèles,  puis  se 
retrouve  dans  l'élude  des  intersections  de  plans.  Signalons  aussi 
les  expressions,  en  fonction  de  trois  paramètres  homogènes,  des 
coordonnées  d'un  |)oint  d'un  plan  donné  par  trois  points  et  la 
résolution  géométrique  de  l'inégalité  du  premier  degré  à  trois 
inconnues.  Le  calcul  des  coordonnées  d'un  point  d'une  droite  en 
fonction  d'un  paramètre  conduit,  comme  application,  à  la  recherche 
du  centre  des  dislances  proportionnelles  et  à  la  définition  des  coor- 
données barjcentriques  d'un  point.  J/étude  des  intersections  de 
droites  et  de  plans,   faite  d'abord    par  une  méthode  directe,   est 
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reprise  ensuiU;  au  moyen  des  coordonnées  homogènes,  qui,  par 
l'introduction  des  élémenls  à  l'infini,  permettent  de  donner  aux 
énoncés  une  forme  tout  à  fait  générale.  Les  formules  d'angles  et  de 
distances  ne  sont  établies  qu'en  axes  rectangulaires  :  loules  les 
questions  de  doubles  signes  qu'elles  soulèvent  ont  été  élucidées 
avec  grand  soin;  de  plus,  là  comme  ailleurs,  les  Auteurs  ne  craignent 
pas  de  donner  à  l'élève  des  conseils  pratiques,  en  lui  indiquant, 
parmi  les  méthodes  de  calcul,  celles  qui  sont  les  plus  rapides.  Des 
notions  sur  les  éléments  imaginaires  et  sur  les  faisceaux  homogra- 
phiques  de  plans  complètent  cette  étude. 

Rien    de    particulier  à   dire    de    la    sphère,    qui    lait  l'objet    du 
Chapitre  suivant  et  dont  la  théorie  n'est  que  la  généralisation  de 
celle  du  cercle.  Les  Chapitres  IV  et  V  roulent  sur  les  courbes  : 
l'étude  en  est  [)résentée  d'une  manière  fort  remarquable,  et  il  y 
aurait    beaucoup   à    dire  à   ce   sujet.  Nous  ne    pouvons  que   men- 
tionner ici   quelques  points  particulièrement  intéressants  :  après 
avoir  défini  la  tangente  et  le  plan  osculatcur,  les  Auteurs  insistent 
sur  une  propriété  caractéristi(jue  de  ces  élémenls  :  «  Si  Ton  mène 
par  un  point  M,,  d'une  courbe  un  j)lan  arbitraire  P,  la  distance  à  ce 
plan  d'un  point  M,  de  la  courbe,  infiniment  voisin  de  Mq,  est  infi- 
niment petite  avec  Mo  M,  el  en  général  du  même  oidre  que  MqM,  ; 
elle  sera  au  moins  du  second  ordre  si  le  plan  P  contient  la  tangente 
à  la  courbe  et  seulementdans  ce  cas;  pour  qu'elle  soit  du  troisième 
ordre,  il  faut  et  il  suffit  que  le  plan  P  soit  le  plan  osculateur.  »  La 
disposition  de  la  courbe  par  rapport  au  plan  osculateur  est  étudiée 
avec    quelque    détail.    Cliemin  faisant,    est    résolue   une    question 
importante  pour  les  applications  :  reconnaître  dans  quelles  condi- 
tions les  équations 

x=J\t),  y  =  ir{h,  z  =  /i{f) 

représentent  une  courbe  plane.  Démonslraliou  ('>t  donnée  ilu  lail 
([u  il  en  est  ainsi  lorsque  le  [)lan  osculateur  passe  par  un  point 
fixe.  ()uel(pies  mots  sur  l'étude  (Tune  (M)uib('  di'linie  connue  inlcr- 
seclion  de  deux  surfaces  et  nous  passons  aux  propriétés  intiin- 
sè(pies  des  courbes  gauches  :  la  courbe  se  dc-linit  pai-  rindieati  iee 
sphérique;   on   obtient    le   centre   de   courbure,  eu   porlanl    >nr   la 

normale  principale,  (i(tits  Ir  srns  f>osi///\  une  longu-Mir  égale  a  —- 
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Celle   (léfiniLion  pouvant    se-nibler  ai'hitraire,   les  Auteurs   la   légi- 
limenl  en  monlrant  : 

i^  Qu'elle  concorde  bien  avec  les  définitions  relatives  aux  courbes 
planes; 

2"  Que  le  centre  de  courbure  en  un  point  M  d'une  courbe  gauche 
coïncide  avec  le  centre  de  courbure  en  M  de  la  piojeclion  de  la 
courbe  sur  le  plan  osculaleur  en  ce  point  (^). 

Une  étude  de  rhélice  circulaire  et  des  notions  sur  les  hélices 
quelconques  fournissent  l'illustration  tout  indiquée  de  cette 
théorie. 

Les  Chapitres  suivants  (Vf,  \'IT,  Vlll,  IX)  ont  pour  objet  prin- 
cipal les  propriétés  des  surfaces.  Là  encore,  les  Auteurs  ne  perdent 
pas  de  vue  les  applications  :  ils  indiquent  sur  des  exemples  numé- 
riques la  marche  à  suivre  pour  étudier,  par  des  sections  planes,  la 
forme  d'une  surface  dont  on  donne  l'èqualion.  Comme  cas  particu- 
liers de  surfaces  définies  paramétricpiemeut,  ils  mentionnent  les  sur- 
faces de  Iranslation  et étudientles  plans  tangents  auxsurfacesréglées. 
Parmi  les  surfaces  algébri(jues,  ils  réservent  une  large  place  à  celles 
qui  sont  unicursales,  faisant  voir  par  des  exemples  la  difierence 
entre  une  représentation  normale  et  une  représentation  anormale, 
et  mettant  en  garde  l'élève  tenté  de  faire  des  généralisations  liâtives, 
en  lui  montrant  les  difficultés  que  soulève  la  détermination  du 
degré.  L'étude  des  courbes  algébriques  est  une  question  non 
moins  délicate  :  les  Auteurs  se  bornent  à  quelques  indications,  ajani 
Irait  surtout  aux  courbes  unicuisales  qui  se  présentent  fréquem- 
ment dans  les  problèmes,  (hiant  à  la  recherche  de  la  courbure  des 
sections  j)lanes  d'une  surface  en  un  point  simple,  elle  se  trouve 
développée  par  deux  méthodes  : 

['*  On  prend  pour  axe  Oz  la  normale,  et  pour  phai  .xOy\e  plan 
tangent  au  point  O  considéré.  On  établit  ainsi  Texistence  d'une 
conique  dite  indicatrice^  (|ui  représente  les  variations  de  la  cour- 


(')  Me  risquerais-je  à  demander  s'il  y  aurait  eu  ij)convénient  à  riientionnor  à 
cet  égard  Id  propriété  suivante,  qui  donne  un  inlérèt  capital  à  la  délinition  du 
centre  de  courbure  :  la  limite  de  Vintersection  de  deux  plans  normaux  infini- 
ment voisins  est  une  perpendiculaire  au  plan  osculateur,  menée  par  le  centre 
de  courbure. 
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l)iire  (riine  section  passant  par  Oz.  Des  propriétés  de  celle  conique 
l'ésulte  la  constance  (\e  la  somme  des  courbures  de  deux  sections 
normales  rectangulaires. 

2"  On  utilise  les  formules  de  Frenet   et   l'on  obtient  l'égalité 
classique 

cosO         /-a'--!- 2  5x3  H-  i  &- 


cjui  montre  que  deux  courbes  de  la  surface  ayant  le  même  plan 
osculateur  en  un  de  ses  points  ont  aussi  le  même  ravon  de  cour- 
bure. 

Une  part  très  large  a  élé  faite  dans  la  suite  aux  ap|)lications  de 
l'indicatrice,  qui  permet  par  exemple  de  construire  les  tangentes  à 
l'intersection  de  deux  surfaces  en  un  point  où  les  plans  tangents 
coïncident.  A  noter  aussi  (juc  la  recliercbe  des  maxinia  et  mininia 
d'une  fonction  de  deux  variables  est  une  question  connexe  des 
précédentes.  Quelques  éléments  sur  le  cab-ul  des  aires  et  volumes 
terminent  ces  considérations. 

Kn  ce  ([ui  concerne  les  lieux  géométriques,  les  développements 
purement  théoriques  ont  été  réduits  au  strict  minimum,  j)()ur 
laisser  place  à  de  nombreux  exemples  numériques.  La  théorie  des 
envelo|)pes,  qui  fait  suite,  est  traitée  dans  le  même  esprit; 
les  Auteurs  ontétudié,  avec  cpielque  détail,  l'enveloppe  d'un  plan, 
dépendant  d'un  ou  de  deux  paramètres,  en  insistant  sur  la  dillr- 
rence  essentielle  entre  les  |)lans  tangents  à  une  surface  dévelop- 
pable  et  les  plans  tangents  à  une  surface  qui  ne  l'est  j)as.  Un  mot 
seulement  est  dit  des  familles  de  courbes  gauches  à  un  paramétre 
pour  montrer  qu'en  général  elles  n'aduiellent  pas  d'enveloppe. 
Enlin  des  notions  sur  la  recherche  des  courbes  satisfaisant  à  un 
système  de  deux  équations  différentielles  terminent  ce  Chapitre.  Là 
encore,  (juehpies  exemples  bien  choisis  suflisent  à  donner  I  niée 
d'une  théorie,  dont  le  développement  eùL  dépassé  le  cadre  de 
l'Ouvia<;e. 

i.a  (indu  Volume  (Chap.  XI  à  \\  NI  inclus')  (>>i  léscrxée  aux 
surfaces  du  second  ordre.  Nul  n'ignore  ipie  rinij)ort;inee  donnée  à 
eeltf  |)arti(Mlu  (^ours  est  aujourd'hui  phi^  restrcinle  (pi  aiil  relois. 
Avec  juste  raison,  on  a  supprimé  un  grand  nombie  de  questions 
iH'Ialives  aux   (pia(bi(pies   représenti'cs    j)ai'   Técpialion    littérale   la 


i56  PREMIÈRi:   PARTIE. 

pins  générale,  el  aussi  loiiL  ce  qui  louclie  à  la  lliéoiie  des 
invariants  des  formes  Cjuadratir|ues.  Mais,  s'il  iinporle  de  ne  pas 
surcharger  innlilenienl  la  mémoire  des  élèves,  il  sérail  louL  aussi 
regrettable,  tond)ant  dans  Texcès  contraire,  de  rechercher,  anx 
dépens  de  la  rigueur,  une  apparente  simplicité.  A  exposer  sur  des 
exemples  numéricpies  la  réduction  de  ré(]uation  du  second  degré, 
on  risque  fort  de  compromettre  l'exposition  d'une  théorie  vraiment 
indispensable.  A  ce  point  de  vue,  MM.  Milhaud  et  Poiiget  sont 
restés,  semble-t-il,  dans  un  jusie  milieu.  Sans  encombrer  la 
rédaction  de  formules  pénibles  et  inuliles,  ils  n'ont  pas  craint 
d  exposer,  dans  leurs  éléments  essentiels,  les  théories  générales 
importantes.  Voici  maintenant  cpielques  d('tails. 

Ui»  ])remier  mode  de  classification  est  oblenn  par  la  recherche 
des  points  doubles  :  les  quadriques  décomposées  étant  mises  à  part, 
il  correspond  aussi  à  la  division  de  ces  surfaces  en  quadriques 
développables  et  non  développables.  L'étude  des  points  à  l'infini 
ou  la  décomposition  en  carrés  (')  fournissent  une  deuxième  classi- 
fication :  cette  méthode  présente  en  même  temps  l'avantage 
d'amener  aux  formes  réduites  sous  lescpielles  l'étude  géométrique 
est  immédiate.  Ces  formes  donnent  en  |)articulier  des  modes 
simples  de  génération  de  la  surface.  Par  exemple  :  u  Un  ellipsoïde 
est  le  lieu  d'une  ellipse  variable  (pii  demeure  homothétique  à  une 
ellipse  fixe,  et  dont  les  exirémités  d'un  diamètre  décrivent  une 
ellipse  fixe.  »  Dans  le  même  ordre  d'idée,  tout  paraboloïde  |)eut 
être  considéré  comme  une  surface  de  translation.  De  la  théorie  des 
pôles  et  polaires,  qui  fait  suite,  on  peut  déduire  celle  des  centres 
et  diamètres  (n"  lo2).  Celle-ci  peut  encore  être  traitée  directement 
et  c'est  là  l'objet  du  Chapitre  XII  :  les  discussions  relati\es  à  ces 
éléments  n'ont  été  faites,  comme  l'indique  le  programme,  (pie  sur 
les  équations  réduites.  Ayant  prouvé  l'existence  d'une  infinité  de 
trièdres  dont  les  arêtes  ont  des  directions  diamétrales  conjuguées, 
et  par  rapport  auxquels  les  termes  rectangles  s'évanouissent  dans 
[  équation  de  la  surface^  nous  apprenons  maintenant  (pie  l  un  au 
moins  de  ces  trièdres  est  trirectangle.  Ceci  nous  conduit  à  la 
méthode  pratique  de  réduction  d'une  quadrirpie  en  axes  reclangu- 


{')  Lit  tliéorie  etémentaire  de  la   tléconipositioii   en   carrés  est  exposée  clans  ie 
Tome  I,  ir  134, 
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laires  :  à  ce  propos,  tontes  considéralions  d'invariants  ont  clé 
bannies;  après  une  étude  algébrique  directe  de  l'équation  en  S,  les 
résultats  obtenus  sont  apph'qués  à  la  recherche  des  directions 
principales;  celles-ci  une  fois  connues,  une  translation  d'axes 
conduit  à  la  réduction  demandée.  Cette  méthode  permet  également 
de  rechercher  les  éléments  de  symétrie  de  la  surface.  A  noter,  à  ce 
sujet,  une  propriété  intéressante  du  paraboloïde  équilalère  :  l'une 
des  génératrices  du  sommet  est  axe  de  symétrie  sans  être  pour  cela 
un  diamètre.  Un  paragraphe  est  ensuite  consacré  à  l'équation 

-1/2  ^2 

- — h  —  =  nx  —  Ix'^ 

p       q 

qui  constitue  une  forme  réduite  commune  aux  quadriques  sans 
point  double,  et  qui  |)ermetde  considérer  les  paraboloïdes  comme 
les  limites  d'ellipsoïdes  ou  d'hyperboloïdes.  Ayant  recherché  les 
conditions  d'homothétie  de  deux  surfaces  du  second  ordre,  les 
Auteurs  se  bornent  à  une  indication  sur  la  recherche  des  sections 
homothétiques  de  deux  quadriques  quelconques,  problème  qui 
compiend,  comme  cas  particulier,  la  détermination  des  sections 
circulaires. 

Les  Chapitres  suivants  (XIV,  XV,  X\  1)  étudient  ces  surfaces 
sur  leurs  équations  réduites  :  d'abord,  les  cônes  et  cylindres  qui 
jouent  un  rôle  important  dans  la  théorie  de  toute  autre  quadrique 
(un  mol  est  dit  des  cônes  supplémentaires  et  du  cône  écpiilatère), 
puis  les  quadriques  à  centre  non  développables,  enlin  les  parabo- 
loïdes. La  théorie  des  génératrices  rectiligncs,  imporlanle  pour 
la  génération  des  quadriques  réglées  et  leur  représenlation  uni- 
cursale,fait  l'objet  d'une  étude  détaillée  (Chap.  W  II).  Los  Auteurs 
msistent,  en  particulier,  sur  la  notion  de  rapport  anharmonnpic  de 
qiiatre  génératrices  d'un  même  système. 

La  détermination  des  quadriques  et  I  étude  d(^  I  inlersechon  de 
deux  quadriques  ont  été  très  sagement  réduites  à  leurs  éléments 
essentiels.  En  particidier,  les  faisceaux  de  quadricpies  ont  été  laissés 
de  (M^té.  En  revanche,  toutes  les  propiiétes  (pu  IiouncmI  en  (  k'o- 
métrie  descrij)ti\e  une  ap[)li('alion  directe  ont  elc  chuliecs  .ivec 
quelque  tiétail.  Les  Auteurs  ('lablissent  en  piirliriili(M'  deux  pro- 
Jtri('l(''s  iinporUintes  des  bicpiadratiqiu^s  : 
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i"  La  |)rojechon  d'nne  (elle  courl^e  sur  un  plan  possède  en 
général  deux  poiuls  doubles; 

2"  Pour  (|ue  l  intersection  de  deux  quadriques  (non  dévelop- 
pables)  présente  un  point  double,  il  faut  et  il  suffit  que  ces  deux 
surfaces  soient  tangentes.  La  bicjuadralicpie  est  alors  unicursale. 

Les  cas  où  l'inlersection  se  décompose  font  l'objet  d'une  étude 
spéciale. 

Enfin,  avec  juste  raison,  les  Auleurs  ont  réuni  dans  un  dernier 
Chapitre,  «  un  ensemble  de  notions  générales  »  relatives  aux  trans- 
formations, cjui  «  bien  que  ne  (îgurant  pas  dans  le  programme  de  la 
classe  de  spéciales,  doivent  intéresser  les  bons  élèves  également 
soucieux  de  leui'  cuhuie  inatbémalique  et  de  leur  réussite  aux 
concours  ».  Mention  j  est  faite  de  limportante  nolion  de  groupe. 
Les  transformalions  liomographiques  y  .'^ont  étudiées  d'une  manière 
assez  complète.  Quelques  notions  sur  l'inversion  et  sur  la  transfor- 
mation par  dualité  complètent  ce  Chapitre. 

11  y  aurait  encore  beaucoup  à  dire  sur  cet  Ouvrage  qui  porte  en 
lui-même  les  fruits  de  l'expérience  acquise  [)ar  plusieurs  années 
d'enseignement.  Il  est  superflu  d'insister  ici  sur  la  manière  ave- 
nante dont  il  est  présenté  :  comme  dans  le  premier  Volume,  deux 
sortes  de  caractères  ont  été  adoptés,  afin  de  permetire  à  l'élève  de 
première  année  de  laisser  de  côté  les  questions  dont  la  connais- 
sance est  moins  urgente.  Le  texte  est  illustré  de  nombreuses  ligures 
qui,  par  leur  admirable  clarté,  parlent  aux  yeux  du  lecteur.  Enfin 
et  surtout,  l'enseignement  (jui  se  dégage  du  Volume  est  complété 
par  un  choix  d'exercices  nombreux  et  variés,  parmi  lesquels 
beaucoup  de  questions  d'examens;  en  particulier,  les  énoncés 
des  problèmes  proposés  à  l'Ecole  Polytechnique  et  à  l'Ecole  Nor- 
male supérieure  depuis  1904  sont  recueillis  à  la  fin  du  Traité. 

Sous  tous  les  rapports,  l'Ouvrage  de  MiM.  Milhaud  etPougetesl 
en  parfait  accord  avec  les  programmes  par  lesquels  l'enseignement 
des  Mathématiques  spéciales  a  été  rendu  plus  moderne.  Son  exposé 
constitue,  au  point  de  vue  de  la  Géométrie  analytique,  une  mise 
au  point  vraiment  définitive  des  matières  de  cet  enseignement. 
C'est  assez  dire  pour  laisser  entrevoir  le  profit  que  maîtres  et 
élèves  pourront  tirer  de  sa  lecture. 

G.    BOULIGAJXD. 
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LES  ÉTUDES  EXPÉRIMENTALES  SUR  LA  RÉSISTANCE  DE  L'AIR. 
LES  TRAVAUX  FRANÇAIS; 

Par  M.  L.  MARCHIS, 

Professeur  d'Aviation  à  la    Sorboniie. 

(  Suite.  ) 


Ces  diagrammes  font  connaître  en  fonction  de  V,  /i,  D  les 
diverses  valeurs  des  grandeurs  FI,  G,  ^1*^,  ^1^^,  p  qui  caractérisent 
une  hélice. 

Considérons  en  particulier  la  polaire  logarithmique 

On  a 

'^^  V'io  V'^t) 

cp  3        -  5        - 

'^^,lTfiï  =  'og^i'c-  "7^  v/«o  log/i  -  -=  /26  logD. 

Traçons  les  directions  On  et  OD  faisant  avec  la  dircclion  posi- 
tive de  l'axe  des  abscisses,  la  première  l'angle  a,  el  la  seconde 
l'angle  a2,  les  angles  a,  et  a^   étant  donnés  par  les  relations 

(8)  langai=3,  lànga2=5. 

Les  deux  écpiations  (7)  expriment  que,  au  conlour  O  Mî, 

r  V  ^r 

OA  =  log— -  ,         AB  =  log  -ff-: 

on  peut  substituer  le  conlour  0A|  B,C,  I),  cpii  a  n.ème  résultanle 
que  le  précédent.  Ce  nouxcau  conlour  ol  le!  (pie  : 

O/V,  est  parallèle  à  l'axe  des  — =:  et  a  noui'  i;iMn(leur  lo^  \  ; 


i6o  PREMIÈRE  PAUTIE. 

A,B,  est  parallèle  à  la  direclion  opposée  à  OD  et  a  pour  gran- 
deur \/2()  X  logD; 

13|  C,  est  paralIMe  à  la  diieclion  opposée  à  On  el  a  poui-  gran- 
deur v/(o  X  log/«  ; 

Cl  B  est  parallèle  à  l'axe  des     7'^,,.  el  a  pour  «landeur  loii^Jf^. 

Si  des  graduations  convenables  ont  été  failes  sur  les  divers  axes 
parallèles  aux  côtés  de  ce  contour,  il  est  facile,  ])ar  la  construction 


iMg.  3. 


A. 


>"a  //  D 


% 


de  celui-ci,  de  déterminer  l'un  des  vecteurs  connaissant  les  gian- 
deurs  des  autres.  Il  suffit  de  remarquer  que  le  contour,  partant 
du  point  O,  doit  toujours  aboutir  en  un  point  de  la  polaire  loga- 
lithmique. 

Nous   avons   admis,    à    titre    de   première    approximation,    que 

log    ^  '     est  représenté  par  une  seule  courbe  dans  le  plan 


ioc — r-'     loo    ..  .^„ 
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V 

En   réalité,   à  chaque   valeur  de   log— r^r  correspondent  dans   ce 

plan  diverses  valeurs   de   log    .^■!^-   Celles-ci  se  rapportent  à  des 

valeurs  différentes  de  /iD  ou  de  tt/zD  (vitesse  de  rotation  à  Textré- 

mité  de  la  pale).  Au  heu  d'avoir  pour  lo"'    ,  J:  „  une  seule  courbe 

représentative,  il  j  a  plusieurs  courbes,  dont  chacune  correspond 
à  une  valeur  particulière  de  nD. 

Toutefois,  poui-  des  valeurs  de  nD  variant  de  lo  unités 
(D  exprimé  en  mètres  ;  n  en  tours  par  seconde)  dans  le  champ  des 
valeurs  de  nD  comprises  entre  20  et  5o  (valeurs  usitées  actuelle- 
ment dans  la  pratique),  les  courbes  correspondant  aux  diverses 
valeurs  de  nD  sont  sensiblement  confondues  avec  une  courbe 
moyenne,  qui  est  celle  que  nous  considérons  ici. 


CHAPITRE  111. 
Les  résultats  des  expériences.. 

I.  —  Dans  quelles  limites  les  résultats  des  expériences  faites  sur 
les  modèles  peuvent  etre  applicables  aux  appareils  de  grandeur 
normale. 

Nous  avons  vu,  au  Chapitre  1,  que  les  expérimentateurs  avaient 
étudié  la  résistance  de  Tair,  soit  sur  des  modèles,  soit  sur  des 
appareils  de  grandeur  voisine  de  la  normale,  soit  sur  de  véritables 
aéroplanes,  i^es  résultats  les  plus  complets  et  les  plus  imporlanls 
ont  été  obtenus  par  M.  Eilfel  sur  des  modèles. 

Une  question  se  [)()se  iinnK'diatement.  Tous  ces  résullals  d'expé- 
riences sont-ils  comparables?  Dans  quelle  mesure  peul-on  utiliser, 
[)Our  les  appareils  réels  de  la  navigation  aérienne,  les  résultats 
d'expériences  exécutées  à  échelle  réduite? 

Considérons  un  corps  plongé  dans  l'air  cl  aninu'  d'tnK^  \itcsse 
de  translation  relative  V.  Si  S  est  une  surface  conNeuablenuMil 
choisie  (surface  de  l'aile,  surface  du  niailre  couple,  etc.),  la  insis- 
tance de  l'air  a  pour  expression 

(9)  R=--KSV^ 

K.  étant  une  grandeur  de  la  nature  d'une  densiU'. 

//////.  (/es  Sciences  nia(/u'fn  ,    >'   série,  t.  \1..  (  M.ii   it|i'>.)  ta 
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On  peut  énoncer  une  première  loi  suffisamment  approchée 
dans  un  grand  nombre  de  cas,  loi  connue  depuis  le  xvii''  siècle  et 
formulée  par  Hujgens,  Mariolte  et  Pardies  : 

Si  la  densité  de  l'air  est  la  même  (expériences  faites  dans  un 
air  sensiblement  à  la  même  température  et  à  la  même  pression),  le 
coefficient  K  dépend  uniquement  de  la  forme  du  corps  étudié. 

Pour  des  corps  semblables,  le  coefficient  K  est  constant,  quelle 
que  soit  la  valeur  de  la  vitesse  V.  La  réalisation  d'une  ex()érience 
en  petit,  semblable  à  une  expérience  en  grand,  est  facile;  on 
peut  choisir  à  volonté  Véchelle  du  modèle  et  la  vitesse  de 
V  expérience. 

Nous   avons  admis  que  le   corps   était  animé   dans    l'air  d'une 

translation.  \]\\ç,  telle  restriction  n'est  que  dans  le  langage.  Le 
mouvement  du  corps  dans  l'air  peut  être  plus  complexe,  accom- 
pagné par  exemple  de  rotation.  Tel  est  le  cas  d'une  hélice. 
Toutefois,  dans  ce  cas,  les  vitesses  périphériques  doivent  être, 
pour  le  modèle  et  l'appareil  en  vraie  grandeur,  dans  le  même 
rapport  que  les  vitesses  de  translation  ou  d\wancement. 

Pour  les  hélices  sustentatrices,  les  vitesses  d'avancement  sont 
nulles  et  cette  condition  est  remplie.  Si  D  est  le  diamètre  de 
l'hélice  et  n  le  nombre  de  tours  dans  l'unité  de  temps,  si  S  est  la 
surface  du  cercle  balayé  par  les  pales;  on  tire  facilement  de  la 
relation  (g)  les  lois  énoncées  en  190.3  par  le  colonel  Charles 
Renard.  Pour  des  hélices  semblables.,  on  a 

-^-=-  —  const.,         — -"-  =  const., 

II,  traction  de  l'hélice;  ^Jt^^,  puissance  utile  dépensée. 

Il  résulte  immédiatement  de  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut 
que  ces  formules  s'étendent,  avec  des  coefficients  différents,  aux 
hélices  propulsives.,  quand  la  combinaison  de  la  vitesse  d'avance- 
ment et  de  la  vitesse  de  rotation  donne,  pour  les  points  homo- 
logues,  des  vitesses  également  inclinées    sur  l'axe.    En  d'autres 

termes,  pourvu   que   les  valeurs  de  —r- soient   les  mêmes  pour 

deux    hélices    géométriquement   semblables,    les    lésultals   des 
expériences  faites  sur  l'une  d'elles  sont  applicables  à  l'autre.  On 
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peut  déterminer  la  traction  des  liélices  propulsives  géométrique- 
ment semblables  d'après   la   formule  (())  en    considérant  ([ue   le 

coeilicienl  R  est  une  fonction  de — pr  • 

Pour  des  ailes  d^ aéroplanes  et  pour  des  aéroplanes  entiers^ 
M.  Eiffel  considère  K  comme  une  simple  fonction  de  la  forme 
du  corps  étudié. 

M.  Eiffel  se  fonde  sur  la  comparaison  des  résultats  d'essais  faits, 
d'une  part  par  le  commandant  Dorand  sur  un  biplan  en  [)lein  vol, 
d'autre   part  par  lui-même   au    ventilateur  sur   un    modèle   de  cet 

aéroplane  construit  à  l'échelle  de  ——:• 

r.a  coïncidence  fies  résultais  obtenus  à  i  pour  loo  près  conduit 
M.  Eiffel  à  considérer  la  loi  énoncée  plus  haut  (loi  de  similitude 
supposant  K.  constant)  comme  rigoureusement  exacte. 

Nous  ne  croyons  pas,  avec  M.  Maurain,  cpie  cette  conclusion 
soit  justifiée.  Les  mesures  de  xM.  Eiffel  et  celles  du  commandant 
Dorand  n'ont  pas  été  faites  dans  les  mêmes  conditions  :  dans 
celles  de  M.  Eiffel,  le  modèle  de  l'hélice  était  fixe:  dans  celles  du 
commandant  Dorand,  1  hélice  tournait  en  avant  des  plans  susten- 
tateurs.  Or^  le  vent  de  l'bélice  a  sur  la  voilure  une  action  assez 
importante.  Il  semble  résulter  de  là  que  l'accord  à  i  pour  i  oo 
entre  les  résultats  de  M.  Eiffel  et  ceux  du  commandant  Dorand  ait 
comme  consé(pience  qne,  si  les  expériences  avaient  été  faites  dans 
des  conditions  réellement  comparables,  les  résultats  obtenus  au- 
raient présenté  une  certaine  divergence. 

Des  expériences  de  comparaison  sur  des  surfaces  et  leurs  mo- 
dèles réduits  (modèles  au  -j^)  ont  d'ailleurs  été  lallcs.  à  la  même 
vitesse  relative^  au  lahoratoire  de  Saint-Cjr  (méthode  du  chariot) 
et  au  laboratoire  Eilfel. 

Elles  n'ont  pas  montré  une  coïncidence  aussi  paifailc  (pic  les 
expéiiences  de  M.  Eiffel  comparées  aux  essais  du  commandiinl  I  )o- 
raud. 

Elles  ont  seulement  mis  en  évidence"  une  uirnh'  nUurc  dans 
l  ensemble  des  lésultats,  ((\ec  action  rcriicdli'  pa it tissa n t 
systéniatiquement  u/i  peu  plus  ^rcuide  au  chariot  (/u du  vcnti- 
laieur. 


f64  PREMIÈRE  PARTIE. 

Enfin  M.  de  Guiche  dédiill  de  ses  expériences  sur  les  voilures 
courbes  la  proposition  suivante  : 

Deux  voilures  de  même  envergure^  mais  dont  les  profils  sont 
homotkéliques ^  ne  sont  pas  comjiarables. 

Ces  résultats  expérimentaux  montrent  f[ue,  même  pour  les 
ailes  et  les  aéroplanes,  la  loi  de  similitude  fondée  sur  K  =  const. 
nest  pas  rigoureusement  exacte. 

Cependant  nous  pensons  que  cette  loi  est  suffisante  pour 
renseigner  les  constructeurs  sur  les  cjualités  aérodynamiques 
des  ailes  ou  des  appareils  dont  ils  ont  établi  le  projet. 

En  ce  qui  concerne  les  hélices^  cette  loi  n'est  plus  suffisante. 
Il   ne  suffit  plus  que   les  expériences  sui'  une  hélice  de  grandeur 

V 

normale  et  sur  son  modèle  soient  faites  de  telle  façon  que  — rr  ait 

'       n  U 

la  même  valeur.  11  faut  encore  que  la  vitesse  d^ avancement  S  et., 

par  suite.,   la  vitesse  périphérique  Ti/iD  soient  les  mêmes.  La 

formule  (9)  est  applicable  à  la  tiaction  des  hélices,  à  la  condition 

V 

de  considérer  R  comme  une  fonction  non  seulement  de  — rrj  mais 

ïi  D 

de  V,  et  par  suite  de  azD. 

On  est  ainsi  conduit,  afin  d'avoir  des  vitesses  de  rotation  du 
modèle  qui  ne  dépassent  pas  36oo  tours  :  minute,  à  se  limite!"  à 
une  échelle  de  y  pour  les  modèles  d'hélices. 

Des  considérations  théoriques,  développées  par  M.  Jouguet 
dans  la  Revue  de  Mécanique.,  n>ontrent  que  cette  perturbation 
par  rapport  à  la  loi  Hujgens,  Mariotte  et  Pardies  est  due  à  la  com- 
pressibilité  de  V air.,  qui  prend  de  rim[)ortance  aux  très  grandes 
vitesses  relatives  du  solide  par  lapport  au  fluide  (3o"'  à  80'"  par 
seconde)  qui  sont  réalisées  dans  le  fonctionnement  des  hélices. 

Ces  mêmes  considérations  théoriques  montrent  que,  pour  les 
vitesses  d'avancement  usitées  en  aviation  (ao'"  à  3o"'  par  seconde), 
on  |)ourrait  avoir  une  loi  de  similitude  plus  approchée  de  la  loi 
précédente,  en  corrigeant  la  perturbation  due  à  la  viscosité  de 
V (dr.  Il  suffirait  pour  cela  d'essayer  le  modèle  à  une  vitesse  qui 
serait  ('gale  à  la  vitesse  de  l'aéroplane  multipliée  par  l'inverse  de 
l'échelle  ou  par  le  rapport  d'une  longueur  de  l'aéroplane  à  la 
longueur  homologue  du  modèle. 
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II.  —  Lk  déplacrmknt  dans  i.'air  1)1  (:()i\i>s  d'expkriencks  ht  lk  mouvement 

DE    l'air    par    rapport    AU    CORPS    IMMOBILE. 

M.  de  Giiiche  a  Iroiivé  j)()iir  certaines  surfaces,  noiarnment 
pour  les  plans,  des  distribiilions  de  pressions  difTérenles  de  celles 
qui  ont  été  observées  par  M.  Eifï'el.  Celui-ci  n'a  rencontré,  sur  la 
face  opposée  au  vent,  que  des  zones  de  dé|)ressions  ;  M.  de  Guiclie, 
au  conMaire,  pour  des  angles  d'incidence  inférieure  à  20°,  a  trouvé 
des  zones  de  pressions. 

Or  les  expériences  sont,  dans  les  deux  cas,  très  nombreuses  et 
faites  avec  le  plus  grand  soin.  I.es  résultats  diderents  sont  donc 
dus  à  des  phénomènes  (jui  apparaissent  dans  un  des  modes  d'expé- 
rimentation et  ne  se  produisent  pas  dans  l'autre. 

Le  principe  du  mouvement  relatif  n'est,  en  efTet,  pas  en  jeu. 
Ce  (|ui  peut  être  mis  en  doute,  c'est  la  réalisation  expérimentale 
j)ar  la  méthode  du  tunnel  des  conditions  que  nécessite  l'appli- 
cation d'un  lel  principe. 

Considérons  un  solide  qui  se  déplace  d'un  mouvement  de  trans- 
lation de  vitesse  V  dans  un  milieu  indéfini  primitivement  calme. 
A  un  instant  quelconcpie,  éloigné  de  l'origine  du  mouvement,  on 
peut  distinguer  deux  régions  dans  l'espace  environnant  le  corps 
étudié.  L'une,  formée  de  parties  assez  éloignées  de  ce  solide, 
n'est  pas  troublée  par  le  passage  de  celui-ci;  chacun  de  ses  points 
est  animé;  pa/'  rapport  au  corps  mobile^  d'une  vitesse  ( — V) 
égale,  parallèle  et  de  sens  conlraire  à  la  vilesse  de  Irauslation  \  du 
corps.  I^'autre  région,  située  au  voisinage  du  corps,  est  Iroublée 
par  le  passage  de  celui-ci.  Vav  rapport  au  corps  mobile,  loiil 
point  de  cette  région  est  animé  d'une  vilesse  qui  est  la  rc'sulianle  : 

a.  iJ'une  vilesse  ( —  V)  égale,  parallèle  et  de  sens  conlraire  à  la 
vitesse  de  translalion  du  corps; 

h.  D'une  vit(;ss(;  (W),  |)r()v<);piée  |)ar  b^  déplacenuMil  du  solide 
eu  (juestion. 

Cetle  dernière  vitesse  est  fonction  du  trouble  apporte  d.ms  le 
milieu  par  ce  solide.  Elle  dépend  donc,  non  sculcnuMit  df  la 
forme  de  ce  corps,  de  ses  dimensions,  de  l'étal  de  poli  de  sa  sur- 
face; mais  encore  des  propii(''t(''s  du  iuiIkmi,  (\v  sa  mscosiU',  des 
coudilions  initiales  du  moineinenl. 
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Laissons  niainlenanl  le  solide  fixe  el  dt'plaçons  j)ar  rapport  à 
lui  le  milieu  eiixiroiinriiil.  Ce  mode  ex|)crimental  doit  réaliser  les 
conditions  que  nécessite  l'applicalion  du  mouvement  relatif.  11 
faut  pour  cela  que,  à  partir  du  moment  où  le  ré*i;irue  permanent 
est  établi,  la  vitesse  de  chaque  point  du  milieu  troublé  par  la 
présence  du  solide  soit  équipollenle  à  la  résultante  des  deux 
vitesses  ( —  V  )  et  W. 

On  admet,  dans  la  méthode  du  tunnel,  cpi'un  tel  résultat  est 
obtenu  en  donnant  au  fluide,  dans  la  région  non  troublée,  une 
vitesse  ( —  \).  En  parliculier-,  dans  les  expériences  au  sein  de 
l'air,  on  admet  qu'il  suClit  d'aspirer  de  l'aii*  à  l'une  des  extrémités 
du  tunnel  suffisamment  éloignée  du  solide  placé  à  l'intérieur.  Or, 
ce  fait  n'implique  pas  que  la  vitesse,  dans  la  partie  troublée,  est 
équipollente  à  la  résultante  des  deux  vitesses  ( —  V)  et  W. 

La  viscosité  du  fluide  peut  intervenir  pour  faire  dépendre  l'état 
de  la  région  troublée  du  mode  de  production  du  mouvement  relatif 
du  solide  par  rapport  au  lluide.  L'expérience  seule  peut  décider. 

Or,  la  comparaison  des  expériences  de  M.  de  Guiche  et  de 
M.  Eiffel  montre  que  les  phénomènes  observés  dans  la  mé- 
thode du  tunnel  ne  sont  pas  toujours  identicjues  à  ceux  qui 
résultent  du  mouvement  d\in  solide  au  sein  cV un  fluide. 

îSous  devons  signaler  toutefois  que  ^ étude  des  dépressions 
faites  à  r Institut  de  Saint-Cyr  {méihoàe  du  chariot)  ne  montre 
pas^  par  rapport  aux  expériences  de  M.  Eiffel,  les  différences 
qua  signalées  M.  de  Guiche.  La  question  posée  ici  ne  nous 
semble  pas  complètement  élucidée. 

Toutefois,  la  solution  d'une  telle  question  ne  peut  être  intéres- 
sante qu'au  point  de  vue  de  l'Aérodynamique.  Elle  ne  présente 
pas  un  intérêt  aussi  grand  au  point  de  vue  de  la  praticpie  de 
l'aviation.  A  ce  point  de  vue,  nous  considérons  comme  équiva- 
lentes les  deux  méthodes  de  production  du  mouvement  relatij 
de  l  air  par  rapport  au  corps  étudié. 


III.  —  L'Akhodynamiouk  du  plan.  Lks  plans  orthogonaux. 

Quand  il  s'agit  d'un  plan  orthogonal  mince ^  on  peut,  pour  la 
pratique,  prendre  j^our  le  coefficient  K  de  la  formule  (9)  la  va- 
leur K..jo=  0,080.  M.  Eiffel  a  trouvé  que  le  coefficient  variait  : 
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a.  Avec  l'étendue  de  la  surface; 

b.  Pour  une  suiface  d'étendue  déterminée^  avec  la  forme  du 
contour. 

Il  convient  de  remarquer  que  les  surfaces,  sur  lesquelles  Eiffel 
a  opéré,  sont  en  général  trop  petites.  Les  perturbations,  causées 
par  rinfïuence  des  bords,  sont  prépondérantes.  Il  faudrait  pouvoir 
opérer  sur  des  surfaces,  dont  l'un  des  côtés  aurait  une  longueur 
supérieure  à  i'".  Avec  de  telles  surfaces  le  régime  régulier,  carac- 
léiisé  par  les  isobares  |)arallèles  aux  côtés  de  la  plaque,  serait 
établi  et  aurait  la  prépondérance.  On  aurait  ainsi  pour  K,)o  une 
valeur  caractérisant  ce  régime  régulier,  valeur  (jui  serait  indépen- 
dante de  la  surface  de  la  plaque  et  de  la  forme  de  son  contoui\ 

Pour  que  V épalsseui'  du  disque  normal  à  la  vitesse  relative  ait 
de  1  influence,  il  faut  que  cetle  épaisseur  soit  de  Tordre  des 
dimensions  tr.insversales  du  disque.  A  partir  du  moment  où 
l'épiiisseur  de  la  plaque  est  égale  à  l'une  des  dimensions  transver- 
sales, le  coefficient  K90  va  d'abord  en  diminuant  pour  augmenter 
ensuite  à  mesure  que  l'épaisseur  augmente. 

IV.  —    L'AÉRODYNAMIQUE   DU   PLAN.  Le  PLAN  INCLINÉ  SUR  LA  VITESSE  RELATIVE. 

Plan  isolé. 

1.  Distribution  des  pressions  et  dépressions. 

i"  Dès  que  le  plan  dépasse  certaines  dimensions,  on  constate, 
à  l'avant  et  à  l'arrière,  toute  une  zone  centrale  où  un  /estime 
rcouliei'  s'établit.  L'existence  de  celte  zone  se  traduit  |)ar  des 
isobares  parallèles  au  bord  d'attaque.  Dans  toute  cette  /.onc,  le 
phénomène  est  défini  par  la  répartition  des  pressions  le  longd  une 
ligne  de  plus  gninde  pente;  l'étude  de  celle-ci  suflit,  dans  bii-ii 
des  cas,  pour  caractériser  une  surface. 

M.  P^ilïel  a  étudié  seulement  ce  dernier  mode  de  (li>t  ribnl  ion 
des  pressions  et  des  dépressions.  Les  dinuMisions  des  eôtt-s  noi- 
maux  au  vent  ont  été  j)arf()is  troj»  petites  et  rexpt'rimenlaleui-  n  .i 
observé  que  les  pressions  et  dépiessions  dans  la  ri'gion  lioubb'e 
par  le  voisinage  des  bords. 

•1"   Les  bdiules  nutrai/ntles  fi-oublées  ont  une  largeur  sen>^ibl<'- 
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ment  coiistanle,  (|iii  est  pour  l'avant  do  o"\  20  environ  et  pour 
l'aniôie  de  o"\ /\o  à  o'",  5o.  En  conséquence,  pour  rpie  le  régime 
régulier  apparaisse,  le  [)lan  doit  avoir  une  envergure  au  moins 
doul)le  (le  la  plus  grande  largeur  des  bandes  troublées. 

3"  Etude  spéciale  de  f  avant  du  plan  {^incidencea  inférieures 
à  20").  —  Les  pressions,  mesurées  le  long  d'une  médiane  de  plus 
glande  pente,  vont  en  diminuant  constamment  depuis  le  bord 
antérieur;  elles  peuvent  même  devenir  négatives  au  voisinage  du 
bord  postérieur.  L'existence  de  ces  dépressions  se  manifeste  pour 
des  angles  d'incidence  d'autant  plus  petits  que  rallongement  (rap- 
port de  la  longueur  du  boid  antérieur  à  la  profondeur)  est  plus 
grand. 

Les  bandes  latérales  troublées  sont  le  siège  de  pressions  infé- 
rieures à  celles  qtie  l'on  constate  dans  la  zone  de  régime  à  la  même 
distance  du  bord  d'attaque. 

4"  Etude  spéciale  de  Pavant  du  plan  {incidences  supérieures 
à  20").  —  l^e  maximum  de  pression  n'est  plus  au  bord  antéiieur; 
celui-ci  devient,  cpiand  l'incidence  augmente,  un  régime  de 
moindre  pression,  comme  les  trois  autres  côlés. 

r 

5°  Etude  spéciale  de  barrière  du  plan  [incidences  infé- 
rieures à  20").  —  Dans  la  zone  régulière  (isobares  parallèles  au 
bord  d'attaque)  pour  des  profondeurs  suffisantes  où  l'influence 
des  boids  ne  se  fait  pas  sentir,  la  pression  en  un  point  paraît,  à  une 
incidence  donnée,  être  fonction  de  sa  seule  distance  au  bord 
d'attaque. 

M.  Eiflfel  n'a  pas  observé  de  contre-pressions  sur  cette  face 
d  )rsale  des  plans.  Au  contraire,  M.  de  Guiche  en  a  observé  de 
très  nettes.  (7est  une  des  dilTérences  entre  les  résultats  obtenus 
par  l'une  ou  l'autre  des  métbodes  d'expérimentation. 

6"  Etude  spéciale  de  P arriére  du  plan  {^incidences  supé- 
rieures à  10^).  —  Il  n'y  a  plus  de  contre-pressions  sur  la  face 
dorsale;   la  distribution   des  dépressions  devient  assez  uniforme. 

2.    La  poussée  totale. 

1"  D'après  M.  Eillel,  la  poussée  totale  passe  par  un  maximum 
pour  un  angle  d'incidence  voisin  de  3'j". 
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D'après  M.  de  Guiche,  la  poussée  totale  augmente  jusqu'à  une 
valeur  de  l'incidence  égale  à  45".  Au  delà,  elle  reste  sensiblement 
constante. 

Pour  des  angles  d'inclinaison  compris  entre  o'*  et  10°,  ce  sont 
les  plaques  les  plus  allongées  dans  le  sens  perpendiculaire  à  la 
vitesse  relative  qui  supportent  les  plus  fortes  pressions. 

1°  Le  centre  de  poussée  (défini  arbitrairement  comme  le  point 
où  la  résistance  de  l'air  coupe  le  plan  mince)  est  au  milieu  de 
la  plaque  quand  celle-ci  est  perpendiculaire  à  la  vitesse  relative. 
A  mesure  que  l'inclinaison  décroît,  le  centre  de  poussée  se  rap- 
proche constamnu'nt  du  bord  d'attacpie  jusqu'aux  faibles  incli- 
naisons. 

3"  La  résultante  des  actions  de  l'air  est,  pour  les  inclinaisons 
assez  fortes  (supérieures  à  10"  environ)  sensiblement  perpendicu- 
laire au  plan,  l^our  les  angles  plus  faibles,  l'angle  de  la  résullanle 
avec  la  perpendiculaire  à  la  vitesse  relative  est  plus  grand  que 
l'inclinaison  du  plan;  la  résullanle  est  inclinée  sur  la  normale  au 
plan  en  arrière  de  cette  normale  par  rapport  à  la  direction  de  la 
vitesse  relative. 

4"  Plaques  épaisses.  —  Si  l'on  augmente  l'épaisseur  d'une 
plaque  plane  en  laissant  ses  extrémités  planes  et  à  angle  droit  sur 
les  deux  faces,  on  modifie  peu  l'allure  des  phénomènes  décrits 
pour  les  plaques  minces,  sauf  qu'on  augmente  la  résistance  à 
l'avancement  d'une  manière  d'autant  plus  grande  que  l'épaisseur 
est  plus  grande. 

5"  Plar/ue  plane  épaisse  avec  bord  d^  attaque  ou  bord  de  sortie 
muni  d' un  biseau.  —  Avec  biseau  à  l'arrière,  le  rapport 

traînée 


poussée 


est  notablement  plus  faible  que  sans  biseau.  Il  v  a  plus  d'avan- 
tages à  fuseler  l'arrière  que  l'avanl. 

il  est  |)référable  de  faire  en  sorte  (jue  le  l)ord  irallaipie  soit  en 
bisejui  vers  h;  bas  plutôt  (pie  vers  le  haut. 

r^iilin,  la  loi  de  variation  i\u  centre  de  poussc'e  est  toute  dillV'- 
rente  de  celle  cpii  a  été  indiquée  plus  haut  pour  les  plans. 
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V.   —    L'AÉRODYMAMIQUK    DES    VOILL'RKS    dOURBKS.    VoiLURK    ISOLEE. 

On  a  fait  en  France  un  nombre  très  considérable  d'expériences 
sur  les  voilures  courbes  isolées. 

M.  Eifl'el  a  opéré  sur  des  modèles;  un  1res  grand  nombre  d'entre 
eux  ont  pour  envergure  o'",  90  et  pour  profondeur  à  la  corde  d'une 
section  ()'",  I  5  (allon<;ement  =  ()).  Il  n'est  pas  descendu  au-dessous 
des  dimensions  :  o'",45  (envergure);  o"',i5  (profondeur  à  la  corde). 
M.  EilTel  considèi-e  la  surface  moyenne,  c'est-à-dire  la  surface 
équidislante  des  deux  faces  de  la  voilure;  la  flèche  de  la  voilure 
est  le  rapport,  pour  la  surface  moyenne,  de  la  flèche  niaxima  à  la 
corde  d'une  seclion. 

M.  de  (i niche  a  éludié  des  voilures  dont  l'envergure  est  égale 
à  I  "\  70  et  dont  la  profondeur  mesurée  suivant  la  corde  d'une 
section  est  égale  à  i'",  20  (allongement  :=:  i,4o)-  Toutefois,  pour 
certaines  d'enire  elles,  la  profondeur  est  réduiie  à  o'",6o. 

.\  l'Institut  de  Saint-Gjr,  on  a  étudié  des  voilures  dont  l'enver- 
gure varie  de  5"'  à  10'",  la  profondeur  variant  de  2'"  à  2™,  5o. 

1.  Déter/nination  des  pressions  et  des  dépressions. 

1°  A  partir  d'une  certaine  envergure,  il  s'établit  un  régime 
régulier  intéressant  toute  la  surface,  à  l'exception  de  deux 
bandes  latérales  troublées;  ce  régime  se  Iraduit  par  des  isobares 
parallèles  au  bord  d 'attaque. 

Il  semble  que  la  largeur  assez  uniforme  des  bandes  troublées  ne 
dépasse  pas  o'",20.  11  convient  donc  de  n'étudier  que  des  voiluies 
dont  l'envergure  est  suj)érieure  à  o"',4o. 

2"  Chacune  des  faces  de  la  voilure  concourt  à  la  sustenta- 
tion, îuais  non  pas  également.  Les  pressions,  supportées  par  la 
face  inférieure,  interviennent,  aux  incidences  de  vol,  moins 
efficacement  dans  la  poussée  totale  que  les  dépressions  du  dosde 
V  aile. 

3"  ï.a  face  inférieure  subit  V injluence  de  la  face  supé- 
rieure; mais  elle  est  sans  action  sur  celle-ci. 

4"  La  courbure  dorsale  commande  la  distribution  des 
dépressions  ;  elle  dévie  vers  le  haut  les  filets  d'air. 
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Une  hauteur  exag^érée  de  la  flèche  tïiaxima  de  cette  courbuie  a 
j)Oiir  effet  de  produire  sur  le  ])ord  [)oslérieur  des  contre-pressions 
nuisibles. 

Les  déplacements  de  celte  flèche  vers  l'avant  entraînent  un 
déplacement  corrélatif  du  maximum  des  dépressions  et,  par  suite, 
une  diminution  de  la  traînée. 

L'idéal  serait  de  supprimer,  dans  une  voilure,  les  pressions  ou 
dépressions  nuisibles  (c'est-à-dire  de  n'avoir,  sur  la  face  supé- 
rieure, que  des  dépressions  et  des  pressions  sur  la  face  inférieure) 
et  de  ne  letrouver  la  pression  atmosphérique  (|u'au  boid  posté- 
rieur où  les  (ilets  d'air  se  rejoindraient  sans  choc.  La  clef  du 
problème  semble  se  trouver  dans  la  hauteur  et  la  posilion  de  la 
flèche  maxima  de  la  courlnire  dorsale. 

5"  Les  dépressions  ne  sont  pas  modifiées  par  [à  forme  du  bord 
d^attaque.  Celui-ci  n'a  qu'une  action  locale. 

On  a  dit  que  ce  bord  devait  être  arrondi  sous  peine  de  diminuer 
la  dépression  du  dos  de  l'aile.  Il  n'en  est  rien.  Jl  vaut  mieux  le 
rendre  tranchant  pour  faciliter  sa  pénétration. 

6"  En  général^  pour  les  angles  qui  intéressent  l'aviation,  les 
modes  de  variation  des  pressions  et  des  dépressions  sont  ana- 
logues dans  tous  les  résultats  obtenus  par  divers  expérimen- 
tateurs. 

Les  modes  de  variation  des  dépressions  sur  le  dos  de  /\ti/e  se 
rapportent  à  deux  types  piincipaux  : 

a.  La  dépression  part  d'une  certaine  valeur,  souvent  faible,  au 
voisinage  du  bord  d'attaque;  elle  va  en  augmenlant  à  mesure 
qu  on  s'éloigne  de  ce  bord,  passe  par  un  maximum,  puis  décroit 
rapidemenl  jusqu'au  bord  postérieur. 

Cette  distribution  s'observe  avec  des  ailes  épaisses  (ty|)e  mono- 
plan) de  80"""  à  100"'™  d\''paisseur  maxima. 

/>.  I^a  dé[)ression  a  une  grande  valeur  au  voisinage  du  bord 
d'attaque.  (^)uand  on  s'éloigne  de  ce  bord  vers  le  bord  |)oslérieur, 
elle  va  d'abord  en  diminuant,  passe  par  un  minimum,  augmcnle, 
passe  par  un  second  maximum  en  général  inlérieur  à  la  valeur 
voisine  du  bord  d'altacpie,  enfin  décroît  réguIiérenuMil  jusipj'au 
voisinage  du  bord  de  sortie. 


iji  première:  partik. 

M.  Eifl'el  a  Iroiivé  de  lellcs  varialions  avec  des  ailes  minces 
(lype  biplan)  de  20'"'"  à  3a"""  d\'()aisseur. 

7"  Nous  venons  d'examiner  le  mode  de  distiihiition  des 
dépressions  sur  le  dos  de  l'aile.  Si  maintenanl  on  considère  la 
face  inférieure^  on  ne  Irouve,  en  général,  de  dépressions  qu'au 
voisinage  du  bord  postérieur.  Sur  louL  le  reste  de  la  face  s'exercent 
des  pressions.  En  général,  (jnand  on  s'éloigne  du  bord  d'attaque, 
la  pression  augmente  d'abord  un  peu,  passe  par  un  maximum,  puis 
décroit  ]us(prau  bord  postérieur. 

8"  Deux  voilures  de  même  envergure,  mais  dont  les  profils  sont 
bomothélupies,  ne  sont  pas  comparables. 

9°  Toutefois,  coFiime  le  remarque  M.  de  Guicbe,  c'est  la  voi- 
lure la  moins  profonde  (('el!e  qui  a  le  plus  grand  allongement)  qui 
présente  les  avantages  les  plus  marqués.  11  convient  de  faire  des 
expériences  très  étendues  sur  des  voilures  de  profondeurs  diffé- 
rentes avec  rjjéme  envergure,  c'est-à-dire  sur  des  voilures  d'allon- 
gements diflérents  et  bomothétiques  pour  savoir  si,  pour  un  profil 
donné,  il  v  a  un  allongement  optimum  et  quel  est  cet  allongement. 

Remar(]uons,  d'ailleurs,  que  M.  Eiffel  considère  l'allongement  6 
comme  cet  allongement  optimum. 

2.  Résultante  totale  et  centre  de  poussée. 

i"  La  résiiUante  totale  augmeiite  constamment  avec  l'angle 
d'incidence  (plus  petit  angle  avec  la  vitesse  relative  de  la  corde 
du  profil  de  la  surface  situé  dans  le  plan  de  symétrie),  tout  au 
moins  dans  la  région  des  angles  intéressant  l'aviation. 

Quant  au  centre  de  poussée  (défini  aibitrairemeut  comme  l'in- 
tersection de  la  résultante  totale  avec  la  corde  du  profil  de  la  sur- 
face situé  dans  le  plan  de  symétrie),  il  se  rapproche  constamment 
du  bord  d'attaque  quand  l'angle  d'incidence  augmente  à  partir  de 
zéro,  dans  la  région  des  angles  intéressant  l'aviation  (angles  infé- 
rieurs à  10").  C'est  l'inverse  de  ce  qui  se  passe  avec  les  plans. 

Si  l'on  sort  de  la  région  des  angles  intéressant  l'aviation,  le 
centre  de  poussée  s^ éloigne  de  nouveau  di\x  bord  d'attaque  lorsque 
V incidence  augmente. 

La  détermination  de  la  résultante,  correspondant  à  une  valeur 
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délermlnée  de  l'angle  d'incidence,  exige  la  connaissance  de  la 
courbe  à  laquelle  elle  est  tangente  (courbe  métacen trique  située 
dans  le  plan  de  sjmétrie).  Mais  la  forme  de  cette  courbe  particu- 
lière à  chaque  surface  n'a  pas  de  définition  simple. 

2"  Si  des  ailes  de  différeutes  épaisseurs  ont  une  même  surface 
de  courbure  moyenne^  elles  sont  d'aulaiU  plus  avantageuses 
qu'elles  sont  plus  minces. 

Il  résulte  de  là  que,  si  l'ou  veut  comparer  les  qualités  des  deux 
voiluies,  il  faut  ne  considérer  que  des  voilures  de  même  épaisseur 
maxima  et  présentant  le  même  allongement. 

VI.  —  L'Akkodynamiquk  dks  voilurks  courbes. 
(Combinaisons  de  voilures  courbes.  Voilures  en  biplan. 

M.  Eiffel  a  déterminé  les  diverses  valeurs  de 

Rx        et        Ry 

pour  les  diverses  parties  d'un  biplan  Dorand,  ces  parties  étant 
expérimentées  assemblées  en  appareil  d'aviation  ou  séparées. 

Le  biplan  Dorand  est  constitué  par  une  grande  cellule  formée 
de  deux  ailes  identiques  de  i4'",  5o  x  2™,  25.  Ces  ailes  sont  écartées 
en  hauteur  de  i"',95,  c'est-à-dire  d'une  hauteur  sensiblement 
égale  à  la  profondeur;  elles  sont  décalées  d'arrière  en  avant  (voi- 
lure supérieure  avançant  |)lus  que  la  voilure  inférieure)  de  o"',85 
en  profondeur;  elles  sont  reliées  par  deux  séries  de  dix  montants 
obliques.  Un  équilibreur  avant  et  un  empennage  formé  par  deux 
plans  parallèles  sont  montés  sur  un  fuselage  entretoisé;'  ces  ({{.^xw 
appareils  sont  conjugués,  (M)nstituant  ainsi  un  empennage  com- 
plètement mobile. 

L'empennage  forme  avec  les  voilures  de  la  grande  cellule  un  \ 
longitudinal  très  nettement  accusé. 

i"  Dans  un  appareil  ainsi  constitué,  la  sustentation  dr  la  cel- 
lule isolée  est  notablement  supérieure  à  celle  du  biplan  entier. 

L'empennage,  loin  d'être  porteur,  reçoit  sui'  le  dos  l'air  (It''\i(' 
par  les  ailes;  il  réduit  ainsi  la  suslenlalioii. 

>-"  Linjluence  des  dcu.r  voilures  parallèles,  dont  la  (ri>lance 
verticale  est  sensiblement  égale  à  leur  prolondeur,  se  Iradiiil  p.ir 
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une  perte  de  sustentation  d'environ  20  pour  100  de  la  suslenialion 
de  la  cellule  complète,  mais  isolée. 

3*^  V aile  supérieure^  malgré  la  présence  de  l'aile  inférieure, 
se  comporte  comme  si  elle  était  isolée. 

L\iile  inférieure.,  influencée  par  Taile  supérieure,  subit  une 
perte  de  sustentaLion  d'environ  \  de  la  sustenlaJion  de  l'aile 
isolée. 

Dans  un  biplan,  l'aile  inférieure  travaille  donc  mal  au  point  de 
vue  de  la  sustentalion.  On  peut  sans  inconvc'nient  Ja  réduire,  si 
cette  réduction  procure  d'autre  part  des  avanta<j;es. 

4"  Pour  les  angles  d'incidence  ordinaires  du  \ol  (plus  petit 
angle  avec  la  vitesse  relative  de  la  corde  du  profd  de  Tune  des 
voilures),  la  résistance  à  V avancement  de  toutes  les  parties  en 
dehors  de  la  cellule  principale  est  environ  les  ^  pour  100  de  la 
suslenlation ;  la  résistance  à  Tavancement  de  toutes  les  parties  en 
dehors  des  voilures  est  environ  les  10  pour  100  de  la  sustentation. 

Ces  valeurs  sont  apj)licables  aux  biplans. 

5"  Le  décalage  des  voilures  de  la  cellule  sustentatrice  n'amé- 
liore pas  d'une  manière  appréciable  ses  qualités  au  point  de  vue 
de  la  sustentation  et  de  la  résistance  à  l'avancement,  mais  rend  sa 
construction  plus  difflcile. 

\Jn  tel  décalage  n'est  pas,  en  général,  à  recommander. 


vii.  —  l'aérodynamique  dks  voilurks  courbes. 
Combinaisons  de  voilures  courbes.  Voilures  en  tandem. 

Considérons  deux  voilures  d'envergures  difFérenles  situées  l'une 
derrière  l'autre  (voilures  en  tandem).  Si  la  voilure  de  moindie 
envergure  est  en  avant  de  l'autre  dans  le  sens  du  mouvement,  on 
dit  que  les  deux  voilures  forment  un  type  Canard;  si  la  voilure 
de  moindre  envergure  est  en  arrière  de  l'autre,  on  dit  qu'on  se 
trouve  en  présence  du  type  monoplan  ordinaire. 

L'angle  (pie  font  les  cordes  des  profils  des  voilures  dans  le  plan 
de  symétrie  est  Vangle  de  décalage  ou  simj)lement  le  décalage 
de  l'une  des  voilures  par  rapport  à  l'autre. 

bi,  dans  le  plan   de  symétrie,  le  bord  d'attaque  de  la  voilure 
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arrière  est  sur  le  prolongement  de  la  corde  dn  profil  d'avant,  on 
dit  que  le  décalage  en  hauteur  des  deux  voilures  est  nul. 

M.  Eiffel  a  fait  une  série  de  recherclies  avec  deux  ailes  de  même 
type,  dont  l'une  a  pour  allongement  6  (90''"  x  i5'"')  et  l'aulre  un 
allongement  3  (45'"'"  X  i5^'"). 

Le  type  Canard  a  été  étudié  (décalage  en  hauteur  nul)  avec 
des  décalages  variant  de  2"  à  6"  et  des  écaitements  des  voilures 
qui  sont  les  \  et  les  |  de  la  largeur  des  ailes. 

Le  type  monoplan  ordinaire  a  été  étudié  avec  un  décalage  de  4** 
et  des  écartemenls  des  voilures  identiques  aux  précédents. 

Enfin,  M.  Eiflél  a  étudié  le  ijpe  tandem  avec  voilures  égales. 

L'angle  d'inciden(;e  de  cet  ensemble  de  voilures  est  le  plus 
petit  angle  avec  la  direction  de  la  vitesse  relative  de  la  corde  du 
profil  de  la  voilure  d'avant  par  rapport  au  sens  de  la  marche  d'en- 
semble. 

I®  Type  Canard.  —  Au  point  de  vue  de  la  sustentation  et  de 
la  résistance  à  Favancement,  on  a  intérêt  à  augmenter  l'écartement 
des  voilures  et  à  ne  pas  dépasser  un  certain  décalage  angulaire  de 
celles-ci. 

Supposons  qu'on  ait  déterminé,  pour  divers  angles  d'incidence, 
les  résultantes  totales  des  actions  de  l'air  sur  l'ensemble  des  voi- 
lures. C'est  ce  que  nous  appelons  déterminer  le  faisceau  des 
résultantes. 

En  étudiant  ce  faisceau,  on  obtient  les  résultats  suivants  : 

a.  Le  faisceau  est  toujours  situé  vers  le  milieu  de  Tintervalle 
qui  sépare  les  deux  voilures. 

C'est  donc  dans  cette  région  que  doit  passer  la  verticale  du 
centre  de  gravité  d'un  aéroplane  de  ce  type. 

b.  Pour  une  même  distance  des  voilures,  le  faisceau  est  d  autant 
plus  (îlalé  (jue  le  décalage  est  plus  grand. 

c.  Pour  un  même  décalage  angulaire  des  voilures,  le  faisceau 
est  d'autant  plus  étalé  (résultantes,  correspondant  à  deux  valeurs 
déterminées  de  l'anghî  d'incidence,  plus  séparées  ruiic  de  l.iutre) 
(pn*  la  distance  des  voilures  est  plus  grande. 

(jc  plus  ou  moins  grand  «'lalagcdu  faisceau  des  résull.inlc"^  rst 
en  relation  a\  ce  la  stabilitt*  lougil  udiualc  (ftin  at'ropl.ine  de  ce  l  \  pc. 

d.  Pour  une   mèuic  distance  des  xoilurcs,  le  faisceau  des  résul- 
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lanles  se  déplace  vers  la  voilure  avant,  à  mesure  (jii'augmente  le 
décalage  angulaire. 

Dans  un  aéroplane  du  type  Canard,  si  l'on  augmente  le  décalage 
angulaire  des  voilures  principales,  il  faut  déplacer  le  centre  de 
gravité  vers  l'avant  de  rap|)areil. 

Supposons  que  dans  un  tel  appareil  le  centre  de  gravité  soit  sur 
l'axe  de  l'hélice.  Pour  l'équilibre  sous  un  certain  angle  d'inci- 
dence, il  est  nécessaire  que  la  résultante  des  actions  de  l'air  cor- 
respondant à  cet  angle  passe  par  le  centre  de  gravité.  De  celui-ci 
abaissons  des  normales  sur  les  autres  résultantes  du  faisceau, 
résultantes  des  actions  de  l'air  qui  correspondent  à  divers  angles 
d'incidence.  Il  est  dès  lors  facile  de  calculer  les  moments  de  ces 
résultantes  |)ar  rapport  au  centre  de  gravité.  Ce  sont  les  moments 
stabilisateurs  pour  une  rotation  autour  d^un  axe  passant  par  le 
centre  de  gravité  et  normal  au  plan  de  symétrie  de  l'ensemble  des 
voilures,  ils  sont  positifs  quand  ils  tendent  à  faire  tourner  leur 
bras  de  levier  en  sens  inverse  du  mouvement  des  aiguilles  d'une 
montre;  ils  sont  négatifs  dans  le  cas  contraire. 

{A  suivre.) 
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WHITTAKER  (E.-T.)  et  WATSON  (G.-N.).  —  A  Course  of  moderx 
Analysis  :  An  introduction  to  tJie  gênerai  theory  of  infinité  processcs 
and  of  analytic  functions ;  with  an  account  of  the  principal  trans- 
cendental  function.  Second  édition,  completely  revised.  Un  vol.  gr. 
in-S"  (26  X17),  viii-5Go  pages.  Cambridge,  Universily  Press,  I9i5. 

La  ((  Cambridge  Universily  Press  »  vientde  publier  une  seconde 
édition  du  Trailé  de  M.  Wbittaker  (')  :  A  Course  of  modem 
Analysis.  C'est  un  Ouvrage  important,  qui  diffère  sensiblement 
de  son  devancier  ;  un  délai!  du  titre  suffirait  à  le  faire  pressentir  : 
pour  lui  donner  plus  d'ampleur,  et  afin  de  mieux  exposer  des 
doctrines  toutes  récentes,  l'Auteur  s'est  adjoint  un  collaborateur, 
M.  Watson.  De  nouveaux  Chapitres  ont  été  ajoutés,  tandis  que  les 
anciens  ont  été  revus,  modifiés,  et  souvent  complètement  trans- 
formés. Nous  allons  donc  reprendre  entièrement  l'analyse  de 
l'Ouvraiîe. 

Observons  tout  d'abord  que  le  plan  primitif  a  été  conservé;  nous 
retrouvons  la  division  du  Traité  en  deux  parties  :  la  première  est 
réservée  aux  méthodes  générales  de  l'Analyse,  tandis  (pie  la 
seconde  renferme  les  monographies  des  transcendantes  usuelles  (-). 

C'est  ainsi  que  le  premier  Chapitre  débute  })ar  la  tln-oric  des 
nombres  irrationnels  (d'après  Dedekind)et  par  celle  des  quantités 
complexes.  Le  Chapitre  suivant  est  consacré  à  la  «  théorie  de  la 
convergence  »  ;  les  Auteurs  introduisent  les  concepts  de  limite  et 
de  plus  grande  des  limites,  ainsi  que  les  symboles  0  et  o  de 
M.  Landau.  Puis,  après  le  théorème  de  Bolzano-W  eierslrass,  nous 
voyons  apparaître  la  théorie  classique  des  séries  sinqjles  et  doubles 
et  des  produits  infinis,  ainsi  que  de  brèves  indications  sur  les 
déterminants  infinis.  Peut-être  pourrait-on  faire  (pichpies  réserves 
au  sujet  de  l'ordre  des  théorèmes  de  ce  Chapitre  (juc,  pailois.  Ton 
pourrait  souhaiter  plus  logique.  Mais,  sans  m'arréter  sur  ce  point, 

(')  Voir  Bull,  des  Se.  math.,  2'  série,  t.  WVII,  i()o3,  p.  127-131. 
(^)  l^cinarquons,  en  passant,  (|ue  le  nuniérolago  dos  paragraplio<  a  (•(<'  tiloiluc 
suivant  la  notation  décimale  de  M.  Peano. 

Bull,  des  Sciences  mathéni.,  2"  série,  t.  XL.  (Juin  njii'.)  i3 
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j'insisterai  plu  lot  sur  les  nombreux  exemples  qui  permettent  au 
lecleur  de  vérifier  à  chaque  instanl  les  théorèmes  généraux  :  pour 
un  novice,  cette  façon  de  procéder  a  d'iuconleslables  avantages  ; 
l'aridité  de  l'exposition  s'atténue  et  la  portée  des  pro|)ositions 
apparaît  plus  nettement. 

Le  Ghapiire  III  traite  des  fonctions  continues  et  de  la  conver- 
gence uniforme.  Les  Auteurs  démontrent  le  théorème  de  Borel- 
Lebesgue,  el  Tapplicpient  ensuite  pour  établir  que  les  fonctions 
continues  sont  uniforme. nent  continues.  Il  nous  semble  que  cette 
démonstration  aniait  pu  être  exposée  plus  élégamment,  à  l'exemple 
de  celle  qu'on  doit  à  M.  Lebesgue  lui-même  ;  mais,  par  contre, 
faisons  cette  constatation  :  les  Auteurs  n'attendent  pas  qu'une 
découverte  date  de  plusieurs  générations  pour  en  faire  bénéficier 
leur  enseignement  ;  exemple  qui  devrait  trouver  de  nombreux 
imitateurs 

Voici  maintenant  un  Chapitre  nouveau,  dû  à  M.  Walson  :  la 
théorie  de  l'intégrale  de  Riemann.  Cette  théorie  est  exposée 
suivant  le  Mémoire  classicpie  de  M.  Darboux  ;  elle  est  complétée 
par  une  discussion  des  intégrales  impropres  et  «  infinies»  (suivant 
la  terminologie  de  M.  Hardj)  et  par  l'étude  de  l'intégration  dans 
le  champ  complexe. 

Le  Chapitre  V,  dédié  aux  fonctions  analytiques,  débute  par  la 
définition  des  fonctions  monogènes  et  la  démonstration  du  théorème 
fondamental  de  Cauchj  ;  les  Auteurs  emploient  la  méthode  de 
M.  Goursat,  après  l'avoir  simplifiée  par  une  application  prélimi- 
naiie  du  lemme  de  Borel-Lebesgue.  Viennent  ensuite  l'intégrale 
de  Cauchy,  les  théorèmes  de  Taylor,  Laurent  et  Liouville,  la 
notion  du  point  à  l'infini,  et  des  aperçus  sur  le  prolongement  ana- 
lytique. Les  Auteurs  étudient  également  quelques  propriétés  des 
fonctions  multiformes;  par  une  analyse  très  simple,  ils  montrent 
quelle  signification  on  doit  ajouter  à  l'ensemble  des  points  réels, 
de  coordonnées  x{<io),  ei  y  (^=.  x^)^  et  pourquoi  cet  ensemble 
ne  constitue  pas  une  courbe;  et  leurs  explications  sont  autrement 
claires  que  celles  d'un  jeune  géomètre  allemand  qui,  à  l'exemple 
de  L.  Fuchs,  réclamait  la   peine  capitale  pour  des  erreurs  de  ce 


genre... 


Le  Chapitre  VI  contient  un  résumé  succinct,  mais  très  clair,  sur 


l'évaluation  des    intégrales  définies  au   moyen  de   la   théorie  des 
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résidus.  Peut-être  les  Auteurs  auraient-ils  pu  dire  quelques  mots 

sur  l'application  de  cette   théorie  aux  fonctions  algébriques.  — 
Observons  encore  que  le  procédé  par  lecpiel  ils  calculent  l'intégiale 


/ 


dt 


ne  repose  aucunement  sur  la  tliéoiie  des  résidus,  mais  sur  le 
théorème  général  de  Gauchy. 

Sous  le  titre  de  «  (lévelop[)ements  de  fonctions  en  séries  infinies  », 
le  Chapitre  suivant  renferme  une  série  de  résultats  appartenant  à 
diverses  branches  de  la  théorie  des  fonctions  analytiques.  D'abord, 
la  définition  des  nombres  et  des  polynômes  de  BernouUi ,  la  formule 
sommatoire  de  M.  Darboux  et  celle  d'Euler-Mac  Laurin;  puis  les 
théorèmes  de  M.  Mittag-Leffler  et  de  Weierstrass,  l'intégrale  de 
M.  Borel  et  son  application  au  problème  du  prolongement  analy- 
tique, et,  enfin,  les  développements  en  séries  de  factorielles 
inverses.  On  voit  par  là  combien  nous  approchons  des  théories 
récentes. 

La  même  re/narque  s'ap[)lique  aux  Chapitres  suivants.  Tout 
d'abord,  le  Chapitre  VJIl  contient  la  théorie  des  s(Mies  asympto- 
tiques  de  Poincaré  et  des  séries  sommables  suivant  les  méthodes 
d'Euler,  de  Cesàro,  de  MiVI.  Borel  et  M.  Riesz,  ainsi  cpi'un 
théorème  dû  à  M.  Hardy  sur  la  convergence  (classique)  des  séries 
sommables  suivant  la  méthode  de  Cesàro  ;  ce  théorème  trouvera 
son  application  dans  le  prochain  Cha|)itre  consacré  aux  séries  de 
Fourier.  Pour  exposer  celte  dernière  théorie,  les  Auteurs  emploient 
une  méthode  plutôt  originale  :  après  un  historique,  volontairement 
très  bref(m;us  à  la  fin  duquel  on  devrait  tiouver  un  nom  français), 
le  lecteur  est  immédiatement  conduit  au  théorème  de  Fejer,  et,  de 
là,  pai"  1(!  théorème  de  Hardy  et  |)ar  deux  Iemni(\s  tins  à  Riemann 
et  à  M.  [icbesguc,  au  théorème  général  de  Dirirlilel.  Puis, 
MM.  Whittaker  et  Watson  examinent  biièvemenl  runiforniile  de 
la  convergence  ;  ils  démontrent  le  théorènie  de  Hiirwilz-Liapcuinoir 
et  terminent  par  la  théorie  généiale  de  Kiemann  sur  les  séries 
Irigonométriques  et  par  l'intégrale  double  de  Fourier. 

Les  équations  différentielles  linéaires  font  Tobjel  du  Chapitre 
suivant.  Les  Auteurs  se  bornent  à  éludiei*  Uv-^  solutions  dans  le 
domaine  d'un    point    ordinaire    et   d  un     point    réi;uiiei  ;    puis   ils 
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indiquent  une  curieuse  remarque  de  MM.  Klein  el  Bôcher  :  toutes 
les  équations  différentielles  linéaires  de  la  Physique  mathématique 
sont  des  dégénérescences  d'une  équalion  régulière  à  quatre  points 
singuliers,  et  pour  laquelle  la  différence  des  exposants  caractéris- 
tiques en  chaque  point  serait  i  ',2.  Effectivement,  on  retrouve  ainsi 
les  équations  de  Lamé,  Mathieu,  Legendre,  Bessel,  Weber, 
Hermite  et  Slokes  dont  nous  aborderons  prochainement  l'étude. 
Et  l'on  pourrait  ajouter  aussi  l'équation  de  Gauss  que  les  Auteurs 
donnent  bientôt  après,  sous  la  forme  généralisée  de  Papperilz. 

La  première  Partie  se  termine  par  le  Chapitre  XI,  rédigé  entiè- 
rement par  M.  Watson  et  consacré  aux  équations  intégrales.  La 
méthode  de  Fredholm,  exposée  intuitivement,  est  ensuite  analysée 
de  très  près  ;  puis  l'Auteur  étudie  l'équation  de  Volterra  et  s'étend 
davantage  sur  les  élégants  résultats  de  M.  Schmidt  ;  il  termine 
enfin  par  la  solution  des  équations  d'Abel  et  de  Schlomilch. 

Et,  maintenant,  le  lecteur  |)ourra  aborder  la  seconde  Partie  ;  il 
sera  parfaitement  préparée  l'étude  des  transcendantes  importantes 
qu'il  va  rencontrer.  Ces  fonctions  se  répartissent  en  trois  groupes  : 
groupe  des  transcendantes  arithmétiques  [fonctions  F,  Ç  (s)  et 
Ç(5,  «)];  groupe  des  transcendantes  linéaires  (fonctions  de  Gauss, 
de  Legendre,  de  Bessel  et  de  Mathieu)  ;  et  groupe  des  transcen- 
dantes elliptiques  (fonctions  de  Weierstrass,  fonctions  8  et  fonctions 
de  Jacobi). 

La  fonction  F,  qui  ouvre  cette  série,  fait  l'objet  d'un  excellent 
Chapitre.  Les  Auteurs  définissent  cette  transcendante  au  moyen 
de  son  développement  en  produit  infini  ;  ils  en  déduisent  aisément 
la  formule  limite  d'Euler,  l'équation  fonctionnelle  caractéristique, 
le  théorème  de  multiplication  et  la  représentation  de  la  fonction 
sous  forme  d'intégrale  définie  et  d'inlégrale  curviligne.  Nous 
arrivons  alors  aux  formules  concernant  la  dérivée  logarithmique  : 
formule  de  Gauss,  de  Binet  et  série  de  Stirling.  L'étude  se  termine 
par  la  définition  des  fonctions  B  et  par  le  calcul  d'une  intégrale  de 
Dirichlet. 

Le  Chapitre  suivant,  dû  à  M.  Watson,  se  rapporte  à  la  fonction  ^ 
de  Riemann.  L'Auteur  définit  simultanément  les  fonctions  ^(s) 
et  Ç(5,  a)  ;  après  quelques  calculs  il  démontre  la  formule  de  Hurwitz 
pour  Ç(5,a),  d'où,  comme  conséquence,  la  relation  célèbre  de 
Riemann  entre  'C(s)  et  Ç(i  — 5).  Ce  Chapitre  se   termine  par  la 
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formule  d'Hermite,  l'intégrale  de  Riemann  et  une  application  au 
développement  asjmptoticpie  de  la  fond  ion  LogV[z  -\-  <^i).  On 
pourrait  reprocher  à  l'Auteur  de  n'avoir  pas  fait  sentir  suffisamment 
l'extrême  difficulté  du  sujet  abordé  :  aussi  bien,  la  théorie  de  la 
fonction  Ç  exige  le  concours  de  toutes  les  branches  de  l'Analyse  ; 
et  parmi  les  théorèmes  qu'elle  met  à  conlributior),  ce  sont  souvent 
les  plus  récents,  et  les  plus  difficiles  à  établir.  Or,  c'est  tout  au 
plus  si  l'Auteur  fait  allusion  à  la  célèbre  hypothèse  de  Riemann... 

L'étude  de  la  fonction  hjpergéométrique  remplit  le  Chapitre 
suivant  (Chap.  XIV).  Les  Auteurs  énumèrent  les  24  solutions 
classiques  et,  pour  obtenir  les  relations  linéaires  entre  ces  fonc- 
tions, ils  esquissent  une  méthode  des  plus  élégantes,  découverte 
récemment  par  M.  Rarnes.  La  représentation  des  solutions  sous 
forme  d'intégrales  définies,  et  l'étude  des  relations  entre  les  fonc- 
tions contiguës,  terminent  cette  étude. 

Le  Chapitre  XV  traite  des  fonctions  de  Legendre  ;  il  débute  |)ar 
l'étude  des  polynômes  de  Legendre  et  de  leurs  nombreuses  rela- 
tions, puis  il  roule  sur  les  fonctions  de  Legendre  générales  des 
deux  espèces  et  sur  leurs  expressions  au  moyen  des  intégrales  de 
Laplace.  Les  Auteurs  terminent  par  les  déveloj)pements  en  séries 
de  polynômes  de  Legendre  et  par  les  théorèmes  d'addition. 

Dans  Téquation  hypergéométrique  faisons  tendre  l'un  vers  Tau  Ire 
deux  points  singuliers,  les  exposants  caractéristicjues  croissant 
indéfiniment  (en  module)  suivant  une  loi  déterminée.  On  peut 
choisir  celte  loi  de  façon  à  obtenir  une  équation  limite  bien  définie 
et  irrégulière.  Les  solutions  de  ces  équations  limites  sont  appelées 
par  les  Auteurs  des  fonctions  hypergéométriques  conjlueiitcs  :  leur 
étude  constitue  les  Chapitres  XVI  et  XVIL  Citons  parmi  ces  équa- 
tions la  fonction  des  Erreurs,  la  fonction  Gamma  in(U)niplète,  le 
logarithme  intégral  et  les  fonctions  du  cylindre  parabolique  ;  elles 
admettent  des  formules  de  récurrence  et  des  représentations  asymp- 
toti(|ues.  Un  autre  cas  particulier  très  important  est  celui  des 
fonctions  de  Bessel,  (jue  MM.  Whittaker  et  Watson  étudient 
minutieusement;  ils  commencent  par  les  fonitions  ],i[^\n  viWwv 
ou  non),  arrivent  aux  fonctions  \n  de  Hankel  et  termintMil  par  les 
fonctions  I«(3)  =  i  "  J„(fij)  de  Basset. 

Dans  le  Chapitre  XVIII,  les    Auteurs   al)orcl(i)l    Técpialion   de 
Laplace  et  résolvent,  à  son  sujet,  des  problèmes  d'une  importance 
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capitale  en  Physique  malliématiqiie  :  développemenl  des  intégrales 
au  moyen  des  fondions  de  Legendre  et  des  fondions  de  Bessel  ; 
détermination  des  intégrales  moyennant  des  conditions  aux  limites 
données  sur  la  surface  d'une  sphère.  Puis  ils  arrivent  à  l'équation 
de  la  propagation  des  ondes  et  en  construisent  d'importantes 
solutions  au  moyen  des  fonctions  de  Bessel. 

Arrêtons-nous  un  pen  plus  sur  les  fonctions  de  Mathieu  qui 
constituent  l'ohjet  du  Chapitre  XIX.  On  appelle  équation  de 
Mathieu  l'équation 

-7—;  = — (<2 -f- 105' cos  2^)  w; 

elle  forme  un  cas  particulier  de  l'équation  obtenue  par  Hiil  dans 
l'étude  du  mouvement  du  périgée  lunaire.  Posons-nous  la  question 
suivante  :  peut-on  choisir  pour  a  une  fonction  de  q  telle  que 
l'équation  possède  des  solutions  pério(li(|ues?  Ces  solutions,  si  elles 
existent,  s'exprimeront  linéairement  au  moyen  de  solutions  pério- 
diques paires  et  impaires  que  l'on  aj)pelley"o/?c^^o/^5  de  MatJiieu. 
Or  M.  Whitlaker  a  montré  récemment  que  les  fonctions  paires  de 
Mathieu  vérifient  une  équation  intégrale  homogène.  Partant  de  là, 
on  peut  représenter  formellement  les  fonctions  de  Mathieu  sous 
forme  de  séries  trigonométriques  dont  les  coefficients  sont  fonc- 
tions àe  q  ]  toutefois,  la  convergence  des  séries  reste  inceitaine 
par  cette  méthode.  Avant  d'approfondir  cette  question,  M.  Whitlaker 
esquisse  brièvement  la  théorie  de  M.  Floquet,  puis  celle  de  Hill  et 
de  son  déterminant  infini  ;  il  revient  ensuite  à  l'équation  de  Mathieu 
qu'il  étudie  au  moyen  de  la  transformation  cos^.3  =:  Ç  et  des  résultats 
de  Lindemann  et  Stieltjes  ;  et,  alois,  la  convergence  des  séries  peut 
être  mise  hors  de  doute.  Il  serait  à  souhaiter  que  ce  Chapitre,  très 
intéressant,   suscite  de  nouvelles  recherches  sur  ce  sujet  difficile. 

Les  trois  derniers  Chapitres  sont  consacrés  aux  fonctions  elli[)- 
tiques.  I^e  Chapitre  XX  renferme,  sous  forme  condensée,  l'exposé 
de  toutes  les  propriétés  fondamentales  des  fonctions  de  Weier- 
strass;  le  Chapitre  suivant,  réservé  aux  fondions  0,  renferme  une 
étude  directe  très  remarquable  du  problème  de  l'inversion.  Enfin, 
le  dernier  Chapitre  se  rapporte  aux  transcendantes  de  Jacobi  et 
aux  intégrales  de  Legendre. 

L'Ouvrage  se  termine  |)ar  un  Af)pendice  où  se  trouvent  résumés 
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lespoinls  fondamentaux  de  la  ihéorie  classique  des  transcendantes 
élémentaires.  Les  Auteurs  rejettent  systématiquement  toute 
démonstration  d'origine  géométrique  :  la  périodicité  des  fonctions 
circulaires  est  déduite  des  développements  tayloriens,  et  la  notion 
d'argument  est  présentée  sous  forme  exclusivement  arithmétique. 
Cette  rapide  analyse  permettra,  sans  doute,  d'apprécier  toute 
l'ampleur  du  sujet  abordé  par  MM.  Whittaker  et  Walson.  ^ /?7^/o/7*, 
la  simple  énumération  des  titres  de  Chapitres  pouvait  soulever 
quelque  appréhension  :  il  semble  impossible  de  condenser  en 
quelques  centaines  de  pages  des  théories  aussi  différentes  et  aussi 
vastes,  d'en  faire  saisir  la  signification  réelle  et  le  sens  profond. 
Mais  il  suffira  de  parcourir  l'Ouvrage  de  MM.  Whittaker  et  Watson 
pour  dissiper  cette  objection.  Tout  d'abord,  une  bibliographie, 
sinonlrès  complète^  du  moins  fortjudicieusementchoisie,  permettra 
au  lecteur  d'étendre  ses  connaissances  sans  perte  de  temps.  Mais 
il  y  a  plus;  nous  n'avons  pas  encore  parlé  d'une  des  caractéris- 
tiques les  plus  frappantes  de  l'Ouvrage  :  Tabondance  vraiment 
extraordinaire  des  exercices  ;  l'ensemble  de  tous  ceux  qui  terminent 
les  Chapitres  dépasse  5oo  et  nous  ne  tenons  [)as  compte  de  tous 
ceux,  plus  nombreux  sans  doute,  (|ui  sont  intercalés  dans  le  lexle; 
et  la  plupart  de  ces  exercices  sont  extraits  des  Mémoires  originaux. 
Une  telle  richesse  de  documenlation  ne  fait  pas  seulement  honneur 
à  l'étonnante  érudilion  des  Auteurs  :  elle  constitue  pour  le  lecteur 
studieux  le  gage  assuré  d'une  excellente  préparation  aux  problèmes 
les  plus  divers  de  la  Physique  mathématique. 

Renh   Gaiuvikh. 


ENRIQUES    (  Fkdkrigo  ).    —     Lezioni    sull.v    Teoiua    gkometrk.a    delle 

EQUVZIONI    K    DKLLi:    FUNZIONI    ALGEBRICIIE,    pubblicatC    per     CMIia    tlt'i     l>i)tt. 

CiiisiNi.   Volume    I.    i    vol.    in-8"    de  xiv-h397  pages    Bologna,    Xicolà 
Zanicljelii,  191  5. 

L'Ouvrage  dont  M.  Enriques  publie  le  premier  Volume  est  con- 
sacré à  un  genre  d'étude  particulièrement  eu  laveur  actuellement 
en  Italie  :  Vélude  qualitalive  des  équations  et  des  fonctions  algé- 
briques. 11  comble  une  vraie  lacune,  car  les  Ouvrages  de  Salnion  (M 
de  Clébsch,  (jui  furent  écrits  (lans  le  nu^ine  ordre  (rich'cs,  soni 
aujourd'hui  bien  vieillis. 
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Le  programme  que  s'est  tracé  M.  h^nricjiies  comprend  l'étude 
complète  des  fonctions  algébriques  de  deux  variables.  On  trouvera 
donc  dans  cet  Ouvrage  l'étude  projective  des  courbes  algébricpies  ; 
celle  des  propriétés  de  ces  courbes  invariantes  par  rappoit  aux 
transformations  birationnelles  ;  la  théorie  des  surfaces  de  Riemann  ; 
la  théorie,  si  délicate,  des  points  singuliers  des  courbes  algébriques 
planes  ;  enfin,  les  questions  de  continuité  et  de  réalité  de  ces 
dernières  courbes  seront  également  abordées. 

Le  premier  Volume  a  été  divisé  en  deux  Livres  dont  le  premier 
sert  d'introduction  à  l'Ouvrage. 

Dans  le  Livre  I,  l'Auteur  commence  par  exposer  la  théorie  des 
fonctions  f{x)  =  o,  algébriques,  interprétées  comme  définissant 
des  grou|)es  de  points  sur  une  di-oile.  C'est  dans  ce  sens  qu'est 
tiaitée  la  théorie  des  formes  algébriques  d'une  variable,  exposée 
d'une  façon  très  complète.  Une  place  spéciale  est  faite  dans  ce 
Chapitre  aux  quaternes  de  [)oinls  d'une  droite.  M.  Enriques  déduit, 
de  cette  dernière  théorie,  la  résolution  des  équations  du  troisième 
et  du  quatrième  degré  par  radicaux. 

Vient  ensuite  l'étude  de  l'équation  algébrique /(jt,  y)  =  o  à  deux 
variables.  Cette  équation  peut  être  interprétée  de  deux  façons  : 
soit  comme  courbe  plane,  soit  comme  correspondance  entre  deux 
formes  de  première  espèce.  L'Auteur  examine  successivement  ces 
deux  interprétations  et  donne  les  premiers  éléments  de  la  théorie 
des  courbes  planes  (tangentes,  points  multiples,  etc.),  ainsi  que 
des  notions  sur  les  courbes  représentant  des  coirespondances,  le 
concept  de  points  infiniment  voisins  en  géométrie  et  l'hjperespace. 
Ces  dernières  questions  sont  traitées  d'une  manière  particuliè- 
rement intéressante  pour  le  commençant. 

Le  troisième  Chapitre,  qui  termine  le  Livre  I,  est  d'un  grand 
intérêt  :  M.  Enriques,  partant  des  deux  interprétations  de  l'équa- 
tion/(^,  r)  =  o  qu'il  a  exposées  au  Chapitre  précédent,  remarque 
qu'une  telle  équation,  qui  peut  être  envisagée  comme  générale 
dans  une  interprétation^  ne  l'est  pas  dans  l'autre  ;  c'est  pour  lui 
l'occasion  d'examiner  la  signification  de  l'expression  en  général 
et  le  principe  du  compte  des  constantes.  Après  quelques  notions 
sur  la  théorie  des  ensembles,  l'Auteur  nous  donne  les  définitions 
relatives  aux  variétés  algébriques  et  Remontre  le  principe  du  compte 
des  constantes  ou  principe  de  Plucker-Clebschc^yx^W  énonce  ainsi: 
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Si  un  système  de  n  équations  à  n  inconnues^  dépendant  de 
certains  paramètres  a^^a-i-,  ...^  variables^  est  incompatible  pour 
des  valeurs  génériques  de  ces  paramètres  ;  chaque  fois  qu'il 
devient  compatible  pour  des  valeurs  particulières  de  a,,  a^,  ..., 
il  devient  indéterminé.  On  peut  donc  affirmer  la  compatibilité 
du  système  pour  des  valeurs  génériques  des  paramètres^  s'il 
est  compatible  et  déterminé  pour  des  valeurs  particulières  de 
ceux-ci. 

Géométriquement,  ce  principe  s'énonce  : 

Si.,  entre  deux  variétés  algébriques  irréductibles  V„,  V,„,  à 
n,  m  dimensions^  existe  une  correspondance  par  laquelle  à  un 
point  générique  de  \a  correspondent  cc^' points  de  V,„(r^o),  et 
si,  réciproquement^  les  points  de  V„  qui  correspondent  à  des 
points  génériques  de  \ ,,1  correspondent  à  ce-''  points  de  cette 
variété  (o^s'^n  -{-  r  —  m),  les  points  génériques  de  Y  m  corres- 
pondent effectivementàco'^"^'"^  points  [non  exceptionnels)  de  \  n- 

Des  exemples  font  comprendre  la  portée  exacte  de  ce  principe 
et  montrent  comment  on  doit  l'appliquer. 

Le  Livre  II  débute  par  un  Cliapitre  consacré  aux  involutions. 
M.  Enriques  commence  par  exposer  Je  principe  de  correspon- 
dance de  Chasles  et  le  lliéorème  de  M.  Zeuthensur  la  multiplicité 
des  points  de  coïncidence.  Ensuite,  il  définit  les  involutions  de 
groupes  de  points  sur  une  droite  et  démontre  le  lliéorème  classique 
de  FAÏroth.  Viennent  alors  la  recherche  des  points  doubles  d'une 
involution  et  le  théorème  de  M.  Bertini  sur  les  points  mulii[)les 
des  courbes  planes  d'un  système  linéaire.  La  question  de  déterminer 
les  involutions  dont  les  points  doubles  sont  donnés  est  traitée  à 
fond,  ainsi  que  les  diverses  questions  relatives  aux  involutions 
cycliques.  Enfin,  l'Auleur  donne  la  mélho(l(î  de  M.  Klein  pour 
déterminer  les  groupes  (inis  de  projeclivilé  sui-  la  dioile  en  piiitanl 
I  de  la  formule  donnant  le  nombre  de  points  doubles  (riine  iuNo- 
Intion. 

Dans  le  deuxième  Chapitre,  [\L  i^nricpies  expose  d'une  inanièie 
très  complète  les  propriétés  du  gioupe  de  points  d'intersection  de 
deux  courbes  planes  et  passe  alors  à  la  génération  d(  s  courbes 
planes  par  deux  faisceaux  homogi"aphi(|ues  (^nu'thode  de  Steiner). 
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Vieniienl  ensuile  la  dcfinilion  de  la  classe  d'une  courbe  plane,  les 
formules  de  Plùcker  et  l'application  de  celles-ci  aux  cubiques 
planes.  Les  formules  de  Pliicker  donnent  l'occasion  à  l'/Vuteur 
d'introduire  le  genre  d'une  courl)e  et  de  démontrer  sou  invariance 
par  rapport  aux  transformations  quadratiques. 

Après  avoir  exposé  les  travaux  de  Chasles,  de  Joncf|uières  et 
Halphen  sur  les  séries  simplement  infinies  de  courbes  planes, 
M.  Enriques  fait  une  étude  détaillée  de  la  quartique  plane  dont  il 
recherche  les  bitangentes  et  les  systèmes  de  coniques  quadritan- 
gentes. 

Le  troisième  et  dernier  Chapitre  contient  l'exposé  de  la  repré- 
sentation des  imaginaires  et  de  la  théorie  des  surfaces  de  Riemann. 

Ce  premier  Volume,  éciit  avec  beaucoup  de  clarlé,  contient  en 
outre  quelques  aperçus  sur  Fhisloire  et  la  genèse  des  théories  qui 
y  sont  exposées  ;  il  nous  fait  désirer  la  prompte  [)ublication  des 
deux  autres  Volumes  qui  doivent  com[)léter  l'Ouvrage.  Comme 
M.  Enriques  le  dit  au  début,  il  a  voulu  mettre  à  la  disposition  des 
jeunes  mathématiciens  l'exposé  des  leçons  qu'il  donne  depuis 
plusieurs  années  à  l'Université  de  Bologne.  C'est  là,  croyons-nous, 
œuvre  utile  et  qui  évitera  aux  débutants  bien  des  recherches  dans 
le  dédale  des  Mémoires  publiés  sur  les  questions  traitées  par 
M.  Enriques,  dédale  où  il  est  si  facile  de  s'égarer. 

Lucien  Godeaux. 


The  Princkton  Goli.oquium.  Lectures  on  Mathematics.  i  vol.  gr.  in-8  de 
11-107-1-11-117  pages.  New- York,  published  by  the  American  Mathema- 
tical  Society,  5oi  West  116*''  Street,   igio. 

Ce  Volume  contient  deux  séries  de  Conférences  données  à  Princeton 
en  septembre  1909  sous  les  auspices  de  ï American  Matliematical 
Society^  par  1"  M.  Bliss  (Gilbert  Ames);  2"  M.  Kasner  (Edward). 

L 

BLlSS  (Gilbert  Amks).  —  FuNDAiviENTAr,  existkxce  tiihorkms  (11-107  pages). 

Les  Conférences  de  M.  Bliss  sont  consacrées  à  l'étude  des  théo- 
rèmes d'existence  concernant  les  fonctions  implicites  et  les  fonc- 
tions définies  par  des  équations  diflerentielles  :  les  fonctions  envi- 
sagées sont  des  fonctions  de   variables  réelles.   Le  but   principal 


GOMPTRS    RIÎNDUS    \IT   ANAI.YSRS.  187 

poursuivi  par  l'Auteur  est  de  libérer  les  énoncés,  dans  la  mesure 
du  possible,  des  restrictions  qui  s'expriment  par  les  mois  «  dans 
le  voisinage  de  »  qu'on  trouve  dans  les  énoncés  classiques. 

Indiquons  d'abord  quelques  notations  relatives  aux  fonctions 
implicites.  Les  équations  de  définition  de  ces  fonctions  s'écriront 
en  abrégé  sous  la  forme 

où  X  désigne  l'ensemble  des  variables  ^,,  x.y,  ...,  x,u  et  y  l'en- 
semble des  fonctions  inconnues  j^, ,  ^25  •••5  J'/^•  ^-'^  notation  (x',y)^ 
ou  p,  désignera  le  point  (.r,,  ^27  •••5^m;  JKmJ'si  •••5^/0  de 
l'espace  à  m  +  n  dimensions  constitué  par  l'ensemble  des  va- 
riables jc  et  des  variables  jk;  la  notation  .x  désignera  de  même  le 
point  (X) .  ^To,  ...,  ^„/)  de  l'espace  des  variables  :r. 

Après  avoir  donné  les  énoncés  et  les  démonstrations  classiques 
de  M.  Dini,  puis  de  M.  Goursal  (approximations  successives), 
l'Auteur  étend  ces  énoncés,  ainsi  que  l'a  fait  M.  Bolza  en  vue  du 
calcul  des  variations,  de  façon  à  définir  une  solution,  non  plus 
dans  le  voisinage  d'un  point  a,  mais  dans  le  voisinage  Ag  d'un 
certain  ensemble  de  points  «,  le  voisinage  Ag  d'un  ensemble  étant 
défini  ainsi  qu'il  suit  :   c'est  Tensemble  des  points  x  tels  que  l'on 

ait 

(x,-—  ai)  <  8, 

où  ai  est  un  point  quelconque  de  l'ensemble,  et  où  0  demeiij'e  le 
même  pour  tous  les  points  a  de  V ensemble. 

Mais  le  principal  élément  nouveau  introduit  par  IM.  Bliss  est  ce 
qu'il  appelle  un  feuillet  (sheet)  de  solutions  :  c'est  un  ensemble  S 
de  points  p  de  l'espace  (.r  ;  ))  vérifiant  les  équation-^  (•)  ^^  ^^'^  que, 
pour  chacun  des  points  de  cet  ensemble,  il  existe  un  domaine/', 
entourant  le  point  et  tel  que  deux  points  de  S  situés  dans  p^  n'aient 
jamais  la  même  projection  dans  l'espace  x.  De  toute  solution 
initiale  («;  h)  des  équations  (i)  part  un  feuillet  unique  de  solu- 
tions dont  les  points  fiontières  ne  peuvent  être  (jue  des  points 
exceptionnels  des  fonctionsy,  c'est-à-dire  i\v>  points  où  l'une  des 
conditions  bien  connues  imposées  aux  lontiions  J  [)ar  Ténoncé  du 
théorème  fondamental  tombe  en  défaut. 

A  l'aide  de  cette  notion  (\c.  feuillet,    !    Vnleur  étudie  linveision 
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des  transformations  de  la  forme 

^i=  '^iiyx^  y^2, .. .,  jK«)      (î  =  I,  '2,  ...,  n). 

Il  établit  diverses  propositions  qui,  sous  certaines  hypothèses  rela- 
tives aux  fonctions  ^^  fournissent  des  catégories  de  domaines  (œ) 
et  (y)  se  correspondant,  par  les  formules  précédentes,  d'une  façon 
univoque  et  réciproque. 

M.  Bliss  arrive  ensuite  à  l'étude  des  points  singuliers  des  fonc- 
tions implicites.  Ce  sont  les  points  où  le  déterminantfonctionneldes 
fonctions  fi{oo]y)  par  rapport  aux  jk  est  nul.  L'étude  de  ces  points 
a  donné  lieu,  depuis  quehjues  années,  à  des  recherches  de  M.  Bliss 
lui-même  et  de  divers  autres  auteurs  publiées  dans  les  Transactions 
ou  dans  le  Bulletin  de  l'American  Matheniatical  Society.  L'Auteur 
s'occupe  surtout  ici  des  transformations  à  deux  variables 

qu'il  se  propose  d'étudier  dans  le  domaine  d'un  point  où  le  déter- 

minant  lonctionnel  D  =  — -^ — ^^-  est  nui,  point  qu  on  peut  sup- 

^(7i'72)  '  r  ^  r  r 

poser  être  l'oiigine  des  coordonnées.  Sans  traiter  le  sujet  dans 
toute  sa  généralité^  ce  qui  présenterait  probablement  d'assez 
grandes  difficultés,  il  donne  quelques  propositions  intéressantes 
pour  le  cas,  relativement  simple,  où  les  courbes  ^,  =  o,  ?j;2=o 
n'ont  pas  d'autre  point  commun  dans  le  voisinage  du  point  O  que 
le  point  O  lui-même  et  où  D  ne  s'annule  pas  identiquement.  Les 
diverses  branches  de  la  courbe  D  =  o  qui  passent  à  l'origine  déter- 
minent, avec  un  cercle  de  centre  O  et  de  rayon  suffisamment 
petit,  un  certain  nombre  de  régions  triangulaires;  chacune  de  ces 
régions  S  est  transformée  d'une  façon  univoque  et  réciproque  en 
un  feuillet  2  du  plan  (.r,,  x<x)  et  ces  feuillets  constituent,  au  point 
de  vue  réel,  une  sorte  de  surface  de  Riemann  admettant  l'origine 
comme  point  de  ramification  :  si  les  signes  de  D  dans  deux 
régions  S,,  S2  adjacentes  sont  opposés,  les  images  Si,  S2  de  ces 
régions  se  recouvrent  le  long  de  leur  frontière  commune  tandis 
que,  si  les  signes  sont  les  mêmes,  les  images  2|,  S2  sont  situées  de 
part  et  d'autre  de  leur  frontière  commune. 

La  fin  de  l'élude  de  M.  Bliss  est  consacrée  au  théorème  d'exis- 
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tence  des  intégrales  de  l'équation  difFérentielle 

La  méthode  employée  est  la  méthode  classique  de  Cauchy  qui 
consiste  à  définir  la  courbe  intégrale  qui  passe  par  un  point  c,  'f\ 
comme  limite  d'une  certaine  ligne  jiolygonale  (polygone  de  Gauchy). 
M.  Bliss^  en  reprenant  l'étude  de  cette  question,  s'est  proposé  de 
définir  la  solution  dans  le  domaine  le  plus  étendu  possible  pour 
lequel  les  conditions  imposées  à  la  fonctiony(x,  y)  sont  vérifiées. 
On  sait  que  M.  Picard  et  M.  Painlevé  onl  établi  que,  si  une  solution 
continue  de  l'équation  (2)  existe  dans  un  intervalle  y.'^x^p^  les 
polygones  d'approximation  de  Gauchy  relatifs  à  cette  solution  sont 
définis  et  convergent  uniformément  vers  la  solution  dans  tout  cet 
intervalle.  M.  Bliss  va  un  peu  plus  loin  :  il  considère  un  domaine  R 
dans  lequel  f{oc^y)  est  continue  et  vérifie  la  condition  de 
Lipschilz  et  il  démontre,  a  priori^  que  les  polygones  de  Gauchy 
issus  d'un  point  (Ç,  y|)  intérieur  à  R  permetlent  de  définir  une 
courbe  intégrale  de  l'équation  difTérentielle  qui,  ou  bien  s'étend  à 
l'infini,  ou  bien  est  définie  jusqu'à  la  frontière  de  R. 

La  solution  C5(^,  $,  'f\)  ainsi  trouvée  esl  continue  par  rap[)orl  à  x\ 
M.  Bendixon  a  démontré  qu'elle  est  aussi  continue  par  riippoil 
à  Ç  et  à  '^  et  que,  si  y*  a  dans  R  des  dérivées  partielles  continues,  la 
fonction  CD (x",  $,  't\)  a  des  dérivées  partielles  conlinues  par  rapport 
aux  trois  arguments  x,  Ç,  i\.  M.  Bliss  reprend  ici,  à  son  point  de 
vue,  la  démonstration  de  ce  théorème  de  M.  Bendixon.  Il  applicjue 
ensuite  ces  divers  résultats  à  Texislence  des  intégrales  des  é(|ua- 
lions  aux  dérivées  partiel  les  du  premier  ordre 

sans  faire  l'hypothèse  que  F  est  analytique;  il  reprend  pour  cela 
la  mélhode  classique  des  caractérisliques  en  ne  faisant  que  des 
hypothèses  relatives  à  la  continuité  de  F  et  de  ses  dérivées  j)re- 
mières  et  secondes.  Ges  caractéristiques  étant  définies  par  un  sys- 
tème diflerentiel,  on  peut  appliquer  à  ce  système  les  r('sultals 
établis  précédemment  pour  l'équation  (2)  et  qui  s'élcudcul  s.ins 
difficulté  aux  systèmes  dillérentiels. 
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JI. 

KASNER    (Edward).  —  Differential-geometric   aspects  of  Dynamics 
(11-117  pages). 

Les  trajectoires  d'un  point  dans  un  clianip  de  forces  donné 
constituent  une  famille  de  courbes  qu'on  peut  envisagera  un  point 
de  vue  purement  géométrique.  Ce  sont  les  propriétés  caractéris- 
tiques des  familles  de  courbes  de  cette  espèce  que  l'Auteur  s'est 
proposé  d'étudier. 

Considérons  d'abord  le  mouvement  d'un  point  malériel  dans  un 
champ  de  forces  du  plan.  Les  trajectoires  sont  des  courbes  définies 
par  un  système  différentiel  de  la  forme 

Il  suffit  d'ébminer  t  entre  les  deux  équations  précédentes  pour 
obtenir  l'équation  diflerentielle  du  système  de  toutes  les  trajec- 
toires possibles,  envisagées  au  point  de  vue  purement  géométrique 
et  sans  se  préoccuper  de  la  façon  dont  elles  sont  décrites. 
L'équation  différentielle  ainsi  obtenue  est  l'équation  du  troisième 
ordre 


(0       (^ -/?)/"  = 


dx        \  oy        dx  )  -^        ày"     y  ^-^     ' 


oii  y' ^  y'\  y'"  désignent  les  dérivées  de  )'  par  rapport  à  x.  C'est  là 
une  équation  particulière  du  troisième  ordie  et  iM.  Kasner  s'est 
proposé  d'exprimer  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
qu'une  équation  quelconque  du  troisième  ordre 

(2)  y"=/(^,7,y,y') 

soit  de  la  forme  (i),  c'est-à-dire  pour  que  les  courbes  intégrales  de 
cette  équation  puissent  constituer  Tensemble  des  trajectoires  d'un 
point  matériel  dans  un  certain  champ  de  forces.  La  recherche  de 
ces  conditions  sous  forme  analytique  ne  présente  aucune  dif- 
ficulté :  on  voit  immédiatement  que  l'équation  (2)  doit  être  de  la 
forme 

(y-  '•oy"=  (Xj^'2+  i^y  +  v)y'+  3y'2, 

où  0),  )>,  ijL,  V  sont  quatre  fonctions  de  x  et  y^  et  l'on  trouve  aisé- 
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ment  les  deux  équations  aux  dérivées  partielles  que  doivent  vérifier 
ces  quatre  fonctious  pour  que  l'équation  puisse  se  mettre  sous  la 
forme  (i).  Mais  M.  Kasner  ne  s'en  tient  pas  là  et  il  préfère  expri- 
mer ces  mêmes  conditions  sous  une  forme  géométrique.  Sa 
méthode  consiste  en  définitive  à  faire  correspondre  à  l'élément  du 
troisième  ordre  {^^  y^  y',  y'^^  y'^'),  an  sens  de  I^ie,  des  éléments 
géométriques  intrinsèques  attachés  à  cet  élément,  par  exemple  le 
rayon  de  courbure,  la  dérivée  du  rayon  de  courbure  par  rap[)ort  à 
l'arc,  la  parabole  qui  admet  cet  élément,  c'est-à-diie  la  parabole 
osculatrice  à  l'une  quelconque  des  courbes  intégiales  au 
point  (x^  y)  :  les  conditions  analytiques  qui  caractérisent  les 
équations  du  troisième  ordre  de  la  forme  (i)  se  traduisent  alors 
par  des  propriétés  géométriques  relatives  aux  éléments  intrinsèques 
ainsi  introduits.  M.  Kasner  arrive  à  un  système  de  cinq  piopriétés 
géométriques  nécessaires  et  suffisantes  dont  l'ensemble  est  carac- 
téristique des  courbes  intégrales  de  l'équation  (1),  quelles  que 
soient  les  fonctions  co  et  'i^i  qui  figurent  dans  cette  équation. 
Parmi  ces  cin(|  propriétés,  les  deux  suivantes  sont  relativement 
simples  : 

1°  Les  directrices  des  paraboles  osculatrices  aux  courbes 
intégrales  et  tangentes  à  un  élément  linéaire  donné  {oc^y^y') 
passent  par  un  même  point  D; 

2.^  Quand  Vêlement  linéaire  tourne  autour  du  point  (.r,  j'), 
le  point  D  décrit  une  droite  passant  par  ce  point. 

Nous  n'énoncerons  pas  les  trois  autres  propriétés  géométritjues 
données  par  M.  Kasner  :  elles  sont  d  ailleurs  plus  compliquées  et 
il  ne  paraît  pas  y  avoir  un  avantage  essentiel  à  exprimer,  sous  une 
forme  géométri(|ue  compliquée,  des  propriétés  qui  s'expriment 
d'une  façon  assez  simple  à  l'aide  de  symboles  algébrnpies. 

M.  Kasner  traite  le  même  problème  pour  les  chanq)s  de  forces 
de  l'espace.  11  donne  ici  quelques  propriétés  intéressantes  du  sys- 
tème des  sphères  osculatrices  en  un  j)oinl  M  à  toutes  les  trajec- 
toires qui  passent  par  M  :  celles  de  ces  trajectoires  qui  so/it  tan- 
gentes en  M  à  une  même  direction  MV  (idnicUcut  des  sphères 
osculatrices  dont  les  centres  ont  pour  lieu  uiic  ligiïc  droite  D 
ct^  si  Von  jait  varier  la  direction  MT',  les  droites  I)  correspon- 
dant aux  dii'crses  directions  iVlT  foruicnt  une  congruence  de 
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droites  constituée  par  les  sécantes  cV une  certaine  cubique 
gauche.  Ces  conditions,  jointes  à  quelques  autres,  analogues  à 
celles  qu'on  obtenait  dans  le  plan,  donnent  un  système  de  condi- 
tions caractéristiques  des  familles  de  Irajectoires  de  l'espace. 

Lorsqu'une  famille  de  courbes  remplissant  les  conditions  ainsi 
trouvées  est  donnée,  on  peut  connaître  à  un  facteur  constant  près 
le  champ  de  forces  qui  lui  a  donné  naissance,  de  sorte  que,  tliéori- 
quemcnt,  une  photographie  de  l'ensemble  des  trajectoires  permet- 
trait d'obtenir  le  champ  de  forces,  sans  qu'il  soit  nécessaire  de 
connaître  la  loi  du  mouvement  d'un  point  matériel  sur  les  trajec- 
toires, sous  l'action  du  champ  inconnu  ;  un  exemple  de  détermina- 
tion d'un  champ  de  forces  par  l'ensemble  des  trajectoires  est  celui 
où  les  trajectoires  sont  des  coniques  ayant  un  foyer  donné  :  c'est 
le  problème  classique  de  Bertrand  qui  conduit,  comme  on  sait,  à 
la  loi  de  Newlon. 

La  méthode  de  M.  Rasner  donne  des  lésultals  parliculièrement 
simples  lorsque  le  champ  de  forces  considéré  dérive  d'une  fonction 
de  forces  et  que  l'on  envisage  l'ensemble  des  tiajecloires  corres- 
pondant à  une  même  valeur  de  la  constante  des  forces  vives  :  cet 
ensemble  constitue  ce  que  TAuteur  appelle,  avec  M.  Painlevé,  une 
famille  naturelle  de  trajectoires.  Une  pareille  famille  dépend, 
dans  l'espace,  de  quatre  paramètres  et  l'on  peut  se  proposer  de 
caractéiiser,  par  des  propriétés  géométriques,  les  familles  de 
courbes  à  quatre  paramètres  susceptibles  de  constituer  une  famille 
naturelle.  Ces  familles  de  courbes  peuvent  aussi  être  définies 
comme  les  extrémales  d'un  problème  de  calcul  des  variations 
relatif  à  une  intégrale  quelconque  de  la  forme 


/ 


¥{x,y,z)ds. 


Les  brachistochrones,  ainsi  que  les  figures  d'équilibre  d'un  fd, 
dans  un  champ  conservatif  quelconque,  appartiennent  à  cette  caté- 
gorie de  courbes;  on  peut  aussi  en  donner  une  interprétation 
optique  :  ce  sont  les  rayons  de  lumière  dans  un  milieu  optique  où 
l'indice  varie  d'une  façon  continue  d'un  point  à  un  autre  du  milieu 
considéré.  Le  résultat  fort  simple  établi  par  M.  Kasner  au  sujet  de 
ces  familles  naturelles  de  courbes  est  le  suivant  : 

Soit  une  famille  de  courbes  à  quatre  paramètres  telle  qu  d 
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passe  une  et  une  seule  de  ces  courbes  par  tout  point  de  P espace, 
tangentiellenient  à  une  droite  donnée  passant  par  ce  point. 
Pour  qu  une  pareille  famille  constitue  une  famille  naturelle^ 
il  faut  et  il  suffit  : 

1°  Que  les  cercles  osculateurs  en  un  point  M  quelconque  à 
celles  de  ces  courbes  qui  passent  par  M  aient  un  second  point 
commun  W -^ 

2"  Que  les  trois  cercles  surosculateurs  contenus  dans  cette 
famille  de  courbes  soient  orthogonaux  deux  à  deux. 

A  l'étude  des  familles  naturelles  de  courbes  se  rattache  le  théo- 
rème de  Tait  et  Thomson  :  ce  théorème  bien  counii  (')  fournit 
une  propriété  (|ui,  jointe  à  la  première  des  propriété»  énoncées 
plus  haut,  donne  une  nouvelle  forme  des  conditions  nécessaires 
et  suffisantes  pour  qu'une  famille  decourbes  soit  une  famille  natu- 
relle. 

La  fin  du  travail  de  M.  Kasner  contient  d'abord  un  Chapitre  sur 
les  transformations  géométriques  en  Dynamique;  les  principedes 
transformations  envisagées  sont  la  transformation  projeclive, 
introduite  en  Dynamique  par  M.  Appell,  et  la  transformalion 
conforme. 

l\J.  Kfisner  s'occupe  ensuite  de  caractériser,  dans  un  champ  de 
forces  plan  quelconque  (ne  dérivant  plus  d'une  fonction  de  forces), 
les  brachistochrones,  les  figures  d'équilibre  d'un  fil  et  diverses 
autres  familles  de  courbes,  de  même  qu'il  avait  caractérisé  loul 
d'abord  les  trajectoires  d'un  point.  Toutes  les  familles  de  courbes 
qu'il  considère  peuvent  recevoir  une  définition  cominnii(\  jxini"  un 
cliamp  de  forces  donné  :  ce  sont  les  courbes  telles  que  dans  le  mou- 
vement d'un  point  matériel  assujetti  à  se  mouvoir  sur  l'une  d'elles, 
sans  frollement,  on  ait  constamment 

(3)  P  = /û\, 

I*  étant  la  pression  du  point  sur  la  courbe,  N  la  composanle  nor- 
male de  la  force   et  k  une  constante;    par  exemple,  pour /»•  =  o. 


(')  Voir,   par  exemple,    Aitell,   Mécanique,  Cha|).  VI,    on    Mahuoix.   //worie 
des  surfaces,  Livre  W  Chnp.  VI. 

Bull,  des  Sciences  matliéni.,  i"  série,  l.  XL.  (Juin  191b.)  i4 
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on  a  le  sjslème  des  trajectoires  d'un  point  libre  dans  le  champ; 
pour  Â=  2,  on  a  les  brachislochrones  (ihéorème  d'Euler); 
poiir/r  =  i,  on  a  les  figures  d'équilibre  d'un  fil  dans  le  champ 
considéré.  L'Auteur  caractérise  complètement  la  famille  S^  des 
courbes  définies  par  la  relation  (3)  et  en  particulier  les  familles  S_2 
et  S,. 

Enfin,  dans  un  dernier  Chapitre,  l'Auteur  généralise  dans 
diverses  voies  les  résultats  précédents.  Il  envisage  d'abord  un  milieu 
résistant,  puis  un  point  mobile  sur  une  surface  donnée  dans  un 
champ  de  forces;  il  étudie  aussi  le  cas  d'un  système  de  points 
mobiles  dans  un  plan  sous  l'action  de  forces  ne  dépendant  que  de 
la  position  de  ce  système  de  points;  enfin,  il  considère  le  cas  où 
les  forces  agissant  sur  un  point  dépendent  de  la  position  du  point 
et  du  temps.  Dans  ces  divers  cas,  il  étudie  encore  les  caractères 
géométriques  des  systèmes  de  trajectoires. 

Comme  on  le  voit,  tous  les  problèmes  généraux  de  la  Dynamique 
peuvent  donner  lieu  à  des  développements  géométriques  dans  la 
voie  suivie  par  M.  Rasner.  L'Auleur  avait  développé  son  point  de 
vue  depuis  ([uelques  années  dans  une  série  de  Mémoires  dont  les 
Conférences  de  Princeton  nous  donnent  une  vue  d'ensemble.  Les 
résultats  nouveaux  qu'il  a  apportés  sont  surtout  ceux  relatifs  aux 
propriétés  différentielles  qui  caractérisent  complètement  les 
familles  de  trajectoires,  (^uant  à  l'idée  de  faire  une  étude  pure- 
ment géométrique  des  trajectoires  de  la  Dynamique,  on  la  trouve 
dans  des  travaux  plus  anciens  dont  quelques-uns  sont  aujourd'hui 
classiques.  Il  suffira  de  citer  dans  cet  ordre  d'idées  les  importants 
résultats  donnés  par  Tait  et  Thomson  et  auxquels  M.  Kasner  con- 
sacre, nous  l'avons  dit,  quelques  pages  de  son  travail,  ainsi  que 
les  Irois  beaux  Chapitres  de  Dynamique  introduits  par  M.  Darboux 
dans  lo  second  Volume  de  ses  Leçons  sur  latJiéoi^ie  des  surfaces. 

S.  Lattes. 
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LES  ÉTUDES  EXPÉRIMENTALES  SUR  LA  RÉSISTANCE  DE  L'AIR. 
LES  TRAVAUX  FRANÇAIS; 

Par  M.  L.  MARGHIS, 
Professeur  d'Aviation  à  la  Sorbonne. 

{Suite  et  fin.) 


Représentons  les  moments  stabilisateurs  en  portant  en  abscisses 
les  angles  d'incidence  et  en  ordonnées  les  longueurs  proportion- 
nelles à  ces  moments. 

L'appareil  est  longitudinale  ment  stable  quand,  pour  des  angles 
croissants,  la  courbe  des  moments  va  continuellement  en  descen- 
dant de  gauche  à  droite^  en  coupant  l'axe  des  incidences  au 
point  d'équilibre.  Il  est  instable  quand,  pour  des  angles  crois- 
sants, la  courbe  des  moments  monte  de  gauche  à  droite. 

Quand  on  étudie  de  telles  courbes  pour  un  type  Canard,  on  voit 
que,  au  point  de  vue  de  la  stabilité^  on  n'a  pas  intérêt  à  réaliser 
un  trop  grand  décalage  angulaire  des  voilures. 

La  maniabilité  de  V appareil  exige  aussi  que  le  décalage  angu- 
laire ne  soit  pas  trop  grand  et  que  la  distance  des  voilures  ne  soit 
pas  non  plus  trop  considérable.  Il  convient  que  les  moments  sta- 
bilisateurs ne  soit  pas  supérieurs  à  5o  kilogrammètres. 

A  ce  point  de  vue  de  maniabilité  et  au  point  de  vue  do  la  mise 
en  vol  plané,  il  n'y  a  pas  non  plus  intérêt  à  trop  descendre  le 
centre  de  gravité  de  l'appareil  au-dessous  de  Taxe  de  riiélice. 

M.  Eiffel  a  étudié  un  décalage  en  hauteur  à  peu  prcs  égal  au  \ 
de  la  profondeur  des  voilures.  L'effet  d\tn  tel  décalage  est  assez 
peu  sensible  pour  pouvoir  être  considéré  comme  négligeable. 

1^  Type  monoplan  ordinaire.  —  L'inlluence  des  voilures  Tune 
sur  l'autre  se  traduit  par  une  diminution  de  la  sustentation  et  pnr 
une  augmentation  de  la  résistance  à  Tavancement  par  rapport  à  la 
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sustentation  et  à  la  résistance  à  l'avancement  de  voilures  sans 
action  l'une  sur  l'autre. 

La  diminution  relative  de  la  sustentation  est  indépendante  de 
l'écartement  des  voilures. 

Les  résullantes  se  groupent  sur  l'aile  avant.  C'est  dans  cette 
région  que  doit  passer  la  verticale  du  centre  de  gravité  d'un  appa- 
reil muni  d'ailes  semblables. 

Le  faisceau  des  résultantes  s'étale  beaucoup  quand  la  distance 
des  voilures  est  doublée. 

3*^  Tandem  à  voilures  égales.  —  Ce  type  est,  au  point  de  vue 
de  la  sustentation  et  de  la  résistance  à  l'avancement,  nettement 
inférieur  au  type  monoplan  ordinaire. 

D.ms  ce  dernier  type  on  n'a  donc  pas  intérêt  à  accroître  au  delà 
d'une  certaine  limite  l'envergure  de  l'empennage. 

Le  dispositif  biplan  est  aussi  préférable  au  type  tandem  à  voi- 
lures égales. 

On  peut  dire  que  ce  dispositif  n'est  pas  à  recommander  dans  la 
construction  des  appareils  d'aviation. 

4"  Dans  un  tandem  l'aile  qui,  dans  le  sens  de  la  marche,  se 
trouve  en  arrière  est  influencée  par  l'aile  avant.  M.  EilFel  a  étudié 
les  conditions  du  fonctionnement  d'une  telle  aile. 

a.  Si  l'on  désigne  pyr  /«  l'angle  d'incidence  de  la  voilure 
influencée  sur  la  trajectoire  de  l'ensemble  des  voilures,  la  poussée 
sur  cette  voilure  est  égale  à  la  poussée  qui  s'exercerait  sur  la  voi- 
lure isolée.,  dont  l'incidence  serait  égale  à 

ir  =  î'a  —  P . 

L'angle  [^  dépend  de  tous  les  facteurs  qui  fixent  les  positions 
relatives  des  voilures,  c'est-à-dire  de  la  distance  de  ces  voilures, 
de  leur  décalage  en  hauteur,  de  leur  décalage  angulaire  ;  des  enver- 
gures relatives  des  deux  voilures. 

b.  Quelles  que  soient  les  caractéristiques  de  l'ensemble  des  voi- 
lures, la  traînée  de  l'aile  influencée  est  pratiquement  égale  à  ce  que 
serait  la  traînée  de  l'aile  isolée. 

Au  point  de  vue  de  la  traînée,  il  n'y  a  pas  lieu  de  distinguer 
entre  l'angle  d'incidence  réel  ir  et  l'angle  d'incidence  apparent  iw 
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c.  Quelles  que  soient  les  caractéristiques  de  Fensemble  des  voi- 
lures, l'aile  avant  d'un  tandem  se  comporte  comme  une  aile  isolée. 

d.  Cas  des  empennages.  —  Quand  on  connaît  la  loi  de  varia- 
lion  des  angles  réels  d'incidence  ir  par  rapport  aux  angles  appa- 
rents i'rt,  et  qu'on  a  déterminé  pour  l'empennage  isolé  les  valeurs 
de  la  sustentation  en  fonction  des  angles  dincidence,  il  est  pos- 
sible de  déterminer  la  poussée  qui  s'exerce  sur  un  empennage 
placé  à  l'arrière  d'un  monoplan  ordinaire. 

Prenons  un  exemple.  Considérons  un  monoplan  ordinaire  dont 
la  voilure  principale  a  [)Our  dimensions  10"*  x  2"'  el  dont  l'empen- 
nage est  formé  par  un  plan  de  3"'  x  1'"  placé  à  5'"  en  arrière  de  la 
voilure  principale,  avec  décalage  en  hauteur  nul.  Supposons  que 
le  décalage  angulaire  de  Tempennage  (décalage  en  V)  par  rapport 
à  la  voilure  principale  soit  égal  à  6°. 

Si  l'angle  normal  de  vol  horizontal  est  égal  à  6"^  (angle  de  la 
corde  du  profil  de  la  voilure  principale  avec  la  trajectoire  hori- 
zontale), l'angle  apparent  de  l'empennage  faisant  un  V  avec  la 
voilure  principale  est  égal  à  zéro. 

Admettons  que  la  loi  de  variation  des  angles  réels  d'incidence 
en  fonction  des  angles  apparents  donne  ( —  5*^,4)  pour  angle  réel 
d'incidence  de  l'empennage  plan.  L'étude  du  plan  donne  alors 
pour  valeur  de  la  poussée  sur  l'empennage,  la  vitesse  étant  de  3o™ 
par  seconde, 

Coefficient  de  sustentation  x  surface  X  (vitesse)^ 
=  —  0,02  X  3  X  900  =  —  54'^^. 

Or,  si  Tempennage  était  isolé  et  faisait  avec  la  trajectoire  un 
angle  nul,  cette  poussée  serait  nulle.  Une  telle  poussée  négative 
de  54''''  a  une  grande  importance  au  point  de  vue  de  ré(|uilil)rage 
de  l'appareil. 

VIII.  —  Les  appareils  d'aviation. 

M.  Eiffel  a  fait,  au  ventilateur,  un  grand  nombre  d'essais  sur 
des  modèles  d'un  certain  nombre  d'appareils.  X^c  ces  essais  on 
peut  déduire  quelques  règles  utiles  pour  rétablissement  d'un 
avant-projet  d'aéroplane. 

Les  expériences  intéressantes  faites  à  l'institut  aérotechnique  de 
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Saint-Gjr  sur  un  aéroplane  entier  (au  chariot)  ou  sur  un  aéro- 
plane en  plein  vol  ne  sont  pas  encore  assez  nombreuses  pour 
donner  lieu  à  des  règles  de  construclion  des  aéroplanes.  Cepen- 
dant ces  résultats  méritent  d'être  énoncés  : 

I**  M.  Eiffel  a  montré  tout  le  parti  qu'on  pouvait  tirer  de  l'étude 
du  diagramme  logarithmique  pour  les  conditions  du  fonction- 
nement d'un  aéroplane  en  marche  horizontale. 

C'est  ainsi  qu'il  a  étudié  le  régime  de  vitesse  maxima  pour 
une  puissance  donnée  et  le  régime  économique. 

La  vitesse  maxima  en  vol  horizontal  dépend  plus  particuliè- 
rement de  la  puissance  du  moteur  installé  à  bord  de  l'avion  (voir 
fig.  2,  point  i^). 

Le  régime  économique  ou  régime  de  puissance  minima  pour 
un  poids  donné  (yo\r  Ji g.  2,  point  i-s)  présente  un  grand  intérêt. 
En  effet  lorsqu'un  avion  monte  avec  la  vitesse  verticale  d'ascension 
maxima,  son  pilote  le  place  dans  des  conditions  telles  que  la 
puissance  utile  développée  soit  minima,  l'excédent  de  puissance 
étant  utilisé  pour  la  montée  de  l'aéroplane  à  la  plus  grande  hauteur 
possible. 

Les  vitesses  limites  de  planement  d'un  aéroplane  sont  très 
importantes  à  connaître  au  point  de  vue  de  la  sécurité  de  la  des- 
cente en  vol  plané.  On  les  définit  : 

a.  La  vitesse  maxima  du  mouvement  horizontal  normal; 

b.  La  vitesse  correspondant  au  minimum  de  la  pente.  Ce  mini- 

R 

mum  est  défini  par  le  minimum  de  —  •  L'angle  qui  correspond  à 

ce  minimum  est  V angle  optimum  de  planement  du  colonel  Ch. 
Renard. 

2"  Monoplans  ordinaires.  —  Les  coefficients  suivants  résultent 
des  expériences  de  M.  Eifl'el. 

a.  Les  charges  par  mètre  carré  de  surface  portante  des  ailes 
(définie  comme  la  [)lus  grande  projection  des  ailes  sur  un  plan 
horizontal)  varient  entre  25''^  et  SS'^^ï  par  mètre  carré. 

b.  Les  vitesses  maxima  du  mouvement  horizontal,  à  une  hau- 
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leur  de  5oo'"  environ,  sont  comprises  entre  27"*  et  35'"  par  se- 
conde;  soit  97*^"%  2  et  126"""  à  l'heure. 

Les  vitesses  {^régime  économique),  à  une  hauteur  de  5oo'"  en- 
viron, varient  entre  19"^,  44  ^t  20"'  par  seconde;  soit  yo*""  et  90''"^ 
à  l'heure. 

c.  Appelons /?or^ance  de  l'appareille  rapport 

Q         I 

Q,  poids  total  de  l'appareil;  S,  surface  portante;  V^  vitesse  du 
mouvement  relatif. 

La  surface  portante  ne  comprend  pas  seulement  la  surface 
portante  des  ailes  (plus  grande  projection  de  l'aile  sur  un  plan 
horizontal),  mais  encoie  les  projections  sur  un  plan  horizontal  de 
l'empennage  et  du  gouvernail  de  profondeur.  Suivant  la  position 
(le  l'avion,  suivant  l'inclinaison  de  ces  oiganes,  les  projections  en 
question  s'ajoutent  à  la  surface  portante  des  ailes  ou  s'en  relran- 
chent.  Les  coefficients  actuels  sont  calculés  en  considérant  seu- 
lement la  surface  des  ailes  définie  comme  nous  venons  de  le  faire. 

Les  portances  (vitesses  maxima  du  mouvement  horizontal) 
varient  entre  0,0 >.5  et  o,o4o. 

Les  portances  (vitesses  économiques)  varient  entre  0,040  et 
0,070. 

Les  portances  utilisées  varient  donc  entre  0,020  et  0,070. 

d.  La  puissance  utile  maxima  (vitesse  horizontale  maxima) 
par  100''^'  de  poids  transporté  varie  entre  8  et  i  i  chev  :  kg. 

La  puissance  utile  minima  (régime  économique)  par  loo*^*^ 
de  poids  transporté  varie  entre  5  et  6  chev  :  kg. 

La  puissance  utile  dépensée  pour  élever  loo**^  avec  la  vitesse 
maximum  d'ascension  vaiie  entre  i,5  et  6  chev  :  kg. 

e.  Les  vitesses  maxima  d^ ascension  oscillent  entre  2,'>o  m  :  sec. 
(690™  en  5  minutes)  et  4,  2^  »"  •  sec.  (127  V"  en  5  minutes). 

/.  Admettons  pour  le  régime  éeonomi(jue  6  chev  :  kg.  Consi- 
dérons, d'autre  [^art,  une  dépense  de  2  chev  :  kg  pour  la  montée; 
elle  permet  de  monter  loo''^  à  45()'"  en  5  minutes. 
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D;ins  lin  avant-piojel  on  peut  donc  admellrc  une  puissance  utile 
de  8  chevaux  par  i  oo''^  de  poids  transporté. 

Si   riiélico  a    un  rendement  nîoyen   égal   à  0,70,  la  puissance 

développée  sur  l'arbre  par  le  moteur  est  —  =  i  i,5  clievaiix  par 

loo'^s  de  poids  transporté. 

Dans  un  avant-projet  de  monopian,  il  faut  compter  sur  10 
à  12  clicvaux  par  100''*''  de  poids  total  transporté,  soit  120  chevaux 
pour  un  appareil  dont  le  poids  total  en  ordre  de  marche  est  égal 
à  looo*^»  (^consommation  par  cheval- heiu-e^  o'^^,  82  à  0*^^,62 
d'essence  et  d'huile;  poids  par  cheval  du  système  moto-pro- 
pulseur 2''^  à  o*"",  2). 

Le  poids  total  d'un  appareil  en  ordre  de  marche  varie  donc 
entre  S'^^jSS  et  lo*"^  par  cheval. 

g.  Les  valeurs  minima  de  -jr—  sont  comprises  enlie  0,16  et  0,20. 

Les  angles  optima  de  planement  sont  compris  entre  9"  et  i  i",3 
(angle  moyen  =  10°). 

Les  rapports  des  vitesses  limites  de  j)lanement  sont  compris 
entre  1^27  et  i  ,48. 

3"  Biplans.  —  a.  Les  charges  par  mètre  carré  de  surface  por- 
tante des  ailes  oscillent  eutre  i  5  et  3o  kg  :  m-. 

h.  Les  vitesses  maxima  en  mouvement  horizontal,  à  une  hau- 
teur de  5oo'"  environ,  sont  comprises  entre  19'", 44  ^t  2-"', 8  par 
seconde,  ^o*"'"  et  loo''"'  à  l'heure. 

Les  vitesses  économiques  (hauteur  de  5oo'"  environ)  varient 
entre  i3"',9  et  22™,  2  par  seconde,  So'""  et  80*^"'  à  l'heure. 

c.  r^es  portances  (vitesses  maxima)  sont  com|)riscs  entre  o,o35 
et  0,045. 

Les  portances  (vitesses  économiques)  sont  comprises  entre 
0,060  et  o,o65. 

Les  portances  utilisées  sont  comprises  entre  o,o35  et  o,o65, 
c'est-à-dire  dans  des  limites  plus  étroites  que  pour  les  monoplans. 

d.  La  puissance  utile  maxima  par  loo'^»  de  poids  transporté 
varie  entre  5  et  'j  chev  :  kg. 

La  puissance  utile  minima  par  100'''''  de  poids  transporté  varie 
entre  4  et  5  chev  :  kg. 
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La  puissance  utile  dépensée  pour  élever  loo'^"  avec  la  vitesse 
maxima  de  montée  varie  de  o,5  à  2,5  chev  :  kg. 

e.  Les  vitesses  maxima  d^ ascension  oscillent  entre  o™,5  par 
seconde  (i5o'"  en  5  minutes)  et  i™,6  par  seconde  (480'"  en  5  mi- 
nutes). 

f.  Admettons  5  chev  :  kg  pour  puissance  minima  utile  et 
2  chev  :  kg  pour  puissance  utile  nécessaire  à  l'ascension,  on  voit 
que,  pour  loo'^^  de  poids  transporté,  il  faut  une  puissance  utile 
de  'j  chevaux  ou  une  puissance  absorbée  sur  l'arbre  de  10  chevaux, 
en  comptant  0,^0  pour  rendement  moyen  de  l'hélice.  Gela  fait 
100  chevaux  pour  un  appareil  de  looo'^^  ou  10''^  par  cheval  en 
ordre  de  marche. 

On  a  donc  besoin  sur  un  biplan  d'un  moteur  moins  puissant 
(pie  sur  un  monoplan,  à  égalité  de  poids  total  transporté. 

H'.    Les    valeurs    minima    de    7-^    sont    comprises    eulre    0,142 
o  Ky  '^ 

et  0,228;  les  angles  optima  de  planement  entre  8"  et  1 1''. 

Les  rapports  des  vitesses  limites  de  planement  sont  compris 
entre   1 ,08  et  i  ,22. 

4°  Hydravions.  —  a.  Les  charges  sont  de  3o''"  à  40""°  par 
mètre  carré. 

h.  La  puissance  utile  minima  par  loo^^^  de  poids  transporté 
est  de  5  à  6  chev  :  kg  pour  les  hydravions  à  flotteurs  et  de  4 
à  5  chev  :  kg  pour  les  appareils  à  coque-fuselage. 

Pour  les  premiers  il  convient  de  prévoir  12  à  i3  chevaux  (à 
cause  du  décollage  à  partir  de  la  surface  de  l'eau)  [)our  la  puis- 
sance développée  par  le  moteur  sur  Tarbre  par  100''^  de  poids 
transporté,  soit  io4  chevaux  (un  moteur  de  120  cIicn;ui\)  pour 
un  appareil  pesant  800''^'.  Le  poids  des  moteurs  eu  oi-dre  de 
marche  représente  environ  4^  pour  100  du  poids  total  de  l'ap- 
pareil. [jC  poids  total  de  Tappareil  en  ordre  de  marche  est  7''^,  7 
à  8*^^,33  par  cheval. 

Pour  des  appareils  à  (uselage-coque,  il  faul  (M>nipl(M-  i3  à 
\\  chevaux  pour  la  puissance  développée  par  le  luotcm-  sur  I  arbre 
par  loo''*^  de  poids  trausj)orté,  soil  .')()()  (lievaux  (^deiix  inolcurs 
de    3oo    chevaux)    poui*    un    ap|)ar('il     posaul     jooo'''^    (^|)()i(ls    des 
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moteurs  4^  pour  loo  du  poids  tolal  de  l'appareil).  Le  poids  total 
de  l'appareil  en  ordre  de  marche  varie  entre  7''^,i4  ^t  7*^^,70  par 
cheval. 

Il  résulte  de  ce  que  nous  venons  de  dire  que  7''^  par  cheval  doit 
être  considéré  comme  le  poids  minimum  par  cheval  d'un  aéro- 
plane en  ordre  de  marche. 

5°  Expériences  faites  à  V  Institut  de  Saîjit-Cyr  sur  un  aéro- 
plane Blériot.  —  A  l'Institut  de  Saint-Gjr  on  a  étudié  au  chariot 
un  biplace  Blériot  côte  à  côte.  Gel  aéroplane  est  à  empennage 
plan  horizontal  en  foime  de  V  s'élargissant  vers  la  queue. 

Les  expériences,  faites  sous  diverses  inclinaisons  de  l'appareil 
et  avec  diverses  positions  du  gouvernail  de  profondeur,  ont  con- 
duit aux  l'ésultats  suivants  : 

a.  La  résistance  à  l'avancement  de  l'appareil  est  sensiblement 
indépendante  de  la  position  du  gouvernail  de  profondeur. 

b.  Pour  une  incidence  déterminée  (angle  avec  l'horizontale  de 
la  corde  du  profil  d'une  aile,  cette  corde  étant  prise  au  voisinage 
du  fuselage)  la  poussée  va  en  augmentant  continuellement  quand 
on  passe  de  la  position  de  braquage  du  gouvernail  vers  le  haut  à 
la  position  de  braquage  vers  le  bas. 

La  suiface  du  gouvernail  de  profondeur  intervient  donc  dans  la 
sustentation. 

Aussi,  comme  nous  l'avons  remarqué  plus  haut,  l'expres- 
sion ^Tj^  dans  laquelle  S  est  la  surface  portante  des  ailes  ne  repré- 
sente que  d'une  manière  approchée  la  portance  de  l'appareil;  il 
faut  en  effet  tenir  compte  des  surfaces  de  l'empennage  et  du  gou- 
vernail de  profondeur,  qui,  avec  la  variation  de  l'incidence,  ont 
des  incidences  positives  ou  négatives  par  rapport  à  l'horizontale 
et  interviennent  d'une  manière  variable  sur  la  valeur  de  la  por- 
tance. 

c.  La  position  de  la  résultante  des  actions  de  l'air  varie  beaucoup 
avec  Vinclinaison  du  gouvernail  pour  une  même  valeur  de 
l'angle  d'incidence. 

Poui'  une  valeur  déterminée  de  cet  cingle^  la,  résultante 
s^éloigne   constamment   du   bord   d'attaque    des  ailes,    quand  on 
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passe  de  la  position  de  braquage  du  gouvernail  vers  le  haut  à  la 
position  de  braquage  vers  le  bas. 

Pour  une  position  donnée  du  gouvernail  de  profondeur^  par 
exemple  pour  la  position  du  gouvernail  dans  le  plan  de  l'em- 
pennage et  pour  les  positions  voisines^  la  résultante  se  déplace 
vers  le  bord  d  attaque  d'une  manière  continue  à  mesure  (jue 
l'incidence  décrotta  ou  s^éloigne  du  bord  d'attaque  à  mesure  que 
l'incidence  croit.  C'est  le  contraire  de  ce  qui  se  passe  avec  une 
voilure  isolée.  Ce  mode  de  variation  manifeste  le  rôle  de  l'em- 
pennage et  du  gouvernail  de  profondeur. 

6°  Etude  d\in  aéroplane  en  plein  vol.  —  Des  expériences 
ont  été  faites  à  l'Institut  de  Saint-Cyr  avec  un  biplan  Maurice 
Farman  et  sur  un  Blériot.  Elles  permettent  d'énoncer  les  propo- 
sitions suivantes  : 

a.  La  portance  de  tout  l'avion  en  vol  plané  est  inférieure  à 
sdi  por tance  en  vol  normal^  lorsque  l'hélice  souffle  sur  une  partie 
portante  de  l'avion  (ailes,  empennage  en  queue  portante). 

Pour  le  Blériot  cette  difïerence  s'est  élevée  à  i5  pour  loo. 

h.  Toutes  les  fois  que  Vhélice  au  ralenti  exerce  une  action 
de  freinage^  la  résistance  à  V avancement  de  l'avion  dans  le 
vol  plané  est  supérieure  à  la  résistance  à  l'avancement  de  l'avion 
sans  hélice.  De  cette  action  de  freinage  résulte  une  augmentation 
de  l'angle  de  planement. 

Pour  le  Blériot  muni  d'une  hélice  dite  intégrale  (diamrlre  égal 
à  2"*, 45;  pas  =  i"',53)  tournant  à  l\oo  ou  5oo  tours  par  minute,  on 
a  trouvé  20  à  20  pour  100  pour  cette  augmentation  de  la  résistance 
à  l'avancement  par  rapport  à  la  résistance  de  l'avion  sans  Thélice. 

IX.  —  Lks  nKLi(;i:s  propllsivks. 
1°   Pour  des  hélices  géométriquement  semblables,  les  grandeurs 
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sont  des  fonctions  de  r^  — r-?  £  =  /^D:  c'est-à-dire  des  fonctions 

*        nu 

de  la  vitesse  d'avancement  V  et  de  la  vitesse  périphérique  7zn\}. 

Si,  sur  deux  axes  rectangidaires,  on  porte  en  abscisses  les 
valeurs  de  y  et  en  oidonnées  les  valeurs,  soit  de  a,  soit  de  [5i,  soit 
de  p,  les  points  représentatifs  des  propriétés  d'un  type  d'hélices 
sont  distribués  sur  des  courbes  /«D  =  const.  dans  les  plans  (a,  v), 

(P,t),(p,t)- 

Toutefois,  pour  de  grandes  valeurs  de  V  de  l'ordre  de  27'"  à  28'" 
par  seconde  (100  km  :  heure)  et  de  nD  (de  l'ordre  de  25  à  3o), 
les  courbes  £  =  /?D,  correspondant  à  des  variations  de  £  égales 
à  10  unités  (mèlre,  seconde)  sont  sensiblement  confondues. 
Gomme  ces  conditions  se  trouvent  dans  le  champ  des  valeurs 
utilisées  dans  la  pratique,  on  peut  dire  que  pratiquement  a,  [j,  p 
sont  des  fonctions  de  la  seule  direction  y  de  la  vitesse  relative  à 
l'extrémité  de  l'hélice.  Dans  chacun  des  plans  (a,  y),  ([i,  y), 
(p,  r)  les  propriétés  d'un  type  d'hélices  peuvent  pratiquement 
être  représentées  par  une  seule  courbe. 

De  même  les  recherches  entreprises  à  l'Institut  de  Saint-Cvr 
ont  montré  que,  dans  un  champ  de  valeurs  assez  étendues  et  com- 
prenant les  conditions  de  la  pratique,  les  rapports 

a  8 

—     et     -f, 
ao  po 

dans  lesquels  ao  et  [i^  sont  des  valeurs  de  a  et  de  [^  lorsque  la 
vitesse  d'avancement  est  nutle^  sont  des  fonctions  de  y  pour  un 
type  d'hélice. 


2*^   Le  rapport  ~  décroit  régulièrement  et  assez  vite  à  mesure 

que  y  croit. 

Pour  un  nombre  déterminé  de  tours  de  l'hélice,  ao  a  une  valeur 
bien  déterminée. 

Pour  un  même  nombre  de  tours  de  riiélice^  la  traction  de 
Vhélice  diminue  donc  quand  la  vitesse  d^ avancement  va  en 
augmentant. 

V 

3  •  Dans  les  expériences  de  Saint-Gyr,   les  valeurs  de  — p-  n'ont 

pas  dépassé  0,90,  valeur  pour  laquelle  —  n'est  pas  nul.  Admettons 
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comme  jiislifiée  l'extrapolation  qui  consiste  à  prolonger  la  courbe 

\  —  >  y)  jusqu'à  sa  rencontre  avec  l'axe  des  y,  et  au-dessous  de  cet 

axe.  Admettons  d'autre  part  que  y.Q  ait  une  valeur  constante,  quel 
que  soit  le    nombre    de    tours    de    riiélice.    Nous    ponvons  alors 

énoncer  la  proposition  suivante  qui  n'est  qu'approchée  : 

V 
Au-dessus  d'une  certaine  valeur  de  y=  — =-,  V hélice  a^it 

comme  frein   (traction  négative);   au-dessous  de  cette  valeur^ 
elle  agit  comme  propulseur  (traction  positive). 

D'après  cela  le  nombre  de  tours  à  partir  duquel  l'hélice  devient 
propulsive  est  d'autant  plus  grand  que  la  vitesse  de  translation  est 
elle-même  plus  grande.  Pour  une  hélice  de  2"',4o,  on  a  trouvé 
que,  si  la  vitesse  d'avancement  varie  de  4'"  par  seconde  (  i4?4  '^'^^  • 
heure)  à  12'"  par  seconde  (43,2  km  :  heure),  le  nombre  de  tours 
par  minute  pour  lequel  la  traclion  s'annule  passe  de  3uo  à  566. 

4"  Les  valeurs  ^  sont,   pour  une  partie   des  hélices  étudiées, 

Po 

continuellement    décroissantes    quand    y    croît;    pour    d'autres, 

3 

^  augmente  d'abord  un  peu  avec  y,  puis  décroît. 

En   tout  cas  la  décroissance  de  —-  est  moins  rapide  que  celle 

de  — • 

En  considérant  comme  ci-dessus  ce  qui  se  passe  pour  une 
vitesse  de  rotation  donnée  de  l'hélice,  on  voit  que  la  traction  II 
décroît  plus  rapidement  que  la  puissance  ^e-  (^elle-ci  est,  dans 
ces  conditions,  proportionnelle  au  couple  transmis  à  l'arbie  de 
l'hélice.  La  traction  et  le  couple  moteur  sodI  donc  loin  d'être 
proportionnels. 

Dans  les  expériences  de   Saint-Cyr,    on  n'a   pas  déterminé    le 

point  de  l'axe  des   y  pour  lequel -^  s'annule.  Coninu*   plus   liaul. 

admettons  comme  justifiée  l'exlrapolation  (jui  consiste  à  prolonger 

la  courbe  (^>  y]  jusqu'à  sa  rencontre  avec  l'axe   des  y.  Ce  ([ue 

nous   venons    de   dire   montre   (jue  ce   point    est    plus    éloigné    de 
l'origine  sur  l'axe  des  y  que  le  point  d'intersection  de  la  courl>e 

(  — >  y  j  avec  ce  même  axe.  Lorsque  la  puissance  motrice  s'annule. 
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la  Iraction  est  encore  nc'galive  et  l'hélice  fonctionne  comme  un 
moulin  à  vent.  Elle  absorbe  encore  la  puissance  fournie  par  l'air, 
mais  n'en  transmet  pas  au  moteur;  cette  puissance  fournie  par 
l'air  est  absorbée  par  la  résistance  propre  de  l'hélice;  celle-ci 
tourne  sans  qu'aucune  puissance  motrice  se  manifeste  sur  l'arbre 
du  moteur. 

5°  Pour  un  même  nomb/'e  de  tours^  la  puissance  absorbée 
par  l'hélice  au  point  fixe  (vitesse  d'avancement  nulle)  est  en 
général  plus  grande  que  la  puissance  absorbée  lorsque  l'hélice 
se  déplace  dans  la  direction  de  son  axe.  A  égalité  de  nombre 
de  tours,  il  est  nécessaire  de  fournir  au  point  fixe  une  puissance 
plus  grande  que  lorsque  l'hélice  s'avance  dans  la  direction  de 
son  axe. 

A  égalité  de  puissance  absorbée  par  Vliélice,  le  nombre  de 
tours  de  V hélice  au  point  fixe  est  en  général  inférieur  au 
nombre  de  tours  de  l' hélice  en  marche  suivant  son  axe. 

Considérons  une  hélice  mise  en  mouvement  sur  un  aéroplane 
au  repos;  elle  absorbe  une  certaine  puissance  égale  à  la  puissance 
fournie  par  le  moteur.  Si  l'aéroplane  se  met  en  mouvement  et  si 
le  nombre  de  tours  de  l'hélice  reste  constant,  la  puissance  absorbée 
par  l'hélice  diminue  d'abord,  tandis  que  la  puissance  fournie  par 
le  moteur  reste  constante.  Pour  que  l'égalité  se  produise  entre  les 
deux  puissances,  il  est  nécessaire  cjue  le  nombre  des  tours  de 
l'hélice  aille  en  augmentant.  Ainsi,  pour  une  ouverture  donnée 
de  la  vanne  des  ^az  du  moteur,  le  nombre  des  tours  de  l'hélice 
en  vol  est  en  général  plus  grand  qu'  au  point  fixe.  Cet  accrois- 
sement du  nombre  des  tours  par  minute  est  de  3o  à  4o;  il  peut 
même  aller  jusqu'à  loo.  Pour  un  moteur  donné,  certaines  hélices, 
donnant  au  point  fixe  un  nombre  de  tours  convenable,  peuvent 
même  emballer  en  marche  de  manière  à  amener  le  moteur  à  un 
nombre  de  tours  par  minute  trop  supérieur  à  son  régime  normal 
pour  qu'il  soit  possible  de  conserver  de  telles  hélices. 

Toutefois,  il  importe  de  remarquer  qu'il  y  a  certaines  hélices 
qui  absorbent  en  vol  une  puissance  plus  grande  qu'au  point  fixe; 
au  lieu  d'emballer  le  moteur  (ouverlure  délcrminée  des  gaz),  elles 
le  ralentissent. 
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6°  Le  rendement  0  croît  d'abord  à  peu  près  linéairement,  passe 
par  un  maximum,  décroît  ensuite  rapidement.  Toutes  les  hélices 
ont  donc  un  rendement  maximum  correspondant  à  une  valeur 
déterminée  de  y  particulière  à  chaque  type  d'hélice.  Cette  valeur 
est  à  peu  près  indépendante  de  /2D,  tout  au  moins  pour  les  valeurs 
de  cette  quantité  comprises  entre  3o  et  /\o  (région  de  la  pratique). 

^°  Pour  des  hélices  de  même  pas  et  de  même  diamètre,  mais 
de  largeurs  de  pales  différentes^  le  rendement  maximum  passe 
par  un  maximum  maximorum^  lorsque  le  rapport  entie  la 
plus  grande  largeur  de  la  pale  et  le  diamètre  est  voisin  de  yq. 

Ce  rapport  est  devenu  classique.  On  le  retrouve  à  peu  de  choses 
près  dans  toutes  les  hélices. 

8°  Il  y  a  intérêt  à  utiliser  une  hélice  dans  le  voisinage  de  son 
rendement  maximum. 

En  effet,  pour  les  valeurs  de  y  voisines  du  rendement  maximum, 
la  courbe  (p,  y)  est  en  général  aplatie.  Il  en  résulte  que,  malgré 
les  variations  du  régime  du  moteur  et  de  la  vitesse  du  navire 
aérien,  le  rendement  p  est  toujours  voisin  du  maximum.  Une 
hélice  qui  ne  remplit  pas  ces  conditions  donne  des  résultats 
médiocres. 

Le  résultat  prati(jue  de  l'utilisation  de  l'hélice  dans  le  voisi- 
nage de  son  rendement  maximum  est  une  économie  de  combus- 
tihle  dans  le  vol  horizontal  et  la  possibilité  d'utiliser  plus  aisément 
et  plus  complètement,  dans  la  montée  et  la  traversée  des  remous, 
l'excédent  de  puissance  du  moteur. 

Des  courbes  (p,  y)  pointues  au  voisinage  du  maximum  exposent 
à  voir  le  rendement  de  l'hélice  baisser  rapidement  si  l'on  vient  à 
accélérer  le  moteur.  La  conséquence  pratique  est  que,  pour 
obtenir  un  accroissement  de  puissance  eUective  assez  faible,  il 
faut  dépenser  beaucoup  d'essence  et  d'huile  et  risquer  de  fatiguer 
le  moteur. 

9°  Il  convient,  dans  la  pratique,  afin  d'avoir  un  rendement 
maximum  sulfisammenl  élevé  (compris  entre  o,tg  et  0,80),  que  y 
soit,  pour  ce  maximum,  normalement  voisin  de  i,  égal  à  0,90  par 
exemple. 

Dans  ce  cas,  si  /iD=:,jo,  la  vitesse  noiinale  du   vol  horizontal 
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sera  égale  à  36'"  par  seconde  (129,6  km:  heure).  Si /«  =  16,66  tours 
par  seconde  (1000  loiirs  par  minute)^  D  =  2"',4o;  si  n  =.  20  tours 
par  seconde  (1200  tours  par  minute),  0  =  2'";  si  /i  =  8,35  tours 
par  seconde  (5oo  tours  par  niinule),  I)  =  4"'îSo. 

10"  Les  hélices  sont  le  plus  souvent  à  deux  pales  ou  à  quatre 
pales. 

Les  hélices  à  quatre  pales  doivent  êire  employées  dans  le  cas 
suivant  : 

Supposons  qu'une  hélice  doive  absorber  une  puissance  assez 
élevée. 

Avec  une  hélice  à  deux  pales,  on  peut  être  amené  à  employer 
soit  une  hélice  de  diamètre  trop  grand,  soit  une  hélice  ayanl  une 
vitesse  de  rotation  trop  considérable. 

Dans  ces  deux  cas,  la  force  centrifuge  aurait  une  trop  giande 
valeur. 

On  aura  intérêt  à  employer  une  hélice  à  quatre  pales  qui  per- 
mettra de  réduire  soil  le  diamètre,  soit  le  nombre  de  tours,  c'est- 
à-dire  de  diminuer  l'influence  de  la  force  centrifuge. 

Il  faut  que  les  pales  de  l'hélice  à  quatre  pales  soient  disposées 

de  telle  façon  que  les  coefficients  — :—  et  — 7—  soient  aussi   peu 

que  possible  inférieurs  à  la  somme  des  valeurs  de  ces  coefficients 
pour  deux  hélices  à  deux  pales,  fonctionnant  chacune  comme  si 
elle  était  seule.  C'est  là  une  étude  à  faire  dans  chaque  cas. 

X.  —  Étudi-:  du  milieu  environnant  une  hélice  propulsive. 

M.  Eiffel  a  étudié  au  ventilateur  un  certain  nombre  de  modèles 
d'hélices.  II  s'est  demandé  comment  varient  les  vitesses  du  cou- 
rant d^ air  en  avant  et  en  arrière  d' une  hélice. 

Les  mesures  ont  été  déterminées  à  des  distances  de  l'axe  de 
rotalion  égales  à  |,  |  environ,  |,  ~  environ,  un  peu  plus  de  la 
moitié  du  diamètre  de  l'hélice.  I^'avant-dernière  position  est 
voisine  de  l'extrémité  de  la  pale;  la  dernière  est  un  peu  en  dehors 
du  cylindre  de  vent  circonscrit  à  riiélice. 

1*^  ïl  y  a  augmentation  de  la  vitesse  du  courant  d'air,  soit  à 
l'avant^  soit  à  V arrière  de  l'hélice. 
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2"  n accroissement  de  vitesse  est  plus  grand  à  V arrière  qiCà 
Vavant. 

3"  V accroissement  de  vitesse  va  en  augmentant  depuis  le 
moyen  jusqu'à  une  distance  de  l'axe  comprise  entre  le  |  et  les  |  du 
diamètre;  elle  va  ensuite  en  décroissant  quand  on  s'approche  de 
r extrémité  de  la  pale. 

Cette  décroissance  est  plus  rapide  à  l'arrière  qu'à  l'avant. 

4°  La  valeur  du  maximum  de  V accroissement  de  la  vitesse 
dépend  de  la  vitesse  relative  à  l'extrémité  de  la  pale. 

Soit  y,u  la  valeur  de  y  pour  laquelle  le  rendement  est  maximum. 

Si  Von  s^ éloigne  de  y„^  dans  le  sens  des  y  croissants^  la 
valeur  maxima  de  V augmentation  de  vitesse  diminue;  elle 
augmente  au  contraire  si  U on  s'éloigne  de  y,,^  dans  le  sens 
des  y  décroissants. 

5^  La  zone  troublée  s'étend  très  peu  au  delà  du  cylindre 
ayant  pour  base  le  cercle  balayé  par  l'hélice.  Ce  résultat  montre 

que  le  rapport  -  adopté  enlie   les  dimensions    homologues   d'un 

modèle  et  de  son  hélice  suffît  à  envelopper  le  modèle  d'un  matelas 
d'air  non  influencé  sufns;imment  épais,  pour  que  le  modèle  semble 
tourner  d;ins  une  masse  d'air  indéfinie. 

6"  Le  rapport  -  adopté   par  M.  Eififel  pour  les  hélices  d'aéio- 

planes  semble  une  limite  supérieure  à  adopter,  il  conduit  à  faire 
tourner  les  modèles  à  des  vitesses  de  2400  à  3ooo  tours  par  minute, 
chiffre  qu'il  est  prudent  de  ne  pas  trop  dépasser. 

Quand  il  s'a^nt  d'étudier  des  hélices  de  dirigeables  [à\A- 
mètre  =  4^550)7  ce  rapport  conduit  à  construire  des  modèles 
de  i'",5o  de  diamètre.  Ces  modèles  sembleni  u\\  peu  grands  pour 
un  cylindre  d'air,  tel  (|ue  celui  de  2'"  (h^  dianièlie  employé  à 
A^uteuil  par  M.   Eiflcd.   Dans   ce   cas   il  est  [)rcférable   d'emplover 

un    modèle  au  7  (diamètre  =  r",i'>5)  tournant    à    -àooo   loms    par 

minute  (nombre  de  tours  des  hélices  de  dirigeables  =  ^oo  lour-^ 
par  minute). 
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7°  U accroissement  de  vitesse  entre  Vavant  de  V hélice  et 
l'arrière  est  accompagné  d^ une  contraction  légère  de  V en- 
semble de  la  veine  gazeuse. 


SUR  UNE  DÉFINITION  QUALITATIVE  DES  CERCLES  OSCULATEURS 
ET  DES  LIGNES  DE  COURBURE  ; 

Par  m.  Paul  MONTEL. 


1.   Soient  {^fig.  i)  M  et  M'  deux  points  d'un  arc  de  courbe  (S) 
tels  que  la  courbure  varie  toujours  dans  le  même  sens  lorsqu'on  se 


déplace  de  M  en  M'  sur  l'arc.  Supposons  que  le  rayon  de  cour- 
bure p  au  point  M  soit  supérieur  au  rajon  de  courbure  p'  au 
point  M';  l'arc  00'  de  développée  (S)  compris  entre  les  centres 
de  courbure  O  et  O'  en  M  et  M'  est  égal  à  p  —  z!  et,  comme  la 
corde  00'  est  inférieure  à  l'arc,  on  a  l'inégalité 

00'<p-p'. 

Donc  le  second  cercle  osculateur  (C)  est  à  l'intérieur  du  pre- 
mier (G).  En  particulier,  deux  cercles  osculateurs  voisins  ne  se 
coupent  jamais. 

Inversement,  considérons  une  famille  de  cercles  (G)  tangents  à 
une  courbe  (S)  :  je  dis  que  deux  cercles  voisins  se  coupent.  Soient 
en  effet  {fig^  2)  O  et  O'  les  centres  de  deux  cercles  voisins  de 
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rayons  R  et  R'  (R>-R');   la  distance  IK  du  milieu  I  de  00'  à 
l'axe  radical  est 

R2_R'2  R_R'    R+  R' 


lOO' 


00' 


Lorsque  O'  se  rapproche  de  O,  cette  distance  a  pour  limite  la  dis- 
tance OH  du  point  O  à  la  perpendiculaire  menée,  par  le  point  M 


Fig.    2 


de  contact  du  cercle  (G)  et  de  la  courbe  (S),  sur  la  tangente  en  O 
au  lieu  des  centres  (S),  c'est-à-dire  un  nombre  inférieur  ou  égal 
à  tî.  Plaçons-nous  dans  le  premier  cas,  OH  <C  R;  si  O  et  O'  sont 
assez  voisins,  on  aura  IK  <<  R  ou 


R  —  R' 


< 


iR 


7<I, 


00'      "  R-f-R 
R  —  R'<  00', 

et  comme  on  peut  supposer  00'  assez  petit  pour  qu'il  soit  inférieur 

à  R  +  R', 

R-  R'<00'<  R  +  R' 

et  les  deux  cercles  se  cou|)ent. 

Supposons  maintenant  que  OH  ^  R,  la  normale  OM  à  la 
courbe  (S)  est  tangente  à  la  courbe  (S)  :  je  dis  que  O  est  le  centre 
de  courbure  de  (S)  au  point  M.  La  valeur  limite  de  llv  est  égale 
à  R  -— ,  en  désignant  par  (/a-  la  dinerenli(*lle  de  Tare  de  la  courbe  (2) 
et  par  suite  d<j  =  dli.  D'autre  part  la  normale  O  xM'  renc  (Mitre 
en  O  la  normale  OM  et  l'on  a 


ON 


sinOOM' 
siiiAlNM' 


ou 


ON 


sinOO'M' 
d~s 
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ds  élant  la  dilTérentielle  de  l'arc  de  (S)  el  p  le  rajon  de  courbure 
en  M  ;  donc 

limON  =  p^limsinOO'M'  =  o 

el  O  est  le  centre  de  courbure  (  '  ). 

On  peut  donc  définir  les  cercles  osculateurs  à  une  courbe  par 
\\\  propriclé  qualitative  suivante  :  Une  famille  de  cercles  tan- 
gents à  une  courbe  et  tels  que  deux  cercles  voisins  ne  se 
coupent  jamais  est  la  famille  des  cercles  osculateurs  à  cette 
courbe. 


2.  La  seconde  partie  du  raisonnement  précédent  s'applique 
encore  si  la  courbe  (S)  est  une  courbe  gauche,  lieu  des  centres 
de  sphères  (C)  tangentes  à  une  surface  (L),  la  courbe  (S)  étant 
maintenant  le  lieu  des  points  de  contact  M  avec  la  surface.  Deux 
sphères  voisines  se  coupent;,  à  moins  que  la  tangente  au  point  O  à 
la  courl)e  (S)  ne  soit  normale  en  M  à  la  surface  (1^).  S'il  en  est 
ainsi  en  tous  les  points  de  (S),  cetle  courbe  est  une  ligne  de  cour- 
bure de  la  surface. 

Réciproquement,  si  (S)  est  une  ligne  de  courbure  de  la  sur- 
face (L),  deux  sphères  voisines  ne  se  coupent  pas,  puisque 
l'arc  00'  de  la  courbe  (S)  est  ici  encore  égal  à  la  dilTérence  R  —  R. 

On  peut  donc  définir  les  lignes  de  courbure  d'une  surface  par  la 
propriété  qualitative  suivante  :  Toute  courbe  (S)  tracée  sur  la 
surface  (L)  de  façon  cjuil  existe  une  famille  de  sphères  tan- 
gentes à  la  surface  (L)  aux  points  de  (S)  telles  cjue  deux 
sphères  voisines  ne  se  coupent  pas  est  une  ligne  de  courbure  de 
la  surface. 

(')  On  peut  aussi  établir  bien  facilement  la  formule 

dz""-  =  <;/R-  -f-  I  I I  ds'^  ; 

donc,  si  da  =  f/R,  on  en  conclut  p  =  W. 

Les  remarques  que  nous  venons  de  faire  sur  les  familles  de  cercles  ne  sont 
qu'un  cas  particulier  démontré  par  des  considérations  élémentaires  de  propositions 
générales  établies  par  .M.  de  la  N'allée-Poussin  {Sur  les  enveloppes  de  courbes 
planes  qui  ont  un  contacL  d'ordre  supérieur  avec  leurs  enveloppées  {Memorie 
délia  Pontificia  Accadeniia  Bomana  dei  Nuovi  Lincei,  vol.  XXVIH,  1916)]. 
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INSTITUT  DE  FRANGE.  —  ACADÉMIE  DES  SCIE>fCES.    —    Procès- 

VERIJAUX    DKS     SÉANCES    DE     L  AcADÉMIE,     TENUES    DEPUIS    LA    FONDATION     DE 

l'Institut  jusqu'au  aiois  d'août  i835,  publiés,  conformément  à  une  déci- 
sion de  l'Académie,  par  MM.  les  Secrétaires  perpétuels.  Tome  III  : 
An  1804-1807.  I  vol.  in-4"  Jésus  (32'='", 5  X  25^'"),  iv  +  iv -+- 686  pages. 
Hendaye  (Basses-Pyrénées).  Imprimerie  de  l'Observatoire  d'Abbadia. 
1913.  (En  vente  chez  Gauthier-Villars,  Paris)  (i). 

Les  Procès- verbaux  reproduils  dans  ce  troisième  Volume  por- 
tent tous  la  signalure  de  Delarnhre;  l'action  du  secrélaire  perpé- 
tuel se  fait  nelteuienl  sentir  dans  l'uniformité  et  la  sobiiélé  de  la 
rédaction;  le  compte  rendu  d'une  séance,  quand  il  n'y  a  pas  de 
rapports  spéciaux,  lient  en  une  page;  ces  rapports  eux-mêmes, 
moins  nombreux,  sont  plus  substantiels;  les  Académiciens  sont 
très  assidus,  à  part  un  j)etit  nondjre  que  la  maladie  tient  éloignés. 
Ea  rigidité  impériale  semble  se  substituer  à  la  souple  indépendance 
républicaine  :  l'esprit  militariste  s'insinue  même  à  l'Institut, 
encore  que  le  nom  de  Bonaparte  et  de  Mapoléon  ait  cessé  de  (Igu- 
rer  sur  les  contrôles. 

Durant  l'anXIl,  Carnot,  président,  ne  manque  jamais  à  occuper 
le  fauteuil. 

Le  3  vendémiaire.  Voila  est  élu  associé  étranger.  —  iMonge 
intervient  dans  une  (piestion  puérile  soulevée  par  l'octroi  de  la 
ville  de  Lille. 

Le  24,  le  Ministre  de  la  Maiine  demande  à  la  Classe  d'examiner- 
une  métbode  inventée  par  le  C"  Kichar<lol  poui-  naviguer  sous 
l'eau.  —  Lamatck  lit  un  ra[)port  étendu  sur  un  anémograplic  du 
G"  Samson  Michel  :  il  en  résulte  que,  dès  1734,  Oons-en-Bray 
appliquait  la  méthode  d'enregistrement  graphicpie  des  {)h('Miomèncs; 
ce  ra[)port  est  fort  intéressant  [)our  l'histoire  des  proC('d(''s  d'ins- 
cription. —  Le  même  jour,  Laplace,  Coulomb,  llallé,  Guyloii  cl 
Biot  analysent  les  recherches  faites  pendaul  l'an  \l   relali\  eiucnl 


(')  Voir  ce  Ihdletin,  l.  WXVllI,  p.  05  et  2?5. 
BuLl.  des  Sciences  tnathém.,  i*  série,  t.  XL.  (Juillol  1916.)  i5 
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ail  galvanisme,  en  un  rap[)oil  iniporlanl  pour  l'éclaircissement 
des  origines  de  l'étude  des  pliénomcnes  voltaï(|ues  (théorie  phy- 
sique de  la  [)ile,  efifcts  physiologiques,  actions  chimiques). 

Le  i'"''  brumaire,  BeilhoUet  résume  finement  un  Mémoire  de 
Descolis  sur  le  phitine  et  ses  sels,  (jui  est  encore  intéressant  au 
point  de  vue  historique^  et  dont  il  propose  l'impression  dans  le 
Reçue  IL  des  Savants  étrangers. 

Le  8,  Legendre  et  Lagrange  rendent  compte  d'un  Mémoire  de 
Budan,  intitulé  :  Développement  d'une  nouvelle  méthode  pour 
la  résolution  des  équations  numériques^  tant  pour  la  sépara- 
tion que  pour  V approximation  des  racines.  Le  Rapport  n'en 
retient  comme  neuf  qu'un  résultat  relatif  à  la  séparation  des  racines 
d'équalions  ayant  toutes  leurs  racines  réelles. 

Le  i5,  lecture  d'un  Mémoire  de  Robertson  sur  son  ascension 
aérostatique  à  Hambourg  :  trois  membres  sont  invités  à  en  rendre 
compte  et  à  rédiger  une  instruction  pour  de  futures  ascensions. 

Le  20,  Biob>  présente  les  Eléments  de  Statique  de  Poinsot  et 
les  analyse  verbalement. 

Le  G  frimaire,  un  Mémoire  du  G"  Ampèie,  professeur  de  Mathé- 
matiques au  Lycée  de  Lyon,  est  présenté  parDelambre  et  renvoyé 
à  l'examen  de  Lagrange  et  de  Lacroix. 

Le  i3,  Peyrard,  bibliothécaire  de  l'Ecole  Polytechnique, 
demande  des  commissaires  pour  examiner  sa  traduction  des  Elé- 
ments d' Euclide. 

Le  20,  Rapport  de  Bossut,  Monge  et  Prouy  sur  un  moyen  de 
mesurer  la  vitesse  initiale  des  projectiles  lancés  par  les  bouches  à 
feu  :  l'appareil  du  colonel  Grobert  consiste  eu  un  arbre  tournant  à 
vitesse  angulaire  connue  et  portant  deux  disques  solidaires  que 
traverse  la  balle  parallèlement  à  l'axe  de  l'arbre.  Prony  termine  ce 
raj)port  par  une  nolice  sur  les  méthodes  employées  antérieurement 
pour  atteindre  le  même  objet  par  Robins,  d'Arcy,  Hutton,  Rum- 
ford,  Antoni  et  Mathey. 
.  Le  4  nivôse,  l'Académie  met  au  concours  la  question  suivante  : 
«  Quels  sont  les  caractères  qui  dislinguent,  dans  les  matières  végé- 
tales et  animales,  celles  qui  servent  de  ferment  de  celles  auxquelles 
elles  font  subir  la  fermenlation?  » 

Ge  même  jour,  long  Rapport  de  Halle  concernant  les  expériences 
tentées  pour  vérifier  l'efficacité  de  la  gélatine  animale  dans  le  trai- 
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tement  des  fièvres  inlermil tentes,  sous  la  direction  et  aux  frais  du 
G°  Seguin  :  la  substitution  de  la  gélatine  au  quinquina  élail  accom- 
pagnée d'un  régime  tonique  spécial  qui  pouvait  avoir  raison  de 
fièvres  d'origine  tuberculeuse.  Ce  travail  mériterait  d'être  pris  en 
considération  par  les  spécialistes  et  interprété  en  fonction  des 
opinions  actuellement  en  vogue. 

Le  18  nivôse,  le  C"  Delambr(3  transmet,  de  la  part  de  M.  Guil- 
laume Kéon,  de  Goettingen,  un  Ouvrage  écrit  en  allemand  sous  le 
titre  de  Gnoséologie,  et  qui  se  ra|)porte  principalement  à  la  logique. 
Cet  Ouvrage  est  renvoyé  à  la  bibliothèque,  attendu  qu'il  n'v  a  j)as 
dans  l'Institut  de  section  qui  s'occupe  spécialement  de  philosophie 
rationnelle. 

Le  25,  Rapport  de  Berthollel  sur  deux  alliages  nouveaux  utili- 
sables pour  le  doublage  des  vaisseaux. 

Le  2  pluviôse,  Lagrange  et  Lacroix  rendent  compte  d  un 
Mémoire  de  Parseval,  concernant  l'intégration  de  deux  écpiations 
dilïerentielles  partielles,  tirces  de  la  mécanique  analytique  des 
fluides  (propagation  du  son,  mouvement  d'un  fluide  dans  un  tube 
conformément  à  l'hypothèse  des  tranches;  intégration  au  moyen 
de  séries  spéciales). 

Le  9,  Communication  de  Bouvard  et  Berthoud  sur  une  horloge 
construite  pour  l'institut  par  Henri  Lepaute.  —  M.  Gauss,  de 
Brunswick,  est  proclamé  correspondant  de  l'Institut,  sur  la  pré- 
sentation faite  par  Lagrange  au  nom  de  la  Section  de  Géométrie. 

Le  7  ventôse,  Larochefoucauld-Liancourt  est  élu  correspondant, 
au  titre  de  l'Agriculture  et  de  l'Economie  rurale.  —  Observation 
de  Bryce  sur  la  [)ropriété  de  la  croule  de  la  vaccine,  pulvérisée  et 
humectée  d'eau,  de  produire  une  vraie  |)ustule.  —  Rapport  inté- 
ressant de  Desmarest  sur  le  rouet  à  guindrcs  multl[)les  poui-  le 
dévidage  des  soies  teintes.  — Vaucpielin  est  présenté  pour  la  place 
de  professeur  de  chimie  appliquée  aux  arts,  vacante  au   Muséum. 

Le  28,  Delambre  et  Lagrange  rendent  compte  de  la  nouvelle 
traduction  des  Eléments d^ E uclide  par  l^eyrard.  «  Nous  avons  lu 
avec  soin  la  nouvelle  traduction,  en  la  comparant  à  l'original  grec, 
du  moins  quant  à  l'énoncé  de  chaque  proposition  et  pour  les  par- 
ties essentielles  des  démonstrations...  >>.  Combien  aujourd'Inil  eu 
pourraient  faire  autant? 

Le  5  germinal,  Rapport  de  Des  Essarls  sur  le  caractère  conta- 
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gleux  de  la  fièvre  jaune.  —  Procès-verbal  de  l'examen  de  pièces 
de  drap,  auquel  il  a  été  procédé  conformément  à  une  lettre  du 
Ministre  de  l'Intérieur. 

Le  19,  Rapport  de  Ventenat  et  Lam.irck  sur  une  Etude  phy- 
sique de  la  canne  à  sucre.  —  Présentation  de  Thénard  pour  une 
chaire  au  Collège  de  France,  et  de  Jussieu  pour  une  chaire  à 
l'Ecole  de  Médecine^  l'un  par  4'^  voix,  l'autre  par  36  sur  44  vo- 
tants. 

Le  26,  Biot  rend  compte  d'un  intéressant  Mémoire  d'Ampère, 
ayant  pour  titre  :  Recherches  sur  l'application  générale  des 
formules  du  calcul  des  variations  aux  problèmes  de  la  Méca- 
nique. 

Le  3  floréal,  résumé  d'un  travail  de  Poiret  sur  la  formalion  des 
tourbes,  surtout  dans  la  Somme. 

Le  10,  le  Ministre  de  l'Intérieur  adtesse  un  Mémoire  manuscrit 
de  Wi'onski,  Polonais  réfugié,  intiiulé  :  Exposé  présenté  au  Gou- 
vernement fiançais  pour  vérifier  les  résultats  dUuie  théorie  de 
V  action  mécanique  des  fluides^  fondée  sur  des  principes  de  la 
pJiilosopJiie  critique. 

Le  8  prairial,  Ivapport  sur  la  proposition  de  Rochon,  relative  à 
l'emploi  d'un  plateau  de  glace  qui  appartient  à  l'Institut,  pour 
construire  une  loupe  à  échelons  de  grande  dimension. 

Le  29,  la  Commission  chargée  de  présenter  un  sujet  de  prix 
pour  les  Sciences  mathéinatiques,  propose  la  théorie  des  pertur- 
bations de  la  pliinète  Pal  las,  découverte  par  Olbers.  —  M.  Arnoult, 
sous-préfet  de  Hasselt,  adresse  un  Mémoire  sur  la  trisection  de 
l'angle  :  Legendre  déclare  qu'il  n'y  a  pas  lieu  à  faire  un  rapport 
en  forme,  ce  qui  n'empêcliera  pas  le  sous-préfet  de  récidiver. 

Le  i3  messidor,  Rapport  de  Desmarot  et  Fourcroj  sur  des  draps 
fabriqués  dans  une  manufacture  de  Montolieu,  près  Carcassonne  : 
on  j  trouve  de  justes  critiques  relatives  aux  fraudes  des  proprié- 
taires de  troupeaux  dans  le  Roussillon. 

Le  20,  Deyeux,  Fourcroy  et  Vauquelin  analysent  un  Mémoire 
de  Leblanc  sur  les  substances  ammoniacales  considérées  principa- 
lement comme  matières  végétatives  ou  engrais  (poudrette^  eaux 
vannes,  etc.).  —  Le  sous-[)réfet  de  Cambrai  adresse  l'ampliation 
du  procès-verbal  qui  constate  la  découverte  des  restes  de  Fénelon. 

Un  membre  observe  que  l'Institut  est  chargé  par  un  arrêté  du 
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Gouvernement  de  rendre  compte  des  progrès  de  V esprit  humain 
depuis  le  commencement  de  la  Révolution;  il  pense  qn'il  est 
urgent  que  ce  compte,  trop  longlemps  retardé,  soit  enfin   rendu. 

I^e  27,  Rapport  judicieux  de  RM^thollet  et  Vauquelin  sur  un 
Mémoire  relatif  à  la  coloration  des  verres  par  les  métaux. 

Le  4  thermidor,  annonce  de  la  découverte  de  trois  nouveaux 
métaux  dans  le  platine  brut  :  l'osmium,  le  rhodium  et  le  palladium. 
—  Les  Israélites  français  invitent  IJnstitut  à  assister  à  une  céré- 
monie destinée  à  rendre  grâces  à  l'Eternel  de  Télévalion  de  Napo- 
léon à  la  dignité  impériale.  —  Un  Exposé  de  l;i  nécessité  de 
répandie  parmi  les  chirurgiens  la  pratique  de  la  chirurgie  dentnire 
par  l'enseignement  donne  lien  à  un  rapport  de  Tenon  qui  con- 
damne pour  un  siècle  l'enseignement  dentaire,  en  faisant  valoir  les 
arguments  du  corps  médical,  dont  il  sera  bien  difficile  de  triom- 
pher. 

Le  20,  un  membre  demande  que  le  Rureau  soit  autorisé  à  écrire 
au  maréchal  Bernadotte  pour  lui  recommander  ITniversité  de 
Gotlingen  ;  à  la  séance  suivante,  un  M.  Heyne  réclame,  au  nom 
de  cette  Université,  les  bons  olïices  de  l'Instiiut. 

Le  9  fructidor,  Biot  rend  compte  du  voyage  aérostatique  qu'il  a 
fait  avec  Gay-Lussac, 

Le  16,  le  Ministre  de  l'Intérieur  demande  (rois  personnes  painii 
celles  qui  s'occupent  spécialement  de  l'Analyse,  de  la  Chimie  et  de 
la  Géométrie,  pour  élre  membres  du  Conseil  de  perfeclionncment 
de  l'Ecole  Poljtechniipie  :  sont  désignés  Rerthollet,  ]Moni;e  et 
La  place. 

Le  23,  un  Rapport  détail b'  de  Lacroix  et  Mongc  sui-  un  |)l;in 
d'instruction  [)rimaireà  tendîince  scientifi(|ue  montre  cpie  riii>tilut 
ne  dédaigne  pas  de  s'occuper  du  premier  degré  de  lenseignemcnl 
public. 

Le  3o,  Fourcroj  et  Vauquelin  communiquent  une  ?Sote  sur  la 
teneur  élevée  en  acide  urique  de  l'urine  des  oiseaux. 

Pour  Tan  \lll,  Desfonlaine,  vice-présid(Mif  pcnihuit  rinnu'i^ 
précédentt^  passe  à  la  présidence,  tandis  (pie  Lcgcndrccsl  élu  Nice- 
président. 

Le  2  vendémiaire,  rVcadémie  royale  de  l*russe  envoie  ses  sujcis 
de  prix  poui'  icSoT)  et  i8(>(). 


2i8  PREMIÈRE   PARTIE. 

Le  9,  Rapport  de  Tessier  et  Parmenlier  sur  les  récoltes  de  l'an- 
née qui  avait  été  très  pluvieuse;  on  y  trouve  une  étude  critique  du 
séchage  au  four  et  à  l'étuve.  —  Lon<;  RapporI  de  l^amarck  et  Guy- 
ton  sur  un  Mémoire  concernant  la  température  de  la  mer  à  diverses 
profondeurs. 

Le  16,  annonce  de  la  mort  de  l'astronome  Mécliain,  àCastellon- 
de-la-Plana,  victime  d'une  épidémie  régnant  en  Espagne.  — 
Monge  et  Pronj  signalent  une  série  de  perfectionnements  dont 
serait  susceptible  un  système  de  voitures  dites  vélocifères,  proposé 
à  l'examen  de  l'Académie. 

Le  ^3,  la  Commission  administrative  présente  le  compte  bud- 
gétaire de  la  Classe  [)our  les  années  VI  à  XTL  Les  recettes  ont  été 
de  55  8^ S*^"",  les  déj)enses  de  25  4i4^';  d'où  un  excédent  de  3o46i^''. 
De  plus  les  dépenses  ont  été  constamment  beaucoup  au-dessous 
des  crédits  accordés.  L'Académie  avisera  à  remédier  à  cet  état  de 
choses. 

Le  3o,  Deyeux,  rendant  compte  d'un  livre,  présente  une  belle 
étude  sur  l'art  de  la  corderie  maritime. 

Le  i4  brumaire,  Rapport  de  Rerthollet  sur  un  Mémoire  de  Thé- 
nard  intitulé  :  Considérations  sur  U oxydation  des  métaux  et  en 
particulier  sur  V oxydation  du  fer.  —  Haiiy  et  Laplace  rendent 
compte  d'un  travail  de  Hassenfralz  surla propagation  du  son  (expé- 
riences faites  dans  les  catacombes  de  Paris). 

Le  2<S,  la  Classe  arrête  toutes  dispositions  relatives  aux  présen- 
tations de  candidats  pour  les  chaires  vacantes,  présentations  dont 
elle  est  chargée  par  la  loi  du  i  1  floréal  an  X  :  notamment  spéci- 
fication est  faite,  poui"  chaque  chaire,  de  la  section  qui  fera  le  Rap- 
port préliminaire. 

Le  5  frimaire,  M.  Lange  vin  présente  cinq  exemplaires  de  son 
discours  en  veis  sur  la  vertu,  dédié  à  MM.  les  membres  de  l'Aca- 
démie des  Sciences. 

Le  12,  Gujton  et  Charles  décrivent  une  nouvelle  lampe  à  huile 
dans  laquelle  est  mis  en  œuvre  le  principe  de  la  fontaine  de 
Héron. 

Le  26,  Rapport  fondamental  de  Chaptal  sur  les  manufactures 
insalubres,  à  l'occasion  d'une  question  posée  par  le  Minisire  de 
rintérieur  el  relative  aux  usines  (jui  produisent  de  mauvaises 
odeurs  :   c  est  en  quelque  sorte  la  charte  de   notre  législation  en 
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matière  de  salubrité  industrielle.  —  Biot  présente  son  Traité  élé- 
mentaire d^  Astronomie. 

Le  3  nivôse,  Je  préfet  de  la  Seine  envoie,  entre  autres  choses, 
(les  couplets  chantés  sur  la  place  de  l'Hôtel  de  Ville  un  moment 
avant  le  feu  d'artifice  (en  l'honneur  de  l'Empereur). 

Le  Fo,  Cuvier  lit  un  Mémoire  sur  le  squelette  fossile  d'un  petit 
didelphe  trouvé  dans  la  pierre  à  plâtre  des  environs   de  Paris. 

Le  17,  Rapport  de  Prony  sur  un  projet  de  création  d'un  journal 
mensuel  intitulé  Bibliothèque  germanique.^  et  consacré  aux 
sciences  et  à  la  littérature  allemandes  :  l'utilité  de  ce  périodique  est 
unanimement  reconnue  par  la  Classe;  le  (Comité  directeur  com- 
prendra Stapfer  pour  la  littérature,  l'histoire,  l(^s  voyages,  Cuvier 
pour  les  sciences  naturelles,  Burckhardt  ()Our  les  sciences  mathé- 
matiques, Lastejrie  pour  les  arts  mécaniques,  l'agriculture,  etc.  — 
Communication  de  Des  Essartzsurle  danger  des  inhumations  pré- 
cipitées. 

Le  8  pluviôse,  BerthoUet  rend  comple  d'un  Mémoire  du  direc- 
teur des  Gobellns  sur  l'alunage  et  l'induence  des  divers  états  des 
laines  en  teiniure;  Lacroix,  d'un  Mémoire  de  l^arceval  sur  uiu^ 
méthode  pour  sommer,  par  le  mojen  d'intégrales  définies,  des 
séries  de  Lagrange. 

Le  22,  BerthoUet  et  Gu_)'ton  dé('rivent  un  système  nouveau  de 
construction  des  cheminées  d'appartement.  —  BerthoUet  et  ^  au- 
qiielin  apprécient  défavorablement  un  appareil  destiné  à  dessaler 
l'eau  de  mer  ;  ils  rendent  compte  d'observations  de  Godon  de  Siiini- 
Mémin  pour  servir  à  l'histoire  du  chrome.  —  Vnipère  lit  une 
démonstration  du  principe  des  vilesses  virluelles,  dcgag(''('  de 
toute  considération  des  infiniment  petits. 

Le  29,  Rapport  de  Deyeux  sur  le  travail  des  sid|)èli  i(Ms.  — 
Adoption  d'une  proposition  concernant  les  éloges  (h^s  sa\anls 
morls  après  la  d(;slruction  de  IWcadémie  des  Sciences  cl  axani  l.i 
création  de  l'Institut. 

Le  f)  ventôse,  Rapport  de  .lussieu  et  Lam;ii(  k  sur  un  Mémoire 
consacré  spécialement  à  l'examen  de  la  germinal  Ion  des  giaiiu's 
de  j)lusieurs  plantes. 

Le  '.>,{),  Legendre  présente  ses  Nouvelles  nif'-/lK)(lt's  fuiur  la 
déteiniination   des   orbites  des  romèles.  Le    iMlni>lre    de    la 

Marine  ré(damant  les  modèles  de  vaisseaux   placés  dans  le  local  de 
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rinstltiit,  la  Classe  j^rolesle  et  demande  la  centralisation  de  ces 
modèles  et  de  ceux  du  Dépôt  de  la  Marine  pour  constituer  un 
musée  de  la  Marine. 

Le  2-7,  Vauquelin  attire  l'attention  sur  un  |)rocédé  pour  préser- 
ver les  reliures  de  la  piqûre  des  insectes,  et  donne  à  ce  propos 
un  historique  très  intéressant  pour  les  bibliophiles  et  collection- 
neurs. 

I^e  4  germinal,  Bossut,  Bougainville  et  Lévêque  font  un  Rap- 
port sur  une  écluse  flottante  destinée  à  déblayer  en  peu  de  temps 
et  à  peu  de  frais  l'entrée  du  port  du  Havre. 

Le  II,  à  l'occasion  d'un  moyen  proposé  pour  lierser  et  labourer 
la  terre  par  la  force  du  vent,  l'Académie  décide  qu'aucun  projet  de 
macliine  ne  sera  examiné  quand  l'auteur  n'aura  pas  envoyé  un 
Mémoire  ou  un  dessin  donnant  une  idée  de  1  invention. 

Le  i8,  elle  décide  que  dorénavant  on  ne  réimprimera  point  dans 
la  collection  de  l'Institut  les  Mémoires  déjà  imprijnés  dans  d'autres 
collections. 

Le  2  lloréal,  intéressant  compte  rendu  de  Halle  et  de  Des  Essarlz 
sur  l'épidémie  de  vomito  negro  de  Livourne.  —  Deyeux  et 
Monge  exposent  et  discutent  les  principes  de  l'art  du  doreur. 

Le  i6,  Poisson  lit  un  Mémoire  sur  les  solutions  particulières  des 
équations  diflerentielles  et  des  équations  aux  différences. 

j^e  23,  Rapport  de  Vauquelin  sur  une  question  mise  au  con- 
coui's  :  ((  Déterminer  par  expérimentation  les  difïérenles  sources 
du  carbone  dans  les  végétaux  ».  Le  prix  n'est  pas  décerné. 

Le  ^  prairial,  Rapport  de  Carnot  et  Coulomb  sur  des  change- 
ments proposés  pour  le  perfectionnement  des  fusils  de  guerre.  — 
Sabatier  rend  compte  d'une  Notice  sur  les  bons  effets  du  Solanum 
CaroUnense  et  du  suc  d'ail  contre  le  tétanos,  à  laquelle  est  joint 
un  coup  d'œil  sur  les  dilïerents  modes  de  traiter  cette  maladie  en 
Amérique. 

Le  21,  Poisson  lit  un  Mémoire  sur  les  équations  aux  différences 
mêlées. 

r^e  19  messidor,  Desmarest  et  J^érier  lisent  un  curieux  Rapport 
sur  un  métier  propre  à  la  fabrication  des  étoffes  à  fonds  façonnés 
et  à  Heurons  brodés.  —  Des  Essarlz  et  Halle  rendent  compte  d'un 
Mémoire  de  Leblond  sur  les  maladies  contagieuses  des  contrée ^ 
voisines  de  l'Equateur,  où  le  rôle  des  cousins  est  nettement  précisé. 
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Le  3  tliermidor,  dans  un  Rapport  de  La  Billardière  et  Coulomb 
sur  un  Mémoire  consacré  à  la  force  physique  des  peuplades  sau- 
vages de  la  Terre  du  Diemen,  delà  Nouvelle-LIollande  et  des  habi- 
tants du  Timor,  on  trouve  des  considi'rjitions  d'anthropologie  qui 
méritent  l'attention.  —  La  Commission  administrative  est  chargée 
d'aviser  aux  moyens  de  dédommager  les  employés  de  l'Institut  qui 
ont  été  emprisonnés  injustement  à  l'occasion  d'un  vol  commis 
1  ans  auparavant  dans  la  caisse. 

Le  8  fructitlor,  Rapport  de  Pinel  sur  les  propriétés  thérapeu- 
tiques de  la  DaLitra  fasluosa . 

Le  22,  M'"*"  Lavoisier  ofFre  à  l'Institut  et  à  tous  les  membres  de 
la  Classe  deux  volumes  des  Mémoires  de  son  mari. 

J^e  9AJ,  la  Classe,  considérant  qu'un  smalas  consulte^  rendu 
d'ailleurs  sur  un  Rapport  de  Laplace,  a  rétabli  le  calendrier  gré- 
gorien à  partir  du  i*""  janvier  1806,  arrête  (|u'elle  remet  à  cette 
époque  l'élection  d'un  nouveau  vice-président  ainsi  que  celle  des 
membres  de  la  Commission  des  fonds. 

Un  registre  spécial  de  procès-verbaux,  formant  la  troisième 
Partie  du  présent  Volume,  correspond  au  trimestre  intercalaire. 

fjC  i'''  vendémiaire  de  l'an  XIV,  communication  du  programme 
du  Prix  proposé  parle  roi  de  Prusse,  au  sujet  de  la  contagion  de  la 
fîèvie  jaune. 

Le  8,  Coulomb  et  Bougainville  décrivent  et  apprécient  le  sca- 
phandre de  Ca\eux.  —  j^ossni,  J^elièvre  et  Périer  étudient  une 
machine  rotative  à  vapeur,  destinée  à  monter  le  minerai  dans  les 
exploitations  des  mines. 

J^e  29,  M.  de  Laplace  lit  un  Mémoire  sur  la  diniinnlion  de  Tobli- 
(piité  de  ré(dipti(pie. 

I^e  ()  brumaire,  le  professeur  llai'less,  d'l^rlani;en,  adresse  un 
Ouvrage  inlilulé  :  Les  justes  inquiétudes  et  les préeautious  Jan- 
dées  de  IW I leuiagne  contre  Ut  fièvre  jaune.  -  M.  de  Lalande 
annonce  (jue  le  S'  Pons,  concierge  de  rObservaloire  de  \Lir- 
seille,  a  découvert  une  comète  :  l>on\ai(l  r(''(dani('  Mir  lui  une  ant(''- 
riorih'  de  4*>  minutes.  —  \''an(pi<'lin  el  I)(\cm\  prt'>enl(Mil  un 
long  Kapporl  sur  les  propriét<''S  du  l.innin  cl  Mir  le  lannagr  des 
peaux. 

Le  i>^,  l^apj^ort  fondamental  de  \  am|nelin  ^nr  un  Mt  nioirc  de 
1  hénard    cons.icre    à    la    bile;    anlrtî    Kapporl    du    nu'iiie    >^nl     un 
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Mémoire  de  Leblanc  relalif  à  J'eAlraction  de  l'alun  du  milieu  des 
eaux  de  couperose. 

Le  I  I  frimaire,  Desmarest  et  Coulomb  décrivent  un  ingénieux 
métier  à  bas  que  la  Classe  décide  d'acheter. 

Le  i8,  Cl)a[Jtal,  La  Billardière  et  Cuvier  résument  le  Tableau 
de  la  nutrition  des  végétaux  de  Decandolle,  en  un  remarquable 
Rapport  dont  l'insertion  au  Volume  des  Mémoires  de  r Académie 
est  ordonnée. 

Le  25,  Rapportde  Burckhardt  et  Berthoud  sur  un  nouveau  pen- 
dule de  compensation  et  un  échappement  à  repos.  —  Rapport  de 
BertholleL  sur  un  Mémoire  de  Descotils  consacré  au  rhodium  el  au 
palladium. 

Le  2  nivôse,  compte  rendu  par  Cels  et  Thouin  d'un  Mémoire 
sur  les  inconvénients  de  la  (aille  des  arhres  à  fruit  et  sur  une 
nouvelle  méthode  de  les  conduire  pour  en  assurer  la  fructifé- 
ration. 

A  l'occasion  du  changement  (le  calendrier  la  Classe  décide  de 
rendre  dorénavant  puhlique  la  première  séance  de  janvier.  Elle 
nomme  vice-président  pour  i8o6  Guy  ton  de  Morveau,  tandis  que 
Legendre  passe  à  la  présidence. 

Le  6  janvier  i8o6,  Rapport  de  Pinel  sur  les  résultats  obtenus 
par  Desgenettes  en  employant  des  finuigations  de  gaz  oxyde 
muria tique  oxygéné  à  l'hôpital  militaire  de  Paris. 

Le  i3,  Rapport  de  Lacroix  sur  les  deux  Mémoires  de  Poisson 
signalés  plus  haut. 

Le  27,  le  Ministre  de  l'Intérieur  invite  la  Classe  à  s'occuper  de 
la  continuation  de  la  description  des  arts  et  métiers  commencée 
par  l'ancienne  Académie  des  Sciences.  — Vauquelin  rend  compte 
des  recherches  de  Proust  sur  le  sucre  de  raisin. 

Le  3  févriei-,  Rapport  de  Tenon  et  Des  Essartz  sur  un  Mémoire 
de  Nysten  relatif  à  la  rigidité  après  la  mort.  —  La  Classe  arrête 
que  les  Mémoires  qu'elle  fera  imprimer  désormais  formeront  une 
nouvelle  collection,  et  que  les  volumes  à  paraître  contiendront  un 
exposé  historique  de  tout  ce  qui  aura  été  fait  d'important  pen- 
dant chaque  année,  lequel  exposé  sera  rédigé  par  les  Secrétaires. 

Le  io,  Legendre  offre  un  exemplaire  de  la  ^^  édition  de  sa  Géo- 
métrie, 
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Le  17,  le  Ministre  de  l'Intérieur  annonce  que  l'Empereur  a 
consenti  à  l'érection  de  la  statue  de  Sa  Majesté  dans  le  nouveau 
local  accordé  à  l'Institut. 

Le  24,  Prony  et  Laplace  présentent  un  Rapport  sur  un  Mémoire 
de  Mécanique  rationnelle  de  Poinsot  qui  traite  de  la  composition 
des  moments  et  de  celle  des  aires  :  c'est  une  analyse  détaillée  et 
lumineuse  de  Ja  fameuse  théorie  des  couples  et  de  ce  qu'on  a|)pelle 
aujourd'hui  la  théorie  des  vecteurs. 

Le  3  mars,  on  lit  une  lettre  du  Ministre  de  l'Intérieur  qui,  par 
ordre  de  Sa  Majesté,  propose  une  série  de  que>tions  concernant 
Favantage  qu'il  pourrait  j  avoir  à  faire  les  piliers  du  l^antliéon  en 
fonte. 

Le  17,  Son  i\.  R.  le  Prince  héréditaire  de  Ravière  assiste  à  la 
séance. 

Le  24,  Pronj,  Lagrange  et  Laplace  font,  sur  la  démonstration  du 
princif)e  des  vitesses  virtuelles  donnée  par  Ampère,  un  Rapport 
digne  encore  d'être  consulté  aujourd'hui. 

Le  28  avril,  M.  Delaplace  [sic)  présente  sa  Théorie  de  raction 
capillaire  faisant  suite  à  sa  Mécanique  céleste. 

Le  \'i  mai,  la  Société  royale  de  Londres  fait  savoir  qu'elle  a  élu 
comme  memhres  étrangers  Lacépède  et  Guvier. 

Le  9  juin,  Note  historique  du  comte  deRumford  sur  rem|)loi  de 
la  vapeur  d'eau  comme  véhicule  de  chaleur  pour  la  distillation  des 
eaux-de-vie.  —  J^e  prix  proposé  pour  les  perturhations  de  la  |)la- 
nèle  Pallas  est  prorogé  à  2  ans. 

Le  16,  projet  du  Ravarois  Raader  pour  remplacer  la  machine 
élévatoire  de  Marly. 

Le  23,  Mémoire  de  Messier  sur  récli|)se  de  Soleil  du  Hijuin  i8o(). 
—  Rapport  de  Vauquclin  sur  un  aérolithe  tond)é  à  \  alence. 

Le  3o,  Rapport  de  Monge  et  I^rony  sur  un  système  éconoinicpie 
de  toiture. 

Le  >.  I  juillet.  Rapport  de  Prony,  Lacépède  et  llaiiv  sur  un  nou- 
veau piano,  intéressant  par  la  manière  d'élahlir  cl  de  plaicr  les 
cordes  sonores  sur  l'instrument. 

r.e  2(S,  à  piopos  de  modèles  (rt'chappenuMit  pri'scnlo  p.ir 
M.  Piclet,  de  (ienève,  Pi-ony  donne  un  |)i'('(is  liislorupic  <M  dcs- 
(M'iptit  de  la  (piestion  des  échaj)p(Mnents. 

Le    11  août,  Ra[)port  de  Cuvicr   sur   un   M('Mn()ir('  de    M.    Vndié, 
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intitulé  Théorie  de  la  surface  actuelle  île  la  Terre  :  curieux  par 
des  réflexions  oénérales  touchant  la  manière  dont  l'Académie 
pourrait  et  devrait,  au  sens  de  Guvier,  envisager  les  recherches 
idéologiques.  A  l'unanimité,  il  est  décidé  que  ce  Rapport  sera 
imprimé  dans  les  Mémoires  de  la  Classe. 

Le  20,  annonce  de  la  mort  de  Coulomb. 

Le  i''  septembre,  Rapport  de  Carnot  sur  un  écrit  intitulé  Nou- 
veaux principes  de  Mécanique^  par  Murât,  ancien  ingénieur  des 
Mines  :  on  y  trouve  nettement  mis  en  lumière  le  paralogisme  qui 
s'est  glissé  dans  ce  travail,  en  pleine  contradiction  avec  les  prin- 
cipes généralement  admis  en  Mécanique.  —  Arago  lit  un  Mémoire 
sur  la  vitesse  de  la  lumière. 

Le  i5.  Rapport  sur  une  étude  des  progrès  de  la  végétation  dans 
les  sables  des  dunes. 

Le  22,  Rapport  de  Lagrange  et  Delambre  sur  la  traduction  des 
œuvres  d'Archimède  par  Pejrard  :  aussi  bien  que  les  géomètres, 
les  lettreux  y  prendront  intérêt;  signalons  notamment  des  appré- 
ciations justifiées  sur  le  style  et  la  langue  d'Archimède,  ce  style 
«  plus  doux,  plus  agréable  que  celui  d'aucun  géomètre  grec  », 
cette  langue,  en  dépit  du  dialecte  dorique,  «  grammaticalement 
parlant,  toujours  claire  et  facile  à  comprendre  ».  Delambre  était 
un  helléniste  de  valeur. 

Le  20  octobre,  démêlés  assez  vifs  entre  la  Classe  et  son  impri- 
meur M.  Baudoin  «  qui  ne  tient  aucune  de  ses  promesses  ».  Des 
arbitres  décideront  s'il  n'y  a  pas  lieu  de  regarder  comme  non 
avenu  le  traité  passé  entre  l'Institut  et  M.  Baudoin. 

Le  3  novembre,  la  Classe  reçoit  un  Mémoire  de  Carnot  sur  la 
relation  qui  existe  entre  les  distances  respectives  de  cinq  points 
quelconques  pris  dans  l'espace,  suivi  d'un  essai  sur  la  théorie  des 
transversales  :  on  y  trouve  le  théorème  resté  classique  et  auquel 
est  encore  attaché  le  nom  de  Carnot. 

Le  17,  Rapport  de  Carnot  sur  une  combinaison  ingénieuse  de 
rouleaux  de  friction,  due  à  l'ingénieur  Murât  déjà  nommé. 

Le  24,  De  l^a place  lit  un  Mémoire  sur  V Adhésion  des  corps  à 
la  surface  des  fluides  :  il  s'agit  de  l'épineuse  question  de  l'angle 
de  raccordement.  —  Rapport  de  Bouvard  et  Burckhardt  sur  un 
dispositif  mécanique  propre  à  représenter  les  mouvements  annuels 
et  diurnes  du  Soleil  et  de  la  Lune,  les  derniers  en  a^ant  égard  aux 
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quatre  grandes  incgalilés;  on  y  trouve  une  remarque  relative  à  la 
réalisation  d'un  train  d'engrenages  de  raison  donnée,  à  laquelle 
on  attribue  d'ordinaire  une  origine  })lus  récente. 

Le  1*^'  décembre,  Mémoire  fondamental  de  Gaj-Lussac  sur  les 
gaz  considérés  dans  leurs  rapports  avec  le  calorique,  examiné 
par  De  Laplace,  Delambre  et  Haiij. 

Le  8,  Rapport  sur  deux  Mémoires  de  Ga^'-Lussac,  relatifs  l'un  à 
quelques  phénomènes  magnétiques,  l'autre  à  la  dilatation,  par  la 
clialeur,  des  gaz  et  des  vapeurs,  comparée  à  celle  du  mercure.  Le 
même  jour,  Gaj-Lussac  obtient  au  second  tour  la  majorité  absolue 
pour  une  place  vacante  dans  la  Section  de  Physique. 

Le  22,  l'Académie  propose,  à  l'instigaiion  de  Berthollet,  le  sujet 
de  prix  suivant  pour  janvier  1809  :  «  Etablir  par  l'expérience  quels 
sont  les  rapports  qui  existent  entre  les  dilTérents  modes  de  phos- 
phorescence, et  à  quelle  cause  est  due  chaque  espèce,  en  excluant 
l'examen  des  phénomènes  de  ce  genre  que  l'on  observe  dans  les 
animaux  \ivants.   » 

Le  29,  la  Classe  arrête  l'état  des  modèles,  outils,  instruments  et 
machines  donnés  par  l'Institut  au  Conservatoire  des  x\rts  et  Métiers. 
L  inventaire,  f[ui  occupe  12  colonnes,  comprend  44*  articles 
répartis  en  i /\  chapitres.  «  La  plupart  de  ces  objets  ont  besoin  de 
réparations  et  plusieurs  sont  incomplets,  »  Les  Membres  de  l'Aca- 
démie garderont  le  droit  de  consulter  ces  modèles  toutes  les  fois  que 
l'exigeront  leurs  travaux  et  ils  pourront  en  obtenir  des  dessins. 

Ij'année  i8o'j  commence  par  une  séance  publique.  Lcgcndre 
cède  le  fauteuil  à  Gujton  de  Morveau,  et  Bougain ville  est  ('lu  \  ice- 
président. 

I.e  l'i  janvier,  Poulet,  de  Lille,  professeur  au  Lycée  d  Oiléans, 
présente  sa  traduction,  restée  célèbre,  des  Ucchcirhcs  (irilhnic- 
tiques  de  Gauss. 

Le  2  févi'ier.  Rapport  de  Carnot  sur  un  ponl-basculc  de  DiiloPi. 

Le  2  mars,  Ra[)port  de  Burckhardt  sur  une  machine  à  refendre 
les  roues. 

Le  ()  avril,  annonce  de  la  mort  de  M.  de  Lalande.  —  LcINLnislio 
de  rintérieur  fait  savoir  que  Sa  Majesté  Impériale  a  rc'-oiu  (h*  laire 
placer  dans  la  salle  de  Tlnslilul  la  statue  de  Dalemherl. 

Le  K^,  annonce  de  la  découverte  d'une  uou\elle  planète  \^\  e>ta) 
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par  Olbers.  —  [{iipporl  de  Bcrlliollet  sur  un  Mémoire  de  Tliénard 
concernanl  les  élliers. 

Le  20,  le  lieuleiiant-eoloiiel  du  Génie  Malus  présente  un  Iralli; 
d'optique  «  dans  lequel  il  considère  la  lumière  sous  Irois  dimen- 
sions ».  —  Delamhre  est  nommé  prolésseur  d'Astronomie  au  Col- 
lège de  Fr.in(>e  en  remplacement  de  l^alandc. 

Le  2T,  le  traité  fait  avec  l'imprimeur  Baudoin  est  annulé  par  le 
Conseil  d'Etal.  —  Curieux  Ptapport  de  Pelletan  sur  la  distinction 
entre  les  maladies  contagieuses  et  les  épidémies. 

Le  4  niai,  l'Académie  de  Berlin  demande  l'inlercession  de  TJns- 
titut  pour  obtenir  du  Ministre  de  la  Guerre  la  restitution  de 
69  cuivres  de  caries  géographiques  qui  étalent  la  pi'opriété  de 
l'Académie  et  qui  ont  été  saisis  par  le  Bureau  lopograpliique  de  la 
Guerre.  —  Rapport  de  Cuvier  sur  un  Mi'molre  concernanl  la 
nageoire  pectorale  des  poissons.  —  Election  mouvementée  pour 
désigner  le  successeur  de  Lassus  dans  la  Section  de  Médecine. 

r^e  18,  présentation  de  la  cliambie  claire  de  Wollaston. 

Le  25,  on  lit  une  lettre  du  Ministre  de  l'Intérieur  lelative  au 
tableau  général  des  progrès  des  Sciences,  Lettres  et  Aits,  depuis 
la  fin  de  1^89  jusqu'à  la  (in  de  1806.  I^es  Sections  sont  invllées  à 
donner  le  plus  lot  possible  les  notes  et  renseignements  nécessaires 
pour  la  rédaction  générale. 

Le  I  5  juin,  intéressantes  réflexions  de  Cuvier  sur  l'emploi  des 
figures  en  histoire  natuielle  :  l'idée  en  remonterait  à  Aristote  dont 
des  manuscrits  portent  des  lettres  renvoyant  à  des  ligures  non 
copiées  dans  nos  manuscrits. 

Le  '22,  expériences  faites  sur  des  colonnes  du  Louvre  pour  les 
préserver  des  végétations  qui  les  couvrent  oïdlnaii  einent  au  bout 
de  peu  de  temps.  —  Piapporl  de  Halle  sur  des  expériences  de 
Dupujtren  louchant  l'inlluence  que  les  nerfs  qui  se  distribuent 
dans  le  poumon  exercent  sur  les  phénomènes  et  les  résultats  de  la 
respiration. 

Le  2g,  Napoléon  établit  un  prix  de  12000*^'*  pour  celui  qui  trou- 
vera les  meilleurs  mojens  curatifs  du  croup. 

r^e  10  aoiit,  description  d'un  remontoir  présenté  par  Lepaute. 
—  Election  du  successeur  de  Berthoud,  de  la  Section  de  Méca- 
nique :  i3  candidals.  Est  élu  Sané,  inspecteur  général  du  Génie 
maritime. 
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Le  1"^,  Poisson  lit  un  Mémoire  sur  la  Théorie  du  son. 

Le  3i,  Rapport  sur  un  procédé  de  Polerat  pour  imprimer  les 
cartes  géographiques  en  caractères  en  relief. 

Le  7  septeml)re,  «  on  lit  une  lettre  des  memhres  de  l'Université 
de  Leipsick  sur  la  nouvelle  constellation  Napoléon.  Cette  lettre 
est  accompagnée  d'une  lettre  à  S.  M,  l'Empereur  et  Roi,  et  d'un 
Mémoire  où  l'Univernité  expose  les  motifs  qui  l'ont  déterminée  à 
former  cette  nouvelle  constellation   ». 

Le  i^i  présentation  d'un  modèle  d'écluse,  du  à  De  Bethancourt, 
inspecteur  général  des  canaux  d'Lspagne. 

Le  9.8,  Rapport  de  Lagrange  et  Lacroix  sur  un  Mémoire  de 
Lancret  concernant  les  développoïdes  (enveloppes  des  droites 
menées  sous  le  même  angle  de  tous  les  points  d'une  courbe). 

Le  5  octobre,  Rapport  de  Biot  sur  le  Mémoire  de  Poisson  relatif 
à  la  Théorie  du  son  :  tous  les  points  essentiels  sont  mis  en  lumière, 
en  une  belle  langue,  sans  emploi  de  formules. 

Le  19,  Rapport  de  Lacroix  sur  le  Traité  d^ Optique  analytique 
de  Malus  :  Je  fameux  théorème  de  Malus  sur  les  congruences  de 
normales  est  appliqué  sjstématiqueiuent  à  la  marche  des  rayons 
lumineux  réfractés  et  réfléchis.  —  Une  fiche  a  fait  savoir  qu'Arago 
a  pris  connaissance  de  ce  rapport  le  21  juillet  i85i. 

Le  2  novembre,  Rapport  de  Gaj-Lussac  sur  une  instruction  [)ré- 
sentée  par  le  Ministre  de  la  Guerre,  relative  à  l'élablissemeut  de 
paratonnerres  sur  les  magasins  à  poudre^  et  rédigée  par  le  Service 
du  Génie. 

Le  3o,  réglementation  de  l'impression  des  Mémoires. 

Le  'j  décembre,  la  médaille  Lalande  est  décernc'c  à  Olbers;  le 
prix  impérial  du  galvanisme  est  attribué  à  Davj  :  beau  Rap[)orl  de 
Gaj-[jussac  qui  sera  lu  à  la  séance  publique  de  jan\ier  1808. 

Le  21,  M.  de  Lacroix,  au  nom  d'une  Commission,  pi-oposc  le 
sujet  du  prix  de  matliémaliqucs  à  adjuger  en  jauvKM-  1810  : 
«  Donner,  de  la  double  réfraction  c[ue  subit  la  lumière  en  lra\(M- 
saut  diverses  substances  cristallines,  une  théorie  inalliémaliquc, 
vérifiée  par  l'expérience.  » 

La  Classe  des  Sciences  a  maintenani  allciul  un  (Mal  de  r(''glinc. 
Ses  rapports,  toujours  très  courtois,  toujours  subslanlicls,  ont  pris 
une  forme  fort  soignée;  les  études  technologiques  et  industrielles, 
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loiil  connue  les  exposés  abslrails,  sont  d'une  clarlé  remarquable, 
el  cela  sans  figures,  sans  formules.  Même  les  [)lus  oubliés  de  nos 
AVcadémiciens  font  de  la  langue  française  un  usage  magninque_, 
el  bien  des  comptes  rendus  que  nous  avons  cités  mériteraient 
d'échapper  à  l'oubli  en  raison  même  de  leur  forme  littéraire. 

A.  Boulanger. 


»o^- 


ECHIilGARAY  (Josk).  —  Conpkrknceas  sobre  Fisica  maiematica  :  Cirso  de 
190G  A  i<j()7  :  f:!^  le  me  fit  os  de  la  teoria  de  la  elasticitad,  primera  parle. 
I  vol.  i;r.  in-8,  \'il\  pages.  GuRSO  de  1907  A  1908  :  Elemeiitos  de  la 
teoria  de  la  elasticidad,  segunda  parte,  i  vol.  gr.  in-8.  3G3  pages. 
GuRSO  DE  1908  A  1909  :  Elemeiitos  de  la  teoria  de  la  elasticitad^ 
tercera  parte,  i  vol.  gi".  in-8,  398  pages.  Madrid,  Eslableciiiieiilo  lipo- 
grâllcoy  Editorial;   1907,  1908,  1909. 

J'ai  rendu  compte  dans  ce  Bulletin  (19 1(),  p.  284)  du  Volume  1 
des  Conférences  de  Physique  mathématique  de  M.  Echegaraj. 
Les  trois  Volumes  suivants  sont  consacrés  respectivement  à 
l'étude  de  l'élasticité  selon  les  méthodes  de  Cauchy,  F.amé, 
Poincaré.  11  existe  d'autres  théories  de  l'élasticité;  mais  elles  se 
réduisent  presque  toutes,  dans  leurs  grandes  lignes,  aux  trois 
précédentes,  de  sorte  que  les  Volumes  de  M.  Echegaray  peuvenl 
constituer  un  exposé  d'ensemijle  du  développement  historique  de 
la  Théorie  de  l'élasticité. 

L'Auleur  étudie  à'àhov^  {Cours  de  1906-1907)  la  théorie  de 
Cauchy.  L'hypothèse  moléculaire  s'y  présente  sous  sa  forme  la 
plus  simple  et  la  plus  précise  :  molécules  réduites  à  des  points, 
forces  intérieures  centrales.  Les  équations  de  l'équilibre  et  du 
mouvement  des  molécules  sont  alors  immédiates  et,  après  y  avoir 
fait  les  simplifications  qu'autorisent  la  petitesse  du  rayon  d'action 
moléculaire  et  la  faible  valeur  des  déformations  considérées  (p.  96), 
l'auteur  en  déduit  le  [)rincipe  de  superposition  des  elTets  (p.  io3). 
Il  met  ensuite  les  é(|uations  précédentes  sous  leur  forme  d'équations 
aux  dérivées  partielles  (|).  128)  et  examine  enfin  les  simplifications 
qui  se  présentent  pour  un  corps  homogène  ou  isotrope.  Pour  la 
définition  de  l'homogénéité  et  de  risotro|)ie,  il  utilise,  d'après 
Lamé,  une  <(  ligne  d'é[)reuve  »  et  s'étend  sur  les  difficultés  que 
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présente  la  conception  molécnlaire  d'un  corps  isotrope.  Il  indique 
comment  on  peut  répartir  un  grand  nombre  de  molécules  de 
manière  à  former  un  corps  approximativement  isotrope  (p.  icîq). 

Reste  l'étude  des  conditions  d'équilibre  à  la  surface,  dans  laquelle, 
par  l'introduction  de  la  notion  de  tension,  la  méthode  de  (>auclij 
vient  se  rapprocher  de  celle  de  Lamé.  L'Auteur  définit  la  tension 
sur  un  élément  de  surface  comme  résultante  des  actions  réciproques 
des  molécules  contenues  dans  deux  petits  cylindres  ayant  pour 
base  cet  élément  de  surface.  11  effectue  ensuite  le  culcul  des  tensions 
dans  un  corps  isotrope  déformé,  dans  les  deux  hypothèses  où  les 
tensions  sont  nulles  dans  l'état  initial  et  où  l'état  initial  est  un  état 
quelconque  approximativement  isotrope. 

Les  valeurs  ainsi  obtenues  dépendent  de  constantes  que  l'Auteur 
exprime  en  fonction  de  X  et  de  p.  non  par  un  calcul  direct,  mais  en 
étudiant  l'équilibre  du  parallélépipède  élémentaire  :  il  abandonne 
ainsi,  pour  plus  de  sim|)licité,  l'esprit  de  la  méthode  de  Gauchy. 
Les  conditions  de  l'équilibre  superficiel  résultent  enfin  de  l'étude 
du  tétraèdre  de  Gauchy. 

Ge  Volume  se  termine  par  l'étude  de  quelques  applications  très 
simples  des  équations  précédemment  obtenues  :  i"  cas  d'une 
compression  normale  et  uniforme;  2"  extension  longitudinale  d'un 
prisme;  3"  cas  où  la  déformation  dépend  d'un  potentiel;  4"  t'qui- 
libre  d'un  tube  cylindrique;  5"  propagation  des  ondes  planes  dans 
un  milieu  élastique.  M.  Lchegaray  ne  manque  pas  d'indiquer  que  les 
deux  premières  des  applications  précédentes  peuvent  permettre  la 
mesure  des  coefficients  d'élasticité  et  mettre  ainsi  en  évidence  un 
désaccord  entre  la  théorie  de  Gauchy,  qui  conduit  à  la  rela- 
tion X  =  [JL,  et  Texpérience. 

Le  second  Volume  (Cou/s  de  1907-1908)  est  consacré  à  l'expo- 
sition, d'après  Sarrau,  de  la  théorie  de  Lamé  :  on  voit  d'a[)rès  ce 
qui  précède  que  cette  théorie  a  déjà  été  amorcée,  à  la  lin  du  cours 
précédent.  L'Auteur  re|)rend  ici  systémali([ucment  l'élude  de  la 
distribution  des  tensions  autour  d'un  point,  en  en  indicjuant  la 
représentation  géométrique  par  les  trois  surfaces  du  second  degré 
classiques.  Il  fait,  dans  les  Gonférences  o  et  6,  ri'tude  géométri(|ue 
des  déformations  et  expose  enfin  la  loi  dite  de  llooke^  reliajit  les 
tensions  aux  déformations.  Les  (''quations  fondamentales  de 
l'Elasticité  résultent  enfin  de  l'étude  de  l'équilibre  du  parallélépi- 

Bull.  des  Sciences  mathérn.,  2»  série,  t.  XL.  (Juillel  ujiB.)  iG 
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pède  élémentaire  et  M.  Echegaray  vérifie  (Conférence  9)  qu'elles 
expriment  l'équilibre  crime  portion  quelconque  du  corps. 

11  définit  ensuite  le  travail  interne  dans  un  solide  élastique  et 
donne  son  im[)ortante  expression  par  une  intégrale  triple.  Il 
termine  en  établissant  les  équations  de  l'Elasticité  en  coordonnées 
curvilignes  cylindri(pies  et  spliériques  :  ces  équations  s'obtiennent 
aisément  en  remplaçant  le  parallélépipède  élémeniaire  par  un 
volume  élémentaire  convenablement  choisi. 

La  théorie  de  Poincaré,  exposée  dans  le  Cou/s  de  1^0^-1909,  est, 
à  son  point  de  départ,  extrêmement  voisine  de  celle  de  Gauchj. 
Seulement  Poincaré  laisse  autant  que  possible  indéterminée  la 
nature  de  l'action  qui  s'exerce  entre  deux  molécules  et  en  parti- 
culier ne  la  suppose  pas  centrale.  11  admet  seulement,  et  c'est  là 
une  hypothèse  dont  l'Auteur  indique  et  discute  avec  détails  la 
nécessité  (Conférence  8),  que  le  système  est  conservatif,  c'est- 
à-dire  (|ue  les  foices  dérivent  d'un  potentiel.  Jl  exprime  la 
variation  de  ce  potentiel  en  (onction  de  nouvelles  variables  :  les 
carrés  des  distances  des  molécules  et  des  variations  de  ces  variables. 
11  en  déduit  enfin,  [)ar  le  principe  des  vitesses  virtuelles,  les  équations 
(contenant  en  particulier  celles  de  Cauchy)  de  l'équilibre  d'un 
corps  élasticjue. 

Par  l'abandon  de  l'hypothèse  des  forces  centrales  fonctions  de 
la  distance,  par  le  rôle  important  qu'yjoue  l'énergie,  cette  théorie 
se  sépare  de  la  Physique  mathématique  dite  classique  et  procède 
des  plus  nouvelles  orientations  de  la  Physique  mathématique. 
Aussi  l'Auteur  a-t-il  jugé  utile  de  faire  précéder  l'exposé  de  la 
théorie  de  Poincaré  d'une  longue  introduction  destinée  à  faire 
connaître  à  son  lecteur  les  critiques  faites  récemment  aux  concepts 
fondamentaux  de  la  Physique  mathématique  classique,  à  dégager 
les  tendances  de  la  Physique  mathématique  moderne.  11  examine 
ainsi  ((conférences  1  à  6)  le  concept  de  masse  et  indique  comment 
l'électro-magnétisme  conduit  à  considérer  la  masse  comme  fonction 
de  la  vitesse.  Passant  à  la  notion  de  force,  il  note  la  répugnance 
qu'ont  manifestée  bien  des  savants  pour  le  concept  de  force  à 
distance  instantanée  et  dit  quelques  mots  des  essais  elïectués  pour 
lui  substituer,  à  la  base  de  la  Physique  mathématique,  le  concept 
d'énergie;  il  montre  enfin  les  faiblesses  de  l'hypothèse  des  forces 
centrales.  11  donne  enfin  quelques  indications  sur  le  principe  de 
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relativité  de  Fancienne  Mécanique  et  la  nouvelle  forme  que  tend  à 
prendre  ce  principe  après  le  développement  actuel  de  la  théorie 
électromagnétique. 

Plusieurs  des  questions  soulevées  dans  cette  introduction  n'ont 
qu'unerelation  bien  lointaine  avec  la  théorie  de  Poincaré.  Je  crois 
pourtant  qu'aucun  des  lecteurs  de  ce  Livre  ne  regrettera  celte 
intéressante  et  originale  digression,  bien  à  sa  place  dans  une  série 
d'ouvrages  où,  en  marge  de  l'étude  même  des  diverses  théories, 
les  questions  plus  proprement  historiques  n'ont  pas  été  négligées. 

L'Auteur  suit  à  peu  près,  dans  l'étude  de  la  théorie  de  Poincaré 
(établissement,  comme  nous  l'avons  indiqué,  des  équations  dififé- 
rentielles,  étude  des  tensions,  cas  du  corps  isotrope)  les  trois 
premiers  Chapitres  des  magistrales  Leçons  sur  TElasticilé  de 
Poincaré.  Les  explications  complémentaires  qu'il  donne,  par 
exemple,  sur  les  simplifications  qu'introduit,  dans  le  potentiel 
élastique,  l'hypothèse  de  la  sphère  d'action  moléculaire  (*),  seront 
appréciées  de  ses  lecteurs. 

Gomme  nous  l'avons  dit,  la  Théorie  de  Poincaré  arrive  aux 
équations  fondamentales  de  l'Elasticité  avec  un  minimum  d'hypo- 
thèses. C'est  là  une  tendance  déjà  manifeste  dans  la  théorie  de 
Lamé,  tout  à  fait  fondamentale  dans  l'œuvre  de  l^oincaré  et  qui 
semble  devoir  de  plus  en  plus,  à  mesure  (pie  les  [)rogrès  de 
l'Analyse  la  rendront  possible,  se  faire  jour  dans  toutes  les  branches 
de  la  Physique  mathématique  :  remonter  des  lois  des  phénomènes 
à  leur  explication  en  introduisant  le  moins  possible  de  ces 
hypothèses  que  Henri  Poincaré  nomme  incUffé rentes. 

D'après  ce  qui  précède  on  \oit  ([ue  le  sujet  de  ces  trois  \  olumcs 
sur  l'Elasticité  est  strictement  restreint  à  l'établissement  des 
équations  fondamentales.  L'Auteur  donne  pourtant  quehpies  indi- 
cations (Coufs  de  1900-1907,  p.  2()G-3o())  sur  l'intégration  de  ces 
équations  fondamentales  :  les  considérations  qu'il  développe  à  ce 
sujet,  d'ailleurs  très  vagues,  sont  bien  éloignées  de  Tesprit  des 
méthodes  qui  ont  été  enq^loyées  pour  résoudre  les  problèmes  de 
l'Elasticité.  Il  suffisait,  send)le-t-il,  dans  un  Cours  élémentaire 
comme  celui-ci,  d'indiquer  avec  précision  quels  étaient  les 
problèmes  aux  limites  (pii  se  posaient,  physiquement  ;  (pK^lle  devait 

(')  Conférence  Vl.   Cf.  I'oingauk,  p.   '\o. 
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être,  physiquement,  la  généralité  de  leur  solution;  de  traiter 
enfin  quelques  exemples  très  simples.  A  ce  poiut  de  vue  l'Anleur 
a  parfailement  tiré  [)arti  de  l'exemple,  développé  à  la  fin  du 
premier  Volume,  de  l'équilibre  d'un  corps  élastique  soumis  à  une 
pression  uniforme. 

J'ai  déjà  eu  l'occasion  de  dire  que  ces  Livres  sont  destinés  aux 
débutant-^.  Par  la  simplicité  de  l'exposition,  le  soin  avec  lequel  les 
moindres  difficultés  sont  élucidées  (je  citerai  par  exemple  quelques 
pages  très  heureuses  sur  l'emploi  des  infiniment  petits  en  Physique 
mathématique;  Cours  de  1907-1908,  p.  219  et  228),  en  même 
lemps  que,  par  leur  tenue  philosophique,  ils  remplissent  parfai- 
tement le  but  d'inlelligente  vulgarisation  que  s'était  proposé 
M.  Echegaraj. 

Joseph    PÉiiiis. 


GIRAUD  (Gkorges).  —  Suit  une  classe  de  ghoupes  discontinus  de  tranrfor- 

JMATIONS  BIRATIONNELLES  QUADRATIQUES  ET  SUR  LES  FONCTIONS  DE  TROIS 
VARIABLES  INDKPEXDANTKS  RESTANT    INVARIABLES    PAR    CES  TRANSFORftlATIONS. 

Thèse  présentée  à  la  Faculté  des  Sciences  de  V Université  de  Paris 
pour  obtenir  le  grade  de  Docteur  es  Sciences  mathématiques^  sou- 
tenue le  2'2  janvier  1916,  sous  la  présidence  de  M.  Emile  Picard.  1  vol. 
in-4,  viii-169  pages.  Paris,  Gauthier- Villars  et  G'*',  1916. 

Le  |)oiiit  de  dépait  de  M.  Giraud  est  dans  le  Mémoire  célèbre 
dTIermite  sur  la  transformation  des  fonctions  abéliennes,  mais 
l'Auteur  fait  jouer  bientôt  dans  son  élude  le  princij)al  rôle  à  la 
forme  quadratique  à  cinq  variables 

0C\  CC^  —\—  CV2  ^4  — 1~  '^5 

se  plaçant  sur  un  terrain  analogue  à  celui  ou  s'étaient  placés  Poin- 
caré  en  rattachant  la  théorie  des  fonctions  fuchsiennes  à  la  forme 


ternaire 


X1X2-+-  :rl 


et  M.  Picard   en   arrivant  aux  fonctions   hjperabéliennes   par   la 
considération  de  la  forme  quaternaire 

iCi  3^2  -\-  OC^  X 1^. 

Dans   U  premier  Chapitre,   M.  Giraud  reprend,  dès  le  début, 
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l'étude  des  substitutions  qui  transforment  en  elle-même  la  forme 
bilinéaire 

(1)  W1U3 —  CD3U1  H-  W2'J4 0)40,, 

et  il  j  rattache  certaines  substitutions  (T)  transformant  en  elle- 
même  la  forme  quadratique  à  cinq  variables 

(2)  iPl  375  +  572-3^4+ ^3. 

Il  démonlre  d'abord  que  les  transformations  (S)  et  par  suite  les 
transformations  (T)  peuvent  être  regardées  comme  des  |)roduits 
de  cinq  transformations  très  simples.  11  est  ensuite  conduit  à  par- 
tager l'espace  à  six  dimensions  correspondant  aux  trois  variables 
complexes  g^  h^  g'  en  trois  domaines  à  six  dimensions  séparées 
par  trois  espaces  frontières  à  cinq  et  trois  dimensions,  que  les 
substitutions  transforment  en  eux-mêmes;  ce  c|ui  met  en  évidence 
six  domaines  A  qui  vont  jouer  dans  la  suite  un  rôle  fondamental. 
Les  domaines  à  six  dimensions  sont  les  suivants  : 

(I)  gg'-5€^>o((j  +  g'>o), 

(H)  ffg'-3<i^<o((/  +  g'<o), 

(III)  gg'-5C2<o, 

(J,  5C,  Ç'  étant  les  coefficients  de  i  dans  g,  Ii^  g'.  On  doit  se 
demander  si  les  transformations  (T)  contiennent  toutes  les  substi- 
tutions linéaires  qui  transforment  en  elle-même  la  fcn^ne  (2).  Il  en 
est  bien  ainsi,  sous  la  condition  toutefois  qu(^  Ton  envisage  seule- 
ment les  substitutions  qui  transforment  en  lui-même  le  domaine  [}). 
Une  interprétation  géométrique  sipiple  peut  d'ailleurs  être  dcni- 
née,  en  considérant  les  génératrices,  de  la  qiiadricpie  obtenue  en 
égalant  à  zéro  la  forme  (2). 

M.  Giraud  passe  ensuite  à  la  recberebe  des  |u)inl>>  (l(>lll)l(''^  (b^s 
transformations  (T).  I/équation  réciproque  tlu  (|iialiirme  dii^rc  à 
laquelle  on  est  conduit  demande  une  diseussiou  assez  dclhile. 
Suivant  la  nature  des  racines  il  j  a  dix  tvpes  de  Ir.in^loniiii- 
tions  (S)  et  (  T).  Il  faut  reebereliei"  la  position  (!(••>  |Mnnl>  duiiltU^s 
des  substitutions  de  cluupie  type,  c  est-à-dire  au\(|ii('ls  des  s|\ 
domaines  A  ils  a[)|)arliennent.  loutre  autres  const-cpicnco  inli  r»s- 
sanles,  on  déduit   de  celle  étude  la  naliii-e.   au  pniiii   de  ww  de  ia 
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discontinuité,  du  groupe  formé  par  les  puissances  d'une  substitu- 
tion. 

Des  circonstances  très  différentes  peuvent  à  cet  égard  se  pré- 
senter suivant  la  substitution  envisagée  et  suivant  la  position  du 
point  de  départ  par  rapport  aux  domaines  A.  Dans  chacun  des 
dix  types  il  y  a  lieu  de  ramener  aussi  les  substitutions  à  une  ou 
plusieurs  formes  simples^  ce  qui  conduit  à  vingt-deux  foimes, 
dont  quatre  pour  les  cas  généraux. 

Une  question  capitale  dans  l'étude  des  groupes  discontinus  est 
la  recherche  du  polyèdre  fondamental.  C'est  à  celte  recherche  par- 
ticulièrement difficile  qu'est  consacré  le  troisième  Chapitre.  Dans 
la  méthode  suivie,  les  variétés  à  cinq  dimensions  invariantes  par 
les  transformations  (T),  qui  ont  un  point  double  donné  dans  le 
domaine  (1),  jouent  un  rôle  important,  il  existe  parmi  elles  des 
variétés  dont  l'équation  s'obtient  en  égalant  à  zéro  une  forme 
quadratique  à  indéterminées  conjuguées  en  x^,  x-i^  ...,  ^5  et  à 
coefficients  réels,  variétés  dont  le  point  double  donné  sera  dit  le 
centre. 

Leur  considération  conduit  d'abord  à  ce  théorème'  que,  si  les 
transformés  d'un  point  M  du  domaine  (I)  ou  (I)'  par  les  transfor- 
mations (T)  d'un  groupe  n'ont  pas  ce  point  pour  point  d'accumu- 
lation, le  groupe  est  discontinu  pour  ce  domaine.  Pour  la  recherche 
du  polyèdre  fondamental,  M.  Giraud  emploie  une  méthode  ana- 
logue à  celle  qui,  sous  le  nom  de  méthode  du  rayonnement^  a  été 
proposée  pour  les  groupes  fuchsiens.  Les  variétés  à  cinq  dimen- 
sions, dont  il  vient  d'être  parlé,  jouent  ici  le  même  rôle  que  les 
circonlérences  (au  sens  non  euclidien)  dans  le  cas  fuchsien.  Le 
polyèdre  fondamental  est  liiuité  par  des  faces  dont  l'équation  se 
déduit   d'une    forme    quadratique    à     indéterminées    conjuguées 

en  X \ ^1  ^  1")  •••7  "^ 'i ' 

On  applique  ensuite  la  méthode  générale  de  formation  du 
polyèdre  fondamental  aux  groupes  formés  des  puissances  d'une 
seule  transformation  préalablement  rérluite  à  une  des  formes  cano- 
niques. Les  résultats  didèrent  suivant  les  types;  les  poinls  qui  ne 
se  trouvent  ni  dans  le  polyèdre  fondamental  ni  dans  aucun  de  ses 
transformés  et  ceux  qui  sont  sur  le  contour  d'une  infinité  d'entre 
eux,  appellent  particulièrement  l'attention.  De  tels  points  se  pré- 
sentaient déjà  poui'  les  gr()U|)es  luclisiens,   à  savoir  d'une  part  les 
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points  doubles  d'une  substitiuion  hyperbolique  et  d'autre  parties 
points  doubles  d'une  substitution  parabolique;  mais  ici  les  choses 
sont  beaucoup  plus  compliquées  et  les  |)oints  trouvés  peuvent 
dépendre  de  la  position  du  centre  du  polyèdre  fondamental;  ils 
sont  d'ailleurs  toujours  en  dehors  du  domaine  (I). 

Le  Chapitre  V  traite  des  fonctions  de  g^  h  et  g'  invariantes  par 
un  groupe  discontinu  de  transformations  (T).  IM.  Giraud  forme 
des  séries  de  type  ihétafuchsien  convergentes  dans  le  domaine  (1) 
où  elles  représentent  des  fonctions  holomorphes  et  passe  de  là  aux 
fonctions  invariantes  cherchées.  Le  prolongement  analvlique  de 
ces  fonctions  peut  parfois  sortir  du  domaine  (1);  des  cas  particuliers 
montrent  que  l'étude  de  ce  prolongement  quand  il  est  possible  est 
très  difficile  et  que  des  singularités  essentielles  peuvent  pénétrer 
dans  l'intérieur  du  pol}èdre  fondamental.  Ici  encore  des  circons- 
tances bien  différentes  de  celles  qui  se  rencontrent  j)our  les 
groupes  fuchsiens  peuvent  se  présenter. 

Après  ces  généialités,  M.  Giraud  fait  dans  le  Chaj)itre  A^I  une 
étude  approfondie  du  cas  où  les  transformations  T  sont  à  coefn- 
rients  entiers^  ce  qui  donne  le  groupe  qu'on  peut  appeler  a/il/i- 
métique.  Il  y  a  alors  quatre  substitutions  fondamentales  et  le 
groupe  est  bien  discontinu.  Le  polyèdre  fondamental  est  dornié 
par  certaines  inégalités  qui  se  présentent  sous  une  forme  assez  cu- 
rieuse. Les  points  du  polyèdiequi  sont  sur  la  surface  ()'(|'' —  .!€-=  o 
et  par  suite  à  la  frontière  du  domaine  (1)  foiinenl  une  variété  à 
deux  dimensions.  Passant  ensuite  aux  fonctions  invariantes  j)ar 
les  transformations  du  groupe  arithmétique,  l'Auteur  èlahlil  (pie 
leur  prolongement  analytique  ne  |)eut  se  faire  an  delà  du  do- 
maine (I)  à  l'intérieur  duquel  elles  présentent  (railleurs  le  carac- 
tère de  fonctions  rationnelles.  I^es  singularités  de  ces  fonctions 
sont  étudiées  sur  la  frontière*  du  domaine  (I)  et  de  cette  élude 
M.  Giraud  peut  conclure  (pie,  entre  (pialre  f()n(Mi()ns  iinaiiantcs, 
existe  une  relation  algébrique. 

Dans  un  dernier  Chapiire,  M.  (iii'aud  inclnpic  (pic  la  |)lii>  giandc 
partie  des  résultats  oble^uis  peuvent  Hvv  ct(>n(lu->  aux  lormcs 
(pia(lrali(pies  réelles  à  coeflicients  entuMs  à  cimj  xaiiahlo  du 
type 

('î  +  ^>l  +  (^ii  -  <'T  —  «'^ 

Il  laisse  seulement  i\v  vCac  rétiide  des  loin  lions  inNananlcs   mm   la 
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frontière  du  domaine  analogue  à  (1)  à  l'intérieur  duquel  les  fonc- 
tions sont  définies. 

M.  Giraud  fait,  dans  le  travail  que  nous  venons  d'analjser, 
preuve  d'une  grande  finesse  en  même  temps  que  d'une  grande 
puissance  de  calcul.  Le  partage  du  domaine  entier  des  trois 
variables  complexes  se  présentait  dans  des  conditions  qui  n'avaient 
rien  d'analogue  dans  les  cas  fuchsiens  et  hjperabéliens,  et  la 
reclierclie  des  polyèdres  fondamentaux  paraissait  inabordable.  De 
grandes  difficultés  ont  donc  été  surmontées  par  M.  Giraud,  dont  le 
travail  est  très  intéressant  à  la  fois  au  point  au  point  de  vue  arith- 
métique et  au  point  de  vue  fonctionnel.  De  j:»1us,  la  voie  se  trouve 
ainsi  ouverte  pour  l'étude  de  fonctions  de  plusieurs  variables  se 
rattachant  aux  formes  quadratiques  à  coefficients  réels,  dans  les- 
quelles le  nombre  des  carrés  précédés  d'un  signe  surpasse  d'une 
unité  le  nombre  des  carrés  précédés  de  l'autre  signe.  On  peut 
remarquer  à  cet  égard  cpie  les  fonctions  étudiées  par  M.  Giraud 
généralisent  les  fonctions  fuchsiennes.  Les  fondions  hyperabé- 
liennes  se  rattachent  au  contraire  aux  formes  quadratiques  oii  il  y 
a  égalité  entre  les  carrés  précédés  de  l'un  et  l'autre  signes. 

La  R. 


GLOBA-MlKIïAILENKO  (B.).  —  Sur  quelques  nouvelles  figures  d'équi- 
libre d'unk  masse  fluide  en  rotation.  Thèse  présentée  à  la  Faculté  des 
Sciences  de  l'Université  de  Paris  pour  obtenir  le  titre  de  Docteur  de 
l'Université^  soutenue  le  3i  mars  1916  sous  la  présidence  de  M.  Paul 
Appell.  1  vol.  in-4°,  ni-79  pages,  11  figures  dans  le  texte.  Paris,  Gau- 
thier-Villars  et  G'^,  1916. 

Les  recherches  classiques  de  Mac-Laurin  et  de  Jacobi,  sur  les 
figures  ellipsoïdales  d'équilibre  d'une  masse  fluide  homogène  sou- 
mise à  l'attraction  newlonienne  de  ses  particules  et  animée  d'un 
mouvement  uniforme  de  lotation,  donnent  les  seules  figures 
d'équilibre  définies  par  des  équations  en  termes  finis.  M.  LiapounoiT 
a  publié,  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  impériale  de  Pétrograd, 
d'intéressantes  recherches  sur  ces  figures. 

Henri  Poincaré,  dans  un  célèbre  Mémoire  du  Tome  VII  des  Acla 
inalheinalica^Qi  M.  LiapounofT,  dans  d'importants  travaux  publiés 
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d'abord  en  langue  russe,  ont  fait  entrer  la  question  dans  une  voie 
entièrement  nouvelle,  en  cherchant  s'il  existe  des  figures  d'équi- 
libre infiniment  voisines  des  ellipsoïdes,  et  en  déterminant  tous  les 
cas,  en  nombre  infini,  où  ces  figures  existent.  Les  ellipsoïdes  corres- 
pondants forment  une  suite  discrète,  simplement  infinie;  leur  déter- 
mination dépend  de  la  résolution  de  certaines  équations  dont  le 
premier  membre  est  constitué  par  des  fonctions  de  Lamé.  En  outre, 
Henri  Poincaré  a  discuté  la  stabilité  des  figures  d'équilibre  par 
une  méthode  nouvelle,  basée  en  partie  sur  les  travaux  de 
Sir  Wdliam  Thomson,  (jui  consiste  à  introduire  les  figures  limites 
et  les  figures  de  bifurcation  :  il  fait  correspondre  à  chaque  figure  une 
suite  de  coefficients,  appelés  coefficients  de  viabilité ^  qui  doivent 
être  tous  d'un  même  signe  pour  que  la  figure  soit  stable.  Sir  G. -H. 
Darwin,  dans  les  Philosophical  Transactions  \yov\v'  1902,  a  calculé 
effectivement  certaines  de  ces  figures  infiniment  voisines  de  l'ellip- 
soïde; M.  Pierre  Humbert  en  a  calculé  d'autres  dans  les  Comptes 
rendus  de  1915  (t.  100,  p.  594,  et  t.  ICI,  p.  34o).  Mais  ces  auteurs 
ne  tiennent  aucun  comj^te  de  la  tension  superficielle  qui,  négli- 
geable pour  des  masses  liquides  occupant  un  volume  comparable 
à  celui  des  corps  célestes,  devient  au  contraire  prépondérante 
quand  le  volume  est  de  quelques  millimètres  cubes. 

M.  Globa-Mikhaïlenko  a  porté  ses  recherches  sur  trois  points  : 
i"  figures  cylindriques  d'équilibre,  l'axe  de  rotation  étant  parallèle 
aux  génératrices;  2*^  figures  d'équilibre  voisines  des  figures  cylin- 
driques et  elli[)S()ï(lales  quand  on  tient  comj)te  de  la  pression 
capillaire;  3"  figures  d'équilibre  dans  le  cas  où  fon  néglige  les 
forces  newtoniennes,  en  conservant  uniquement  les  forces  capil- 
laires. 

Dans  la  première  Partie  de  sa  Thèse,  M.  Globa  suit  la  méthode 
de  Henri  Poincaré  qui  se  simplifie  par  la  substitution  de  fonctions 
élémentaires  aux  fonctions  de  Lamé.  Il  trouve  les  figures  infini- 
ment voisines  des  cylindres  elliptiques;  il  étudie  la  stabilité;  il 
forme  les  coefficients  de  stabilité.  Dans  cette  Partie,  il  se  ren- 
contre dans  les  résultats  avec  un  géomètre  anglais  M.  Jeans 
{Philosophical  Transactions^  '9^^^'  ^l)^"^)- 

Dans  la  deuxième  Partie,  il  montre  que  les  CNlindres  (^lliptupu-s 
et  les  ellipsoïdes  sont  impossibles  (juand,  aux  forces  new  lonuMines, 
s'ajoutent  les  forces  capillaires.  11  détermine  la  variai iiui  de  hnuie 

16. 
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résultant  de  l'inlroducllon  des  forces  capillaires  el  il  îiionlre  que 
ces  forces  tendent  à  arrondir  les  figures  ellipsoïdales. 

La  troisième  Partie  de  la  Thèse  de  M.  Globa  est  relative  aux 
figures  de  révolution,  censées  devenues  permanenles,  d'une  masse 
liquide  en  rotation  uniforme  ayant  un  volume  assez  faible  pour 
que  les  attractions  newtoniennes  de  ses  parties  et  même  son  poids 
soient  négligeables  comparativement  à  la  tension  superficielle  :  ces 
figures  approchent  de  celles  qwe  donnent  les  expériences  de  Pla- 
teau. L'Auteur  ramène  à  des  quadiatures  la  détermination  de  la 
courbe  méridienne;  il  discute  en  détail  les  cas  assez  nombreux  qui 
peuvent  se  présenter,  suivant  les  diverses  valeurs  attribuées  à  la 
vitesse  angulaire  et  aux  deux  constantes  d'intégration.  Il  étudie, 
en  particulier,  d'abord  le  cas  d'un  anneau  liquide,  puis  le  cas 
d'une  goutte  unique  ayant  deux  pôles  réels  quand  la  vitesse  angu- 
laire n'est  pas  très  grande  et  quand,  par  suite,  la  goutte  est  voisine 
de  la  figure  sphérique;  il  indique  également  le  cas  où  la  goutte  se 
creuse  aux  deux  pôles. 

Les  deux  dernières  Parties  de  ce  travail  sont  entièrement  origi- 
nales et  propres  à  l'Auteur;  elles  signalent  à  l'attenlion  des  géo- 
mètres deux  chapitres  nouveaux  dans  le  problème  de  l'équilibre 

relatif  des  masses  fluides  en  rotation  uniforme. 

Paul  Appell. 


Bibliographie  scikntifique  française.  —  Recueil  mensuel  publié,  sous  les 
auspices  du  Ministère  de  l'Instruction  publique,  parle  Bureau  français 
du  Catalogue  international  de  la  Littérature  scientifique.  Tome  XIJ, 
année  igiS-igi  \  :  Sciences  mathématiques  et  physiques  (  i4o  p.);  Sciences 
naturelles  et  biologiques  (loo  p.)  .  i  vol.  gr.  in-8,  111-240  pages.  Paris, 
Gauthier-Villars  et  G'*',  1914. 

La  BibliograpJlie  scientifique  française  se  rattache  étroitement 
à  la  grande  entreprise  du  Catalogue  international  de  la  Littéra- 
ture scientifique  publié  à  Londres  par  la  coopération  de  presque 
tous  les  Etats  civilisés  du  monde. 

Ce  vaste  Hépertoire  de  la  Littérature  scientifique  courante  du 
monde  entier  parait  sous  forme  de  volumes  annuels  pour  chacune 
des  1^  sciences  dont  il  s'occupe.  Dans  ces  conditions  il  a  semblé 
utile  au  Bureau  français  de  publier  les  matériaux  qu'il  recueille 
pour  ce  Catalogue   sous    forme    d'un    lUiUetin    mensuel,   afin    de 
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mettre  les  travailleurs  scientifiques,  le  plus  rapidement  possible, 
au  courant  de  tout  ce  qui  se  publie  dans  le  domaine  des  Sciences 
pures  en  France.  Plus  tard,  au  bout  d'un  an,  on  retrouvera  les 
mêmes  travaux  français  parmi  ceux  des  autres  pays  dans  les 
volumes,  du  Catalogue  international. 

Cette  Bibliographie  scientifique  française^  dont  le  Comité 
de  rédaction  est  présidé  par  M.  G.  Darboux,  donne  tous  les  mois 
deux  feuilles  d'impression  en  moyenne  de  tilres  de  travaux  scien- 
tifiques publiés  à  part  ou  parus  dans  des  recueils  périodiques,  et 
cela  le  plus  tôt  possible  après  leur  apparition.  Elle  comprend  toutes 
les  branches  des  Sciences  mathématiques,  physiques  et  naturelles, 
à  l'exception,  toutefois,  de  ce  qu'on  appelle  les  Sciences  appli- 
quées. Les  titres  des  Volumes  et  Articles  y  sont  rangés  par  ordre 
de  matières  suivant  la  classification  spéciale  adoptée  pour  le 
Catalogue  international  de  la  Littérature  scientifique. 

Chaque  titre  complet  des  Mémoires  n'apparaîtra  qu'une  seule 
fois  avec  tous  les  index  y  afférents,  mais  de  nombreux  renvois  per- 
mettent de  retrouver  le  Mémoire  sous  loutes  les  rubriques  sous 
lesquelles  il  est  susceptible  de  figurer.  Les  renvois  ne  sont  faits  que 
dans  la  limite  d'un  seul  et  même  numéro. 

Les  noms  des  périodiques  accompagnant  les  titres  des  Articles 
sont  donnés  en  abrégé  suivant  les  règles  adoptées  par  le  Cata- 
logue international.  La  liste  de  périodiques  jointe  au  premier 
numéro  de  la  Bibliographie  donne  ces  abréviations.  Celte  liste 
se  vend  à  part  (Prix  :  2^''.  5o  ). 

Cette  Bibliographie  est  partagée  en  deux  Sections.  La  |)remière, 
Sciences  mathématiques  et  physiques^  comprend  :  A  Mathé- 
matiques, B  Mécanique,  C  Physique,  D  Chimie,  E  Astronomie, 
F  Météorologie.  La  seconde,  Sciences  natuiclles  et  biologiques^ 
comj)rcnd  :  G  Minéralogie,  H  Géologie,  J  Géogra|)lue,  K  Paléon- 
tologie, L  Biologie,  M  Botanique,  N  Zoologie,  ()  Vniiloniie, 
Einl)ryologic  et  Histologie,  P  Anthroj)ologic,  (^  Physiologie, 
R  Ba(Uériologie. 

r/ntilité  de  cette  publication  IVancaisc  ressort  de  ce  que,  grâce  à 
ses  i  'A  numéros  paraissant  dans  le  courani  de  chatpie  année,  elle  fait 
connaître  les  travaux  français  bien  avant  l'apparition  des  \'olunie> 
du  Catalogue  international  de  la   Lilléruture  scientifique. 

Eu.  L. 
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MELANGES. 


SUR  DES  LIGNES  POLYGONALES  ET  SUR  DES  SURFACES  POLYÉDRALES 
GÉNÉRALISANT  LES  POLYGONES  DE  PONCELET; 

Pau  m.   Paul  APPELL. 


M.  Darboiix  (')  et  M.  Fontené  (-),  se  proposant  de  généraliser 
les  polygones  de  Poncelet,  ont  étudié  des  polygones  dont  les  som- 
mets décrivent  des  coniques  et  dont  les  côtés  enveloppent  des 
coniques.  Dans  une  Note  présentée  à  l'Académie  des  Sciences  (•^), 
j'ai  indiqué  comment  on  peut,  à  l'aide  de  la  représentation  para- 
métrique propre  ou  impropre,  déterminer  des  courbes  algébriques 
associées  C  et  F,  telles  qu'il  existe  des  polygones  dont  les  sommets 
décrivent  les  courbes  G,  pendant  que  leurs  côtés  enveloppent 
les  courbes  F. 

Nous  nous  proposons  ici  de  donner  quelques  exemples  et 
d'étendre  la  méthode  à  des  courbes  gauches  et  à  des  surfaces  algé- 
briques, les  polygones  étant  alors  remplacés  par  des  chaînes 
polyédrales  de  triangles. 

I.  Courbes  planes.  —  Soient  n  courbes  G,,  G2,  ...,  Cn,  dis- 
tinctes ou  non,  avec  les  représentations  paramétriques 


X 


i=  9i(fi),  fi=  '\'dfi)  0=   ''2:   •••'  '0, 


donnant  les   coordonnées  d'un  point  M/  de  d  exprimées  par  des 
fonctions  trigonométriques  ou  elliptiques  aux  mêmes  périodes  w 


et  Cl)'. 


(')  C.  B.  Acad.  Se,  t.  IGÎ,  10  et  17  janvier,  7  février  191G,  p.  67,  loi  et  214. 

(2)  Nouvelles  Annales   de  Mathématiques,   3«  série,   t.  XVI,  1^97,  et    C.  R. 
Acad.  Se,  t.  162,  7  février  1916,  p.  2i3. 

(3)  C.n.  Acad.  Se,  t.  1G\>,  28  février  1916,  p.  3o6. 
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Prenons  des  constantes  a/  et  des  qiianlités  £/  égales  à  ±1,  et 
considérons  les  points  M,,  Mo,  ...,  M,;  des  coiirl)es  G,,  Go,  ...,  C„ 
correspondant  aux  valeurs  suivantes  des  paramètres.  Le  para- 
mètre t^  étant  arbitraire,  les  autres  paramètres  seront  donnés  par 
les  relations 

tii  =  £/i-i  t,ii  -h-  y.,i-\ ,         t,i-^\  =  £/i  t,i -h  a,i, 

où  les  a  et  les  £  sont  assujettis  à  cette  condition  que  tnj^^  soit  de  la 
forme 

(A  et  k  entiers).  Alors  le  point  de  la  courbe  G|  de  [)aramèlre  //^^, 
se  confond  avec  M,,  et^  quand  t^  varie,  le  polygone  M,  Mo  .  .  .  M/^ 
varie  d'une  manière  continue,  de  telle  façon  que  ses  sommets 
décrivent  les  courbes  Gi,  Go,  ...,  G«  et  que  ses  côtés  restent  tan- 
gents à  certaines  courbes  algébriques  fixes  F,,  Fg,  ...,  F„. 

Dans  cette  catégorie  rentrent  les  pohgones  de  Poncelet  et  les 
polygones  de  M.  Fontené  et  de  M.  Daiboux.  Pour  obtenir  les 
polygones  de  Poncelet  inscrits  dans  un  cercle  et  circonscrits  à  des 
cercles  (Jacobi,  OEuvres  complètes^  t.  I,  p.  2^9-293),  il  suffit 
d'employer  la  représentation  paramétrique  du  cercle  telle  qu'elle 
se  présente  quand  on  exprime,  en  fonction  du  temps,  les  coor- 
données du  pendule  simple. 

Gomme  application  élémentaire  de  cette  méthode  à  des  coniques, 
imaginons  deux  cercles  de  centres  G  et  G':  soient^!  et  i\F  deux 
points  pris,  l'un  sur  la  circonférence  du  premier,  Faulresurla  cir- 
conférence du  second,  de  lelle  façon  qu'en  appelaiil  0  el  ô'  les 
angles  polaires  des  rayons  GM  et  G' M'  avec  une  direction  fixe  O.r, 
on  ait 

a  désignant  une  constanle;  quand  0  varie,  la  droite  MM'  enveloppe 
une  conique  F.  Dans  certains  cas  particuliers  la  droite  M^F  passe 
par  un  point  lixe;  c'est  ce  cpii  arrive  quand  a  = />  r:  (^/»  eiilier).  ou 
quand  a  est  l'angle  des  deux  rayons  Gl  elG'I  aboulissanl  à  1  Un 
des  |)oints  d'intersection  1  des  deux  circonférences. 

Prenons  alors,   sur   la   circonférence  G,   des  points  M,.  Mo,  ..., 

M„,  M,i^^    correspondant  aux   angles   [)olaires   0,,  Oj 0,/,  0,/^,, 

el  sur  G'    des    points   Mp  M!,,  ...,  M,^    correspondant    aux   angles 
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polaires  Gj,  0.',,  ...,  G^'^.  Si  Fou  pose 

les  a/  et  les  [3/  désignanl  des  coiislaiiles,  assujelties  à  la  condilion 

Cil  +  '^1  +  y-2  -h  p-2  +  •  •  •  -+-  ^n  H-  P^i  =  2  kr. 

(k  enlier),  le  point  M,,^,  coïncide  avec  M,,  el,  quand  G)  varie,  le 
polygone 

M,  M'i  M2  M,  M3  m;  . . .  m,,m;,Mi 

se  déforme,  de  façon  que  ses  sommets  M,,  M25  •••5  M,;  décrivent 
le  cercle  C,  ses  sommets  M'^ ,  M!,,  ...,  MJ^  le  cercle  C  et  que  ses 
côtés  enveloppent  des  coniques.  Si  Ton  suppose 

ai  =  a-2  =  .  .  .  =  oc,j, 

les  côtés  de  rang  impair  sont  langenls  à  une  même  conique  F,  el 
les  côtés  de  rang-  pair  à  une  même  conique  F'. 

Remarque.  —  Dans  la  méthode  précédenle  on  obtient  une  suite 
simple  de  points.  On  peut,  sans  se  préoccuper  de  la  réalité  des 
coordonnées,  introduire  deux  entiers  variables  i  et  y. 

Soit,  pour  traiter  le  cas  le  plus  élémentaire,  une  courbe  C 
x=^f{t),  y  =  CD  (/),  OÙ  y  et  cp  sont  elliptiques.  Prenons  les 
points  M/y  correspondant  aux  valeurs  du  paramètre  L  : 


où  a  et  ^3  sont  des  constantes  telles  que 

/?  o)  -f-  /i'co',         m  3  =  Xio 


11% 


A'to', 


où  Aï,  m,  A,  h\  k  et  k  sont  des  entiers  dont  les  deux  premiers  sont 
positifs.  Les  points  M/^_„y  et  M/y,^,/,  coïncident  alors  avec  M, y; 
quand  ^0,0  varie,  les  cordes  M,_,_,  y  M/ y  enveloppent  une  courl)e  F  et 
les    cordes    M/^y.,.,  M/j   une    courbe  F'.     Par  exemple,   pour   une 

cubique,  en  jîrenant  (l-=.   '-  -,  [i  =  —  on  a  une  configuration  variable 

qui  se  confond  avec  celle  des  points  d'inflexion,  quand  le 
point  Mo  0  est  un  point  d'inflexion. 
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II.  Courbes  gauches.  —  La  même  méthode  peut  s'appliquer 
à  n  courl)es  gauches  C,,  C^,  ...,  C,/,  dislinctes  ou  non,  telles  ((ue 
les  coordonnées  d'un  point  M^-  de  G/  s'expriment  par  des  fonc- 
tions 

(M,-)  xi=fi{ti),         yi=Oi{ti),  Zi='hi{ti) 

trigonométriqu(;s  ou  elliptiques  aux  mêmes  périodes  to  et  co'.  Dans 
ce  cas,  les  côtes  M/,  M/^,  décrivent  des  surfaces  réglées  algébriques 
et  peuvent  exceptionnellement  admettre  une  enveloppe;  les 
plans  M/,  M/4-,,  Mi>2  de  trois  sommets  consécutifs  enveloppent  des 
surfaces  algébriques  développables  ;  on  a  ainsi  une  chaîne  poljé- 
drale  de  triangles  M/,  M/^i,  M/^2  dont  les  sommets  décrivent  les 
courbes  données  et  dont  les  faces  enveloppent  des  surfaces  déve- 
loppables algébriques. 

Dans  cette  catégorie  rentrent  les  polygones  gauches  de  Moutard 
formés  par  une  suite  de  génératrices  d'une  quadrique,  alternati- 
vement de  l'un  et  de  l'autre  système,  inscrits  dans  une  biquadra- 
tique  de  la  surface  [voir  un  Article  de  M.  Fouché,  Bulletin  de  la 
Société  mathématique  de  France.,  t.  XLII,  1916,  p.  146,  et 
Traité  des  fonctions  elliptiques  d'HALruEiv,  t.  II,  p.  449)- 

Nous  devons  citer  aussi  comme  polygones  inscrits  dans  une 
courbe  gauche,  ceux  que  M.  Fontené  a  considérés  dans  |)lu sieurs 
Articles  des  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  (4''  série)  : 
1°  Tétraèdres  variables  liés  à  des  quadriques  et  à  des  cubiques 
gauches (l.l,  1901,  p.  10);  2"  Tétraèdres,  octaèdres,  icosaèdrcs 
inscrits  à  une  cubique  gauche  et  circonscrits  à  une  quadrique 
(t.  IV,  1904,  p.  289);  3"  Contours  variables  i/iscriis  à  une 
cubique  gauche,  circonscrits  par  les  plans  de  leu/'s  angles 
à  une  surface  réglée  du  troisième  ordre  (t.  IV,  i()()4,  j>.  i3()); 
4"  Polygones  gauches  de  Poncelet  ;  extension  du  (hrorènie  de 
Cayley  à  V espace  (t.  V,  1905,  p.  1  1  i). 

111.  Surfaces  et  polyèdres.  —  Dans  les  Nouvelles  Annales  de 
Mathématiques  (3'' série,  t.  Wlil,  1899,  p.  ();),  M.  Fontené  a 
publié  un  Article  Sur  des  j>olyèdres  mobiles  compaïutbles  aux 
polygones  de  Poncelet,  où  sont  étudiés  des  létraèdrc^s  à  (>iii(|  |)ara- 
mètres  circonscrits  à  une  quadricjue  et  inscrits  à  une  (|nii(li  icpie, 
puis  des  systèmes  de  (piadriques  U  cl  \    admettant  des  hexaèdres  à 
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intersections copJanaires,   ou  des  octaèdres  à   diagonales  concom 
railles  insciits  à  U  et  cii'conscrits  à  V. 

Dans  un  article  du  Bulletin  de  la  Société  mathémaliijue  de 
Fiance  (t.  XXXll,  190.4,  p.  i35),  M.  G.  Humbert  a  considéré 
également  des  tétraèdres,  dépendant  de  cinq  païamètres,  inscrits  à 
une  quadrique  et  circonscrits  à  une  autre  quadriqiie;  puis  il  a  étudié 
les  tétraèdres  inscrits  à  une  biquadratique  gaucbe  et  circonscrits  à 
une  quadrique,  ainsi  que  les  figures  corrélatives. 

M.  Fontené  a  réussi  ensuite  à  démontrer  certains  théorèmes 
analogues  à  ceux  de  Poncelet  pour  des  polyèdres  de  genre  un^  dans 
diverses  communications  à  la  Société  mathémaliqne  de  France 
[Bulletin^  t.  XXXII,  1904,  p.  284;  t.  XXXIII,  1905,  p.  ii5; 
t.  XXXIV,  1906,  p.  3  et  I  53;  t.  XXXV,  1907,  p.  9).  Les  condi- 
tions d'existence  des  poljèdres  considérés  sont  établies  par  voie 
algébrique  et  exprimées  par  des  relations  entre  les  lacines  de 
l'équation  en  X  relative  au  système  des  deux  quadriques. 

M.  Rémy  a  étudié  deux  surfaces  du  quatrième  ordre  qui  déri- 
vent de  l'octuple  gauche  complet  [lYouvelles  Annales,  1 907,  p.  6). 

Sans  prétendre  retrouver  ces  cas  intéressants,  je  me  borne  à 
indiquer  la  question  suivante  comme  sujet  de  recherches  :  on  peut 
former  des  polyèdres  inscrits  à  certaines  surfaces  algébriques  et 
circonscrits  à  d'autres,  en  partant  de  la  représentation  paramé- 
trique. 

Imaginons  une  surface  (S)  telle  que  les  coordonnées  d'un  de  ses 
points  puissent  être  exprimées,  proprement  ou  improprement,  par 
des  fonctions 

(S)  x=f{u,v),         y=r^{u,v),         z  =  ^)^{u,v), 

méromorphes  à  quatre  paires  de  périodes  ((i),,to'^),  (0)2,^2)' 
((i);j,  tOg),  (o)/,,  w'J,  ou  par  les  fonctions  dégénérées  à  trois  ou  à 
deux  paires  de  périodes.  Prenons  sur  la  surface  les  points  M/,y 
correspondant  à  des  couples  de  valeurs  des  paramèlres  de  la 
forme 

les  quantités  a,  p,  a',  [^'  étant  des  constantes  telles  que  l'on  ait 

n  a  =  Âj  oii  +  k-iM-i  -h  /a  W3  +  /14  w^, 
/i  p  =  Al  (.o'j  H-  k-i  w'2  -h  k-i  w'3  +  A-4  W4 
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et 

m  a'  =  hx  o)i  -}-  /?2W2  H-  h^^z  -^  ^'4^4, 

/7Î  [3'  =  Al  to'j  +  A-T  ^"^2  +  ^'3  ^3  +  ^'4  ^'-»4  , 

OÙ  les  A?i,  /?,  ky  et  Av  sont  des  entiers  dont  les  deux  premiers  sont 
positifs.  On  a  alors  mil  poinls  distincts, 

\y  =  o,  1,  2,  ...,m  — i/ 

les  points  M/^^  y  et  M/^y^„i  se  confondant  avec  M/^y. 

Si  l'on  considère  les  plans  P/^y  joignant  les  trois  points  AJ/,y, 
M/^,^y,  M/y_,_,,  ces  plans  sont  des  faces  du  polyèdre  formé  par  les 
poinls  considérés.  De  tnéme  les  plans  Q/,y  déterminés  par  les 
points  M/^y,  Mi_,^y,  M,^y_,,  les  plans  R/^y  déterminés  par  ]M/,y, 
M/,y_,_i,  M^^i^y^i,  et  les  plans  S/ y  déterminés  par  M/ y,  M/^iy 
et  M,^.,^/.^,,  sont  des  faces  de  ce  polyèdre. 

Lorsque  l'on   fait  varier  d'une  manière    quelconque   les   deux 

paramètres  Uq  q  et  Co  0  les  points  M^-  /  décrivent  la  surface  (S),  les 

plans  P/y  enveloppent  une   surface   algébrique  S,   les  j)lans  Q/j, 

R/y,  S/ y  enveloppent  de  même  d'autres  surfaces  algébri(jues  S,, 
y      V 

Je  n^insiste  pas  sur  la  généralisation  évidente  qui  pourrait  cire 
faite  d'après  la  méthode  du  n"  l  en  introduisant  plusieurs  surfaces 
et  d'après  la  Remarque  en  introduisant  des  poinls  M/y^if  ou  JM/y/,  / 
dépendant  de  trois  ou  de  qualre  entiers.  Il  y  aurait  intérêt  à  voir 
appliquer  cette  méthode  à  des  cas  simples,  comme  à  des  quadriques, 
ou  encore  à  la  surface  des  ondes,  en  partant  de  la  représentai  ion 
paramétrique  bien  connue  de  celte  dernière  surface,  telle  qu'elle 
est  exposée,  par  exemple,  dans  les  Pilncipes  de  ht  iJiéoric  des 
fonclLons  elliptiques  et  applications^  par  Appcll  et  Lacour 
(Gaulliier-Villars,  1897),  *^'^'  ''^  ^^  surface  de  KuuuncM-,  ou  enfin  à 
(les  surfaces  hyperellij)ti(pies,  comme  celles  (jui  ont  élé  éludiécs 
par  M.  Picard  {Journal  de  Liouville^  i885,  IVlémoire  couronné, 
1888,  Théorie  des  fonctions  algébriques  de  deux  vctriables, 
par  E.  Picard  et  Simarl,  l.  Il,  p.  /i3()-46.i),  par  INI.  Munibcrl 
(Mémoire  couronné,  Jour/ud  de  Liouville,  i*' série,  t.  I\,  iS()«S, 
j).  :>,()- i-jo,  ;>()  1-3^5),  par  M.  Travnard  (^  Tlièsc  de  doeloral, 
Annales  scie/Ui/iques  de  V Ecole  Nomade  siiprii'cure,  .»'  >t''rir, 
t.    XXIV,     Hjo'j,    [).    77),    par    MM.    MurKjues    et    Severi     {^Actct 


246  PRRMlÈRh:   PAUTIE. 

matliematica^    l.  XXXII  et   XXXIII,    1910,  p.  ^SS-Sq?.  et  82 ij 
4o3).    Citons   encore,  dans  le  même  ordre  d'idées,  la  Thèse   d< 
M.   Rémy  [Sur  une  classe  de  surfaces  algébriques  liées   aux 
fonctions  abéliennes  du  genre  trois;  Gauthier-Villars,  1908). 

IV.  M.  Darboiix  a  ouvert  une  voie  nouvelle  en  considérant  des 
droites  tangentes  à  deux  surfaces  homofocales  du  second  ordre 
[Leçons  sur  la  Théorie  des  surfaces  ('),  t.  II,  Ghap.  XIV,  Paris, 
1889,  p.  Soa-So'j].  Il  a  élal)li  le  théorème  suivant,  à  l'aide  de  la 
théorie  des  intégrales  hypeiellipliques  :  *S';  un  polygone  est  cir- 
conscrit à  deux  surfaces  homofocales  et  si  ses  sommets  sont 
placés  su/'  d^ autres  su/ faces  ho/nofocales  aux  p/'e/niè/'cs^  de 
façon  que  deux  côtés  consécutifs  suivent  les  lois  de  la  réjlexio/i 
de  la  lu/nié/e  su/'  la  su/'face  co/ile/ia/ii  leur poi/it  de  re/ico/ilre^ 
il  existera  une  i/ifinité  de  polygones  aya/it  les  /né/nes  pro- 
p/'iéiés^  V u/i  quelco/ique  des  soni/nets  de  ces  polygones  pouva/it 
se  déplacer  arbitraire //le/il  su/'  la  su/'face  cjuil  est  assujetti  à 
décrire. 

Ce  théorème  a  été  énoncé  par  M.  Darboux  dans  une  Note 
Sur  les  polygo/ies  inscrits  et  ci/'conscrits  à  V ellipsoïde  (Bul- 
leti/i  de  la  Société  philo/ziatliique,  t.  VII,  iS'jo,  p.  92).  Il  se 
rattache  aux  intégrales  hyperellipliques,  comme  les  théorèmes  de 
Poncelet  au\  intégrales  elliptiques. 

L'introduction  des  fonctions  0  à  quatre  paires  de  périodes  dans 
ce  problème  et  dans  la  géomctiie  des  surfaces  du  second  degré  est 
due  à  M.  O.  Staude  :  Geometrische  Deutung  der  Additio/is 
Theo/e/ne  der  hype/elliplisclie/i  Intégrale  u/id  Fo/ictionen 
erste/'  Ord/iung^  i/n  Syste//i  der  co/ifocale/i  Flàchen  zweiten 
Grades  [Mathe/ziatische  A /inale/i^   t.  XXII,    i883,  p.  1  et  i45). 

Dans  une  Note  de  la  page  3o8  des  Leço/is  (loc.  cit.)^  M.  Dar-     . 
boux  indique  un  autre  genre   de  polygones  rattachés  aux   elhp- 
soïdes  homofocaux,   dont   la    théorie    offre  les    rapports    les    j>lns 
étroits  avec  celle  de  l'addition  des  fonctions  hyperellipti(jues. 

(')   Voir  aussi  ce  Tome  II,  deuxième  édition,  l*aris  igi^;.  Chap.  XIV,  p.  jo'j-SaG. 
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A  PROPOS  D'UNE  NOTE  DE  M.  MATTEO  BOTTASSO 
SUR  UNE  ENVELOPPE  DE  DROITES  (i); 

Par  m.  Mauhige  D'OCAGNE. 


Ainsi  que  l'Auteur  l'a  lui-même  observé,  «  les  points  Q,  et  Qo 
décrivent  les  podaires,  par  rapport  au  point  M,  des  lignes  engen- 
drées par  les  points  P<  et  Po.  Par  conséquent,  on  sait  que  les 
normales  à  ces  podaires,  menées  par  les  points  O,  et  Qo,  passent 
par  les  points  milieux  des  segments  MP,  et  MPo  )'.  11  en  résulte 
que  Ton  connaît  aussi  les  tangentes  en  Q,  et  Q^  à  ces  courbes  ; 
soit  T  le  point  de  rencontre  de  ces  tangentes.  Cela  posé,  l'angle 
QiMQo  étant  droit,  par  suite  constant,  un  théorème  que  j'ai 
donné  jadis  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  (i883, 
p.  ^58)  montre  que  la  droite  qui  joint  le  poi/itM  au  point  Ji  où 
Q1Q2  touche  son  enveloppe  est  symétrique  de  la  droite  MT 
par  rapporl  à  la  bissectrice  de  Van  g  le  Q,  IVIQo. 

A  l'endroit  cité,  j'ai  donné  une  démonstration  géométrique 
directe  du  tbéoième  en  question.  Je  saisirai  l'occasion  qui  m'est  ici 
offerte  de  faire  remarquer  qu'on  peut  encore  l'obtenir  comme  suit  : 

Si  les  cotés  d'un  angle  mobile  de  grandeur  constante  restent 
tangents  à  des  courbes  données,  la  tangente  au  lieu  du  sommet  de 
cet  angle  est  antiparallèle,  [)ar  rapport  à  ses  côtés,  dç  la  droite 
joignant  les  points  de  contact  de  ces  cotés  avec  leurs  enveloppes 
respectives. 

Il  suffit,  dès  lors,  d'a[)pli([ucr  la  transformation  par  polaires 
réciproques  à  la  figure  ainsi  constituée  pour  retomber  sur  la  propo- 
sition que  je  viens  de  rappeler. 

I^a  réduction  l'une  à  Tautre  de  la  construction  donnée  par 
M.  Bottasso  et  de  celle  énoncée  ci-dessus  j)(miI  donner  lieu  à  un 
exercice  de  géométrie. 

J)'autre  part,  dans  le  cas  où  a  =  o  (Hemai([he  terminale  du  n"  I 

(')  Voir  Bull,  des  Se.  niaLli.,  t.  XWl\,,  avril   kjij,  p.  ijn. 
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de  ]a  Noie  visée),  le  [)oinL  P|  se  eonfoncl  avec  P,  et  le  point  Po 
avec  le  centre  de  couibiire  C  correspondant  à  P.  Donc,  en  ce  cas, 
le  point  Q,  décrit  la  podaire  de  la  courhe  lieu  de  P,  par  rapport  au 
point  M,  et  le  point  R  où  la  droite  Q,  Qo  louche  son  envelopj^e 
n'est  autre  que  le  centre  de  courbure  de  cette  podaire.  La  cons- 
truction obtenue  par  M.  Bottasso  pour  ce  point  R  esl  la  suivante 
(p.  94)  :  Si  la  perpendiculaire  élevée  en  Q2  à  Q,  Q^  coupe  MQ, 
en  H  et  si  le  segment  CK  importé  sur  CP)  est  écjuipollent  à  HM, 
la  droite  Yi¥s.  passe  par  le  point  .V\. 

Or,  il  est  clair,  HMKC  étant  un  parallélogramme,  cpie  HK  passe 
par  le  milieu  de  MC.  Moyennant  celte  légère  variante,  la  construc- 
tion ci-dessus  du  centre  de  courbure  de  la  podaire  coïncide  avec 
celle  que  j'ai  fait  connaître  naguère,  également  dans  \e'è  Nouvelles 
Annales  [iSijD^  p.  112). 
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MILLER  (G.-A.),  BLICHFELDT  (H.-F.),  DICKSON  (L.-E.).  —  Theorv 
AND  APPLICATIONS  OF  FiMTE  Groups.  First  Edition  (First  thousand). 
(Dédié  à  Camille  Jordan.)  i  vol.  gr.  iii-8,  xvii-390  pages.  New-York  : 
John  Wiley  and  Sons;  London:  Chapman  and  Hall;  191  G. 

Voici  un  nouvel  et  éclatant  hommage  qui,  d'au  delà  de  l'Atlan- 
tique, vient  vers  l'Ecole  française  ou,  plus  exactement,  vers  l'un 
de  ses  Maîtres  les  plus  glorieux. 

«  Ce  Livre  est  dédié  à  Camille  Jordan  qui,  par  ses  recherches 
fondamentales  en  la  théorie  et  les  applications  des  groupes  finis^ 
a  enrichi  et  étendu  le  sujet  jusqu'à  le  convertir  en  une  branche 
fondamentale  des  Malliématiques,  en  fournissant,  d'ailleurs,  l'ins- 
piration pour  la  grande  activité  déployée  ensuite  en  ce  champ  (').  » 

S'il  est  une  théorie  d'un  caractère  particulièrement  interna- 
tional, c'est  bien  celle  des  groupes. 

Henri  Poincaré,  dans  un  Article  sur  les  fondements  de  la  Géo- 
métrie [Monist,  iH()8)  nous  montre  celte  conception  comme 
existant,  en  puissance,  dans  la  géomélri(î  des  Grecs.  Chez  La- 
grange,  Vandermonde,  Euler,  la  chose  est  côtoyée  de  manière 
plus  ou  moins  consciente.  Au  point  de  vue  algébrique  et  sous 
l'aspect  moderne,  elle  se  |)récise  chez  deux  mathénialiciens  italiens, 
P.  Ruffini  et  V.  Abbati,  à  la  fin  du  xviii'  siècle., Puis  viennent 
Gauss,  Abel,  Galois,  Cauchy,  (.ayley,  Ilamilton,  Kronecker  et 
Camille  Jordan. 

Sur  cette  voie  presque  rectiligne,  Sophus  Lie  grefl'c,  par  ana- 
logie, la  théorie  des  groupes  continus,  ce  ipii  nous  permet  de 
ra[)peler  que  ce  géomètre,  au  début  du  troisième  \  olume  de  son 
grand  Ouvrage,  a  tenu  à  rendre  spontanément  hommage  à  notre 
Lcole  Normale  su[)érieure,  à  son  «  immortel  »  élève,  Evariste 
Galois,  à  ses  maîtres  incomparables  G.  Darboux,  E.  Picard,  J. 
lannery.  A  cette  époque  la  Science  allemande,  qui  avait  su  s'at- 


(')  Ce  passage  entre  guilleniels  est  la  Iraduolion   lillcrale  de  la   dédicace  que 
les  Auteurs  ont  placée  en  lêle  de  l'Ouvrage 
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tacher  rillustre  géoiiièlre  norvégien,  s'accommodait  fort  bien  de 
rhomnîag(;  (jiril  nous  rendait;  en  celle  question,  comme  en  beau- 
coup d'autres,  il  serait  aisé  de  multiplier  des  citations,  issues 
d'ouvrages  de  langue  allemande  ou  même  d'auteurs  allemands,  où 
de  justes  hommages  sont  rendus  au  génie  d'autrui.  Quel  extraor- 
dinaire vent  de  folie  a  soufflé  sur  un  peuple  pour  lui  faire  déclarer 
tout  à  coup  que  sa  science  et  sa  culture  avaient  une  supériorité 
dont  les  horreurs  de  la  guerre  achèveraient  d'établir  le  triom[)he? 
Ce  n'est  pas  ici  le  lieu  d'insister  beaucoup  sur  ces  points;  qu'il 
nous  soit  simplement  permis  de  penser  que  l'hommage  de  trois 
savants  américains  à  un  maître  français  établit  suffisamment  que 
notre  école  n'est  point  diminuée  dans  l'estime  de  ceux  qui  ont 
voulu  s'en  inspirer  en  toute  liberté. 


Dans  la  nouvelle  œuvre,  chacun  des  collaborateurs  s'est  assigné 
nettement  sa  part  de  besogne. 

M.  G. -A.  Miller  développe  d'abord  la  théorie  des  substitutions 
et  des  groupes  abstraits.  Il  ne  faudrait  pas  que  ce  dernier  adjectif 
éveille  une  idée  d'abstraction  qui  irait  tout  à  l'encontie  de  la 
réalité. 

Les  méthodes  intuitives,  et  particulièrement  les  méthodes  géo- 
métriques, interviennent  dans  les  premières  définitions.  Les  trois 
somn^ets  d'un  triangle  équilatéral  peuvent  être  substitués  les  uns 
aux  antres  par  rotation  du  triangle  dans  son  plan;  on  peut  ensuite 
recommencer  après  retournement  du  triangleeflectué  dans  l'espace. 
On  a  ainsi  six  substitutions  de  lettres;  les  combiner  de  toutes  les 
manières  possibles  ne  donnera  plus  rien  de  nouveau.  Deux  substi- 
tutions successives  ne  donnant  qu'une  substitution  de  l'ensemble, 
ces  six  substitutions  forment  un  groupe.  C'est  l'évidence  géomé- 
trique même  qui  tient  lieu,  on  le  voit,  de  toute  idée  de  dénom- 
brement. Si  nous  nous  refusions  à  retourner  le  plan  du  triangle, 
les  trois  premières  substitutions  formeraient  aussi  un  groupe  dit 
sous-groupe  du  premier.  C'est  d'une  clarté  qui  ne  saurait  être 
surpassée. 

Les  difl'érentes  puissances  d'une  substitution  constituent  im 
groupe  cyclique'^  les  rotations  de  polygones  réguliers,  dans  leur 
plan,  en  donnent  les  plus  simples  exemples. 
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La  théorie  des  congruences  aritliméhqcies  fournirait  de  même 
un  point  de  départ  pour  la  théorie  des  groupes.  Ecrivons 

s  pour         .r'^acc-i-b         (modjo), 

5-  pour         cv' ;=  a'^cr -+- (a -h  i)b, 


s''         pour  or' ~  a''cc-{- (a''-'^ -i- a'-'^-'r-.  .  .-\- a -i-  i)b. 

On  peut  se  proposer  d'avoir 

d'où 

a'E^  I  (mod/)) 

ou  bien 

a'' —  I  =  (a  —  i)(a'"-i-4-  a''-- -h.  ..-+-«-+-  i)  =  o         (rnod/>). 

On  conçoit  ainsi  l'existence  de  groupes  arithmétiques  analogues 
aux  groupes  cycliques. 

Parmi  ces  amorces,  aussi  élégantes  qu'élémentaires,  signalons 
encore  la  définition  des  groupes  au  moyen  de  matrices. 

L'étude  des  généralités  paraît  dominée  par  trois  théorèmes 
d'une  importance  fondamentale  portant  respectivement  les  noms 
de  Lagrange,  Sylow  et  Cayley.  Vouloir  les  préciser  entraînerait  à 
des  développements  aussi  étendus  que  ceux  du  Livre;  je  me  con- 
tenterai de  dire  que  ce  sont  des  théorèmes  de  réduction  canonique; 
ils  font  reconnaître  les  sous-groupes,  montrent  l'importance  de 
certains  groupes  semblant  d'abord  constitués  de  manière  particu- 
lière (groupes  primitifs^  groupes  isomorplies.  etc.)  et  permettent 
de  construire  les  groupes  généraux  à  l'aide  de  ces  matériaux  par- 
ticulièrement symétriques.  Ces  fondements  essentiels  occu[)ent 
trois  Chapitres  à  la  suite  desquels  une  INole  historicpie  a  déjà  pu 
trouver  place.  C'est  d'ailleurs  à  cette  Note  que  sont  empruntées 
quelques-unes  des  lignes  déjà  écrites  dans  la  présente  Analyse. 

La  notion  de  commutativité  entre  éléments  d'un  groupe  nous 
conduit  n)aint(;nanl  à  l'élude  des  groupes  dont  tons  les  éléments 
sont  commutatifs  ou  groupes  a6e//e//.v.  I^es  théorèmes  conslructifs, 
tels  (pic  le  théorème  de  Sylow,  permettent  de  les  comparer  aux 
groiq)es  cycliques  et  même  de  reconnaître  quand  un  groupe 
al)élicn  est  décomposable  en  de  tels  grou[)es.  Les  groii|)es  abéliens 
semblent  surtout  nés  de  la  Théorie  des  Nombres,  ce  que  M.  Miller 
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monlre  en  revenant  notamment  sur  des  considéralions  arithmé- 
tiques relatives  aux  groupes  de  congruences  déjà  introduits  dans 
son  premier  Chapitre. 

De  même  qu'une  généralisalion  convenable  permet  d'apercevoir 
les  groupes  ahéliens  au  delà  des  groupes  cycliques,  on  peut,  par 
une  autre  extension,  apercevoir,  au  delà  des  groupes  abéliens, 
ceux  dont  les  ordres  sont  puissances  de  nombres  premiers  ou 
groupes  ((  sjlowiens  ».  L'étude  de  ces  derniers  est  ainsi  naturel- 
lement commencée  par  la  recherche  de  leurs  sous-groupes  abé- 
liens. Les  constructeurs  de  la  théorie  des  groupes  ont  d'ailleurs 
eu  une  tendance  marquée  à  rester  surtout  dans  ce  domaine  sjlo- 
vvien  qui,  s'il  n'était  pas  le  plus  général,  était,  sans  conlredil,  le 
plus  fécond,  le  plus  harmonieux,  celui  qui  constituait  un  véri- 
table «  El  Dorado  »  pour  ladite  théorie.  Certes,  les  relations  entre 
groupes  abéliens  et  sylovviens,  faciles  à  utiliser  comme  entrée  en 
matière,  n'existent  que  dans  des  cas  particuliers,  mais  les  théo- 
rèmes relatifs  à  de  tels  cas  ont  une  forme  algébrico-arithmélique 
susceptible  d'être  conservée,  quant  à  l'aspect,  dans  des  cas 
beaucoup  plus  généraux.  Ainsi,  des  expressions  linéaires,  ou  en 
forme  de  quotients  très  simples^  indiquent  le  nombre  des  sous- 
groupes  d'ordre  /?"  contenus  dans  un  groupe  d'ordre  />'".  La 
question  la  plus  intéressante,  mais  difficile  et  délicate  en  con- 
séquence, est  la  construction  de  tous  les  groupes  possibles 
d'ordre  />"'.  Pour  m<^5,  point  de  difficulté  essentielle  et  les 
groupes  abéliens  sont  encore  d'un  prompt  secours.  Au  delà  les 
résultats  explicites  sont  plus  clairsemés;  ils  ont  surtout  été  obtenus 
par  récurrence. 

Un  Chapitre  d'une  originalité  toute  particulière  est  consacré 
aux  groupes  abstraits  à  définitions  simples.  Ces  définitions  simples 
sont  généralement  géométriques;  elles  proviennent  notamment 
des  déplacements  des  polyèdres  réguliers,  tout  comme  le  premier 
groupe  introduit  dans  l'Ouvrage  provenait  des  déplacements  d'un 
triangle  équilatéral.  La  question  est  de  savoir  quels  groupes  plus 
complexes,  et  à  définition  non  immédiatement  géométrique, 
peuvent  être  atteints  et  étudiés  par  combinaison  des  propriétés 
des  premiers;  elle  est  nouvelle  en  grande  partie  et  doit  beaucoup 
aux  publications  de  M.  Miller  lui-même. 

On   pourrait  dire   quelque   chose    d'analogue    quant   à   l'étude 
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générale  de  risomorpliisine  :  des  racines  de  l'unité,  on  peut  s'élever 
aux  nombres  complexes  dépendant  de  n  unités  distinctes,  aux 
qualernions,  au  Calcul  icosien  d'fJamilton.  11  y  a  en  tout  ceci  des 
groupes  où  I  on  retrouve,  sous  des  formes  plus  générales,  les 
modes  de  calcul  associés  d'abord  aux  grandeurs  arithmétiques 
et  géométriques  élémentaires.  De  même  Serret,  J.  Bertrand  et 
M.  C.  Jordan  donnèrent  d'importants  théorèmes  établissant  l'iso- 
morphisme  de  groupes  de  provenances  très  différentes. 

Nous  aboutissons  enfin  aux  groupes  résolubles,  c'est-à-dire  à 
ceux  qui  sont  exprimables  par  une  succession  de  sous-groupes,  de 
la  même  manière  qu'une  équation  résoluble  par  radicaux  l'est 
par  une  succession  d'opéialions  définies  par  des  équations  de 
degrés  inférieurs. 

Ceci  termine  la  tâche  de  M.  Miller.  Elle  se  compose  ainsi  de 
huit  Chapitres  où  l'Auteur  devait  tenir  compte  à  la  fois  des  lignes 
classiques  et  de  nombre  de  travaux  nouveaux,  publiés  surtout 
dans  les  Revues  américaines,  s'y  greffant  parfois  de  manière  un 
peu  chaotiqiie.  La  fusion  a  été  particulièrement  heureuse. 


J^a  seconde  Partie,  rédigée  par  M.  H. -F.  Blichfeldt,  a  trait 
aux  groupes  finis  de  transformations  linéaires  et  homogènes.  Le 
sujet  est  (brt  connu  comme  souvent  exposé  sans  préliminaires 
relatifs  aux  groupes  abstraits.  La  présente  rédaction  me  paraît 
remarquable  à  deux  points  de  vue;  elle  offre  \\  la  fois  des  exemples 
concrets  quant  aux  développements  théoriques  de  la  première 
Partie  de  l'Ouvrage  et,  à  la  rigueur,  elle  pourrait  se  suffire  à  elle- 
même.  Je  n'insiste  pas  sur  l  idée  même  de  substitutions  ou  de 
groupe  de  substitutions  linéaires;  les  transformations  de  coor- 
données en  offrent  l'image  la  plus  immédiate.  Bien  connue  encore 
est  la  réduction  de  ces  substitutions  aux  formes  canoniques. 

En  général,  les  (ormes  linéaires  et  homogènes  sont  complè- 
lement  connues  par-  hî  Tableau  de  leurs  coefficients  et,  lorsqu  elles 
forment  des  groupes  à  symétries  particulières,  la  chose  est  tra- 
duite par  certains  aspects  et  par  certaines  pi'opriétés  symétriques 
des  l'ableaux  eu  (juestion.  Il  semble  même  que  ce  soient  ces  sym«'*- 
Iries,   particulièrement   faciles  à  apercevoir  dans   les  grou[)es  de 
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substitutions    linéaires,     qui     aient    souvent    donné    l'idée    d'en 
rechercher  d'analogues  dans  des  groupes  plus  quelconques. 

Le  point  qui  fixe  d'abord  l'attention  d'une  manière  particulière 
consiste  en  l'étude  des  invariants  hermitiens.  Il  s'agit  de  formes 
bilinéaires 


J  =  \     ^^<y/,/3"/,.r/, 


1   A  =  l 


OÙ  X  désigne  une  imaginaire  conjuguée   de  x.   De   telles  expres- 
sions sont  réductibles  à  la  forme  canonique 

au  mojen  d'une  certaine  substitution  linéaire. 

D'ailleurs,  le  symbole  imaginaire  /  apparaît  ici,  sous  sa  forme 
la  plus  élémentaire,  dès  qu'il  s'agit  de  représentations  intuitives 
de  groupes  linéaires  à  deux  variables.  Avec  l'inlrodu(-tion  des 
variables  conjuguées  et  une  réduction  canonique  convenable,  on 
peut  obtenir  de  nouvelles  variables  susceptibles  de  représenter 
des  rotalions  ou  dé|)lac<'ments  sphériques  d'où,  à  nouveau,  l'ap- 
parition des  symétries  propres  aux  polyèdres  réguliers. 

Pour  les  groupes  linéaires  à  trois,  . . . ,  n  variables,  on  peut 
conserver,  sinon  ces  images  géométriques,  du  moins  les  procédés 
analytiques  correspondants.  D'où  notamment  le  rôle  des  racines 
^lemes  ^j^  l'jmjté.  Ccs  raciucs  ont  une  somme  nulle  en  laquelle  cer- 
tains ensembles  de  termes  peuvent  déjà  être  de  somme  nulle  en 
s'exprimant  tous  par  des  puissances  de  l'un  d'eux;  c'est  là  un 
résultat  élémentaire  bien  connu  et  dû  à  Kroneckei*. 

L'une  des  plus  remarquables  méthodes  exposées  dans  le  présent 
Ouvrage  se  rapporte  au  cas  où  l'on  peut  associer  à  une  transfor- 
mation linéaire  V  les  différentes  puissances  d'une  transformation  S, 
lesquelles  donnent  alors,  pour  V,  des  propriétés  analogues  à  celles 
données  par  le  théorème  de  Kronecker  relatif  à  l'équation  binôme 
et  ceci,  d'ailleurs,  de  par  rinlcrvention  effective  des  racines  d'une 
telle  <''qualion. 

Dans  de  tels  domaines  les  travaux  de  M.  Camille  Jordan  sont 
particulièrement  faciles  à  discerner;  ils  eurent  trait  d'abord  à 
un  rapport  simple  existant  entre  l'ordre  d'un  groupe  linéaire  et 
l'ordre    d'un   certain    sous-groupe    abélien.    Des    précisions    ulté- 
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rieiires   furent   apportées    au   théorème  par  différents   géomètres, 
notamment  par  le  second  Auteur  du  Livre  aujourd'hui  publié. 

M.  BJichfeldt,  dont  l'extrême  compétence  ressort  suffisamment 
de  ce  rapprochement,  termine  sa  rédaction  en  revenant  spécia- 
lement sur  les  caractéristiques .  La  notion  d'équation  caracté- 
ristique sous  la  forme  bien  connue  du  déterminant  d'une  substi- 
tution, dans  la  diagonale  principale  duquel  on  écrit  a^A  —  ^  a^^ 
lieu  de  «a^,  est  aussi  ancienne  que  la  notion  de  substitution 
linéaire.  Mais  les  caractéristiques^  qui  sont  les  sommes  des  a^k^ 
jouent  un  rôle  beaucoup  plus  récent  dans  nombre  de  théorèmes 
déjà  étudiés  et  dans  d'autres  concernant  les  invariants  des  groupes 
linéaires.  Ces  caractéristiques  admettent  des  éléments  imaginaires 
conjugués  et  forment  avec  eux  des  formes  bilinéaires  à  valeurs 
remarquables.  Nombre  de  résultats  donnés  à  cet  égard  n'avaient 
guère  été,  jusqu'ici,  exposés  de  manière  didactique;  je  ne  serai 
sans  doute  pas  seul  à  en  apprécier  l'intérêt. 


La  troisième  Partie  du  Livre  a  été  rédigée  par  M.  L.-E. 
Dickson.  Elle  se  rapporte  aux  applications  dont  les  plus  impor- 
tantes sont  relatives  à  la  résolution  des  équations  algébriques. 
N'insistons  point  sur  la  notion  de  domaine  de  rationalité,  sur  les 
théorèmes  qui  nous  enseignent  à  giouper  des  irrationnelles  par 
l'intermédiaire  d'opérateurs  rationnels;  ceci  est  presque  descendu 
au  niveau  de  l'Algèbre  élémentaire,  l^our  la  résolution  des  équa- 
tions par  radicaux  nous  voyons  d'abord  quelles  sont  les  conditions 
suffisantes  pour  qu'il  en  soit  ainsi.  l/é(|uation  du  troisième  degré 
se  résout  par  l'intermédiaire  d'une  éfjuation  quadratique  et  d'une 
équation  binôme;  il  est  possible  de  chercher  si  des  équations 
résolvantes  analogues  existent  ou  n'existent  pas  pour  une  équation 
de  degré  quelconque,  et  c'est  à  quoi  procède  M.  Dickson  en  (  oii- 
servanl  visiblement  la  fornie  du  [)rocédé  qui  réussit  pour  le  troi- 
sième et  le  quatrième  degré.  Mais  les  conditions  de  solubilil»'  ainsi 
trouvées  sont-elles  absolument  nécessaires  ? 

La  question  ainsi  posée  ramène  aux  idées  de  Galois,  à  la  uum- 
vcilleuse  conception  des  opérateurs  permutant  les  racines  et 
donnant  naissance  au  groupe  de  l'é(|uation,  groupe  dont  la  con- 
stitution révèle   la  présence  ou   la  non-présence  des  précédentes 
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équations  résolvantes.  C'est  d'ailleurs  ici  que  se  placent  les  théo- 
rèmes capitaux  de  Galois,  Jordan  et  H()lder  sur  la  manière  dont 
s'associent  les  groupes  de  dilFérentes  équations  quand  leurs  racines 
se  peuvent  associer  dans  un  même  domaine  de  rationalité. 

Ces  questions  théoriques  primordiales  élant  vidées,  M.  Dickson 
passe  aux  applications  géométricjues.  11  étudie  les  constructions 
possibles  par  la  règle  et  le  compas^  question  de  naliire  quadratique 
bien  [)articulière  vis-à-vis  des  seules  irrationalités  algébriques 
de  la  Géométrie  élémentaire.  Aujourd'hui  la  confusion  semble 
impossible,  pour  cette  raison  toule  d'évidence  et  de  simplicité 
et  cependant  que  de  cerveaux  illustres  elle  mit  à  l'épreuve  !  La 
duplication  du  cube,  la  trisection  de  l'angle,  la  division  du  cercle 
furent  d'abord  des  énigmes  puis  des  problèmes  qui,  même  dans 
les  cas  possibles,  semblèrent  longtemps  garder  une  allure  bizarre. 
On  peut  construire  des  polygones  réguliers  de  2^ -|-  i  côtés 
si  5=2^;  ceux-ci  ont  3,  5,  i-,  20^,  6553-  côtés  et  le  simple 
heptagone  reste  hors  de  la  liste  ! 

Un  exemple  de  réduction  algébrique  encore  un  peu  plus  savante 
provient  de  la  recherche  des  points  d'inflexion  d'une  cubique  par 
l'intersection  de  celle-ci  avec  sa  liessienne.  Le  problème  est  réso- 
luble par  racines  carrées  et  cubiques  et,  aux  décompositions  pos- 
sibles du  groupe  de  l'équation  aux  abscisses  des  points  d'inflexion, 
correspond,  pour  ces  points,  le  privilège  remarquable  d'être  en 
ligne  droite  trois  à  trois. 

En  nous  élevant  encore  un  peu,  nous  ariivons  aux  2^  droites 
d'une  surface  du  troisième  de^ré  et  aux  28  tangentes  doubles 
d  une  quartique.  La  place  me  manque  pour  insister  sur  les  solu- 
tions de  ces  problèmes;  ce  qui  est  le  plus  particulièrement  frap- 
pant, c'est  qu'ils  peuvent  se  correspondre.  Nouvelle  analogie 
clairement  exprimée  p:îr  les  groupes  des  systèmes  algébriques  qui 
en  sont  issus.  De  telles  méthodes  peuvent  d'ailleurs  être  étendues 
à  la  recherche  des  courbes  algébriques  à  contacts  multiples.  11 
y  a  là  une  beureuse  combinaison  des  travaux  de  M.  Jordan 
déjà  exposés  dans  son  Traité  des  S ubstilations  et  de  ceux  de 
M.  Dickson  lui-même  exposés  dans  ses  Linear  Groitps.  Ce 
dernier,  en  se  réservant  la  fin  du  Livre  aujourd'hui  publié,  ne 
s'est  pas  fait  une  par  t  moins  belle  et  moins  intéressante. 

Un  dernier  Chapitre  sur  les  groupes  de  mouodromie  nous  fait 
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passer  de  la  haute  Géométrie  aux  domaines  élevés  de  la  théorie  des 
fonctions  analytiques.  Qu'il  me  suffise  de  dire  que  la  permutation 
des  valeurs  d'une  fonction  non  uniforme  autour  de  ses  points 
critiques  devait  naturellement  ouvrir  un  nouveau  champ  d'appli- 
cations à  la  théorie  des  substitutions.  Que  de  liaisons  merveil- 
leuses entre  théories  souvent  abordées  dans  des  esprits  différents! 
Quel  incomparable  et  presque  universel  géomètre  serait  celui  qui 
connaîtrait  bien...  les  polynômes...  et  les  théories  diverses  nées 
de  ces  expressions  dont  l'écriture  première,  si  simple  et  immé- 
diate, a  cependant  fait  naître  des  problèmes  millénaires!  Ceux-ci, 
à  l'heure  actuelle,  appellent  encore  bien  des  recherches  vers 
lesquelles  peut  magistralement  conduire  le  beau  Livre  dû  aux 
admirateurs  et  continuateurs  de  M.  Camille  Jordan. 

A.    BUHL. 


ANGELESGO  (A.).  —  Sur  des  polynômes  généralisant  les  polynômes  de 
Legendre  et  d'Hermite  et  sur  le  calcul  approché  des  intégrales 
MULTIPLES.  Thèse  pour  obtenir  le  titre  de  Docteur  es  Sciences  matlié- 
inatiques  soutenue  sous  la  présidence  de  M.  P.  Appell  le  7  avril  1916, 
I  vol.  in-4,  iii-i/ji  pages,  Paris,  Gaulhier-Villars  et  G'*",  1916. 

Ce  travail  est  divisé  en  trois  Parties  dans  lesquelles  TAuteur 
traite  des  questions  de  plus  en  plus  générales. 

Dans  la  première  Partie,  M.  Angelcsco  étudie  principalement 
les  polynômes  P,, (jr,  a)  définis  par  le  développement 

(  I  —  9. a;r  +  «2  )>^  =  S  a"  \\,(t,  l  ). 

Ces  polynômes  ont  déjà  été  considérés  (Jacobi,  Gegenbauer, 
Darboux,  etc.)  ;  ce  sont  des  polynômes  de  Legendre  généralisés. 
M.  Angelesco  les  étudie  ayant  surtout  en  vue  bi  préparation  de 
l'élude  des  polynômes  analogues  à  plusieurs  \ariablos.  Il  trou\e 
aussi  des  résultats  nouveaux,  dont  voici  (piehpies-uns  : 
r^es  seuls  polynômes  de  Jacobi 

^n{.T,  X,  ix)  =  {r  ^  i)-l(x  —  i)-\^ -^^ 

ayant  une  fonction  génératrice  de  la  forme 

[.2?^(a)H-cp(a)J^ 
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sont  les  polynômes  P/,  (.r,  X)  et  P«(^,  A)  +  P,/_i  (^',  A).  Ce  dernier 
polynôme  est  un  polynôme  de  .lacobi,  car 


I         2  ^  (  2  ;  4-  I  )  .  .  .  (  94  +  'i  —  0 


9.''nl      ^ (    ;  +  i) .  . .  (    ^  -+-  n  —  I ) 
et  de  cette  relation  on  déduit  la  formule 


hl(.^y    ^—    «,     0, 


sin     (  /i  H j  arc  cos:r 


/ 


I  -h  X 


1 

n  -t-  -  f 


2  3.  5. .  .(2/i  —  i)  dx" 

analogue  à  la  formule  de  O.  Rodrigues  qui  exprime  sin  (/i  arc  cosx) 
par  une  différentielle  d'ordre  /i  —  1 . 

Signalons  ensuite  une  fonction  génératrice  des  polynômes  de 
Jacobi  sous  forme  d'intégrale  définie;  la  représentation  du  poly- 
nôme P,i{jo,  A)  par  une  intégrale  double  permettant  de  trouver  les 
coefficients  de  ce  polynôme  toujours  sous  forme  d'intégrale  double; 
et,  un  résultat  plus  important,  représenté  par  la  formule 

■iTZ 


=  lim(i  — a2) 
a  =  i 


(jui  généralise  l'intégrale  de  Poisson  qu'on  retrouve  en  faisant  X  =  o. 
M.  Angelesco  étudie  aussi  les  polynômes  Uj,(j:^  à)  définis  par  le 

développement 

[(i  —  xxy—  a2]X=  Sa''  l\n(cr,  X). 

Ces  polynômes  rentrent  dans  une  classe  générale  de  polynômes 
étudiée  par  M.  Appell  (Annales  de  r  Ecole  Normale  supérieure^ 
2"  série,  t.  IX,  p.  119-144)7  '»^»>s  nous  ne  croyons  pas  qu'ils  ont 
été  considérés  en  particulier  par  d'autres  auteurs.  Les  poly- 
nômes ri„(:r,  a)  satisfont  à  une  même  équation  fonctionnelle  que  les 
polynômes  P;i(^,X);  ils  se  rattachent  de  deux  manières  différentes, 

simples,  aux  polynômes  P/;(^,  a);  le  polynôme  x'^U,i  [-^'^^)  ^^ 
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réduit,  dans  un  cas  limite,  à  la  fonction  cylindrique 

—  J  ^{ix},     .... 

Dans  la  deuxième  Partie  de  son  travail,  M.  Angelesco  généralise 
de  diverses  manières  les  polynômes  P«(d:,  a)  et  U,i(x,  a),  mais  son 
but  principal  est  la  généralisation  des  polynômes  ?«(:?,  'k)  par  des 
polynômes,  à  deux  et  à  plusieurs  variables,  auxquels  la  notion  de 
polynômes  associés  ou  adjoints  d'Hermite  puisse  être  étendue.  Il 
commence  par  le  cas  de  deux  variables  et  considère  les  poly- 
nômes \J,u^„(x, y^k)  et  Vw^,i(jp,y,  A)  définis  par  les  développe- 
ments 

[(r—  ax—  hy'f—{a^'-h  b^)  (x^ ^y^  —  i)\'><=  ^a"^b'^  V ,„.n( x,  y,  X), 
[i  —  9ax—iby  -}-  a^+  b^]       '  =  ^a"'b"-V „iji  (.r.j,  X). 

L'Auteur  forme  d'abord  le  système  de  deux  équations  aux  dérivées 
partielles  auquel  satisfait  le  polynôme  \J ni,n{^-jyi  >*0  ^^  ^^  déduit  de 
ce  système  que  l'on  a 


1 

n  —  K 


).-(--  d"^-^"  (  X^  -^  V^  —  \) 
l^,n  n(^,r,   X)  =  A(^2_^y2_,)         2^ ^^       /       /^ , 

A  étant  un  coefficient  numérique  qu'il  détermine.  Il  étend  ensuite 
aux   polynômes  \J „, ^^ {x ^ y ^\)  et  Vw,//(jc,y,  a)  presque  toutes  les 

propriétés  connues  pour  les  polynômes  d'Hermite  (  A  =  —  -  )  •    H 

trouve,  en  outre,  leurs  représentations  par  des  intégrales,  et,  à 
l'aide  des  polynômes  II,,,  ,/(.r,y,  A)  [généralisation  des  poly- 
nômes II,,  (jc,  a)],  qui  se  raUacbent  aux  polynômes  V  ,„ji{x,y,\) 
et  aux  [)olynomes  V,„^„(:r,  y,  A),  il  trouve  une  corresjmndance 
simple  entre  les  polynômes  U„,^„(.r,  j',  a)  et  V„,^„ (./*,)', /.V,  et 
d'autres  propriétés  encore. 

M.  Angelesco  passe  ensuite  aux  polynômes 

L,,;, w,(^-i,  .  .  .,.r,,  X)     et     V,„,,...^,„^(ri,  .  .  .,r,.,  X) 

à  s  variables  (piil  a  définis  dans  les  (\)/)ipfrs  rc/if/us  de  l  Aca- 
démie des  Sciences  (t.  158,  u)i  i,  [>.  '77<~>)-  ^^^  polynômes 
sont,  par  rapport  aux  polynômes  dont  AI.  Appell  a  donné  la  défini- 
lion  dans  les  Comptes  rendus  (t.  156,  p.  \  \\i'.\  et  p.  i58'.>)  et  dont 
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l'étude  a  été  faite  par  M.  K.ampé  de  Férlet  dans  sa  Thèse  (191  5), 
ce  que  les  polynômes  précédents  P„(:r,A)  sont  aux  polynômes 
sphériques  d'ordre  supérieur.  M.  Angelesco  les  étudie  au  point  de 
vue  ali^ébrique  et  son  étude  difïère  essentiellement  de  celle  de 
Kampé  de  Fériet,  qui  est  rattachée  à  la  théorie  des  potentiels.  Ces 
derniers  polynômes  U/»^,...,;/^  et  V„/_^...^w  sont  encore  généralisés 
par  des  polynômes  0„/_^...^„^^  et  \'^v,,...,///.  que  M.  Angelesco  a  con- 
sidérés dans  le  Bulletin  de  V Académie  roumaine  (t.  IV,  p.  3o) 
et  dans  les  Comptes  rendus  (t.  161,  p.  490)-  Dans  la  définition 
de  ces  polynômes  il  intervient  une  forme  quadratique  et  sa  forme 
adjointe.  L'Auteur  étend  à  ces  polynômes  presque  toutes  les 
propriétés  qu'il  a  trouvées  pour  les  polynômes  lJw,,...,m,et  V  ^^^  ...^^,  . 
11  démontre  en  outre  que  ces  polynômes  se  réduisent  dans  un  cas 
limite  aux  polynômes  qu'Hermite  définit  (voir  Œuvres  de 
Charles  II  ermite  ^  t.  II,  p.  3oi)  à  l'aide  des  fonctions  exponentielles. 

Dans  cette  même  Partie,  M.  Angelesco  a  considéré  encore 
d'autres  polynômes  ;  il  forme  plusieurs  systèmes  d'équations  aux 
dérivées  partielles  dont  on  connaît  des  solutions  ;  il  rencontre 
aussi  des  intégrales  singidières  qu'on  pourrait  utiliser  pour  la 
représentalion  des  fonctions  à  plusieurs  variables,  etc. 

Dans  la  troisième  Partie,  l'Auteur  étudie  la  classe  de  polynômes  P 
qui  satisfont  aux  conditions 


X 


Kxj' .  .  .  x'^  P  dx\  . . .  dxg  =  o 

pour  toutes  les  valeurs  |)ositives  ou  nulles  des  entiers  /,,  iy^  .  • .,  is 
dont  la  somme  est  moindre  que/;,  p  étant  le  degré  du  polynôme  P 
en^i,  x-2.)  ...,  Xs,  l'intégration  étant  faite  dans  un  domaine  D,  dans 
lequel  la  fonction  K  en  .27,,  .r^,  .  . .,  Xs  garde  un  signe  constant.  Il 
étend,  pour  cela,  au  cas  de  plusieurs  vaiiiibles,  les  résultats  trouvés 
par  M.  Appell  dans  son  Mémoiie  Sur  une  classe  de  polynômes 
à  deux  variables  et  le  calcul  approché  des  intégrales  doubles 
{Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  l'oulouse^  •S90)  ^^  '' 
ajoute  aussi  d'autres  résultats. 

M.  Angelesco  passe  ensuite  au  calcul  approché  des  intégrales 
multiples.  Il  montre  comment  on  peut  déterminer  un  j)olynome 
©(^,,  ...,  Xs)  d'un  degré  donné  p  en  ,r,,  ...,  Xg  tel  que  l'on  ait 
la  meilleure  approximation,  suivant  Gauss,  en  calculant  à  la  place 
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de  l'intégrale  donnée 

I  =   /     K/(a-i,  .  . . ,  a?.,  )  dxx  .  .  .  dxs, 

^  (S) 


l'intégrale 


J  =   1    A  cp  (  .r  1 ,  . . . ,  jT.v  )  dx^  . . .  dxg  ■ 


Restant  dans  le  même  ordre  d'idées  que  M.  Appell,  M.  Bourget  a 
indiqué  (C.  R.  Acacl.  Se,  t.  126,  p.  634)  un  résultat  intéressant 
pour  le  calcul  d'une  intégrale  double,  en  faisant  intervenir,  pour 
la  détermination  du  polynôme  cp,  dont  la  forme  et  le  degré  ne  sont 
plus  fixés  d'avance,  les  points  de  renconire  des  courbes  L  „/,o  =  o 
et  Uo.m  =  o,  lJ,u^n  étant  les  polynômes  d'Hermite.  Seulement 
M.  Bourget  ne  précise  rien  sur  la  formation  de  ce  polynôme  co. 
M.  Angelesco  se  pose  le  même  problème  que  M.  Bourget,  mais 
d'une  manière  tout  à  fait  générale  ;  il  montre  comment,  à  l'aide 
des  polynômes  de  la  classe  précédente,  on  pourrait  déterminer 
un  polynôme  cp,  si  certaines  conditions,  qu'il  précise,  sont  sc/tis- 
faites.  Il  montre,  sur  un  exemple,  que,  pour  diverses  formes  du 
polynôme  cp,  on  peut  atteindre  la  même  approximation,  et,  de  plus, 
que,  par  celte  méthode,  on  peut  aussi  atteindre  le  maximum  de 
l'approximation  voulue,  c'est-à-dire  qu'on  peut  obtenir  la  solution 
d'un  système  formé  par  un  même  nombre  d'équations  de  condi- 
tions que  d'inconnues.  La  R. 


MIlilLI      (AlDO).      —      SrOHI.V      GliNKRAKE     DKL      PeNSIFUO      SCIKMIFICO      DALLIÎ 

ORiGiNi  A  Turro  IL  Skcolo  xviii.  Le  Scuole  lonica,  Pythagorica  ed 
Eleala  {I  Prearistotelici.  I).  i  vol.  in-S,  \\i-H)i  pages.  Firenzo,  Libre- 
ria  della  Voce,   i<)i6. 

Si  Dieu  donne,  à  M.  Aldo  Mieli,  le  temps  de  mener  à  bien  rcruvre 
cpi'il  entreprend,  il  élèvera  le  monumenl  le  plus  considérable  de 
l'Histoire  des  Sciences.  Des  origines  de  la  pliilosoplùe  grecque 
à  la  fin  du  wiii'"  siècle,  retracer  l'évolulion  des  doctrines  mallié- 
mali(pies  et  naturelles;  à  ce  récit,  joindre  un  choix  abondant  de 
documents  (jui  mette  le  lecteur  en  communion  directe  avec  les 
inventeurs,  telle  est  l'intention  de  M.  Mieli.  Des  \  olumes,  assu- 
rément fort  nombreux,  (|ui  seront  nécessaires  pour  réaliser  cette 
intention,  le  premier  est  sous  nos  yeirx. 
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Pour  assister  à  la  naissance  de  la  pensée  scientifique  au  sein  de 
laquelle  nous  vivons,  il  faut  se  faire  le  familier  des  sages  qui  furent, 
avant  le  lemps  d'Aristole,  l'honneur  de  THellade.  C'est  à  quoi 
M.  Mieli  songe  tout  d'abord;  c'est  par  l'élude  des  F*ré-aristoté- 
liciens  qu'il  commence. 

Cette  élude,  il  la  subdivise  en  dix  grands  Chapitres  qu'il  intitule 
ainsi  : 

I.  L'École  d'ionie. 

II.  J^'Ecole  pythagoricienne. 
Ilf.   L'Ecole  d'Elée;  Heraclite. 

IV.  Caiactère  du  développemenl  de  la  Science  grecque  dans 
les  deux  premiers  siècles;  Empédocle  et  Anaxagore. 

\  .    Les  médecins  et  le  recueil  des  écrits  hippocratiques. 

VI.  Les  Atomistes. 

VIL   Le  développement  de  la  Mathématique  avant  Euclide. 

VIII.  Le  développement  de  l'Aslronomie  avant  Arislole;  le  ca- 
lendrier; la  chronologie. 

IX.  Les  Sophistes  de  la  science  de  l'espril. 

X.  Platon  et  sa  [)lace  dans  le  dévelt)ppement  de  la  pensée  scien- 
tifique. 

De  ce  programme  les  trois  premières  parties  suffisent  à  remplir 
le  Volume  déjà  paru.  M.  Mieli,  en  effet,  s'est  trop  soucié  d'être 
utile  pour  pouvoir  être  bref.  Tout  texte  auquel  son  exposition  fait 
allusion  se  trouve,  in  extenso  et  dans  la  langue  originale,  repro- 
duit au  bas  de  la  page.  Sans  doute,  cette  méthode  gonfle  l'Ouvrage; 
mais  comme  elle  est  commode  pour  le  lecteur,  pour  l'étudiant! 
Celui  qui  voudra  discuter  quelqu'une  des  vues  de  l'Auteur  n'aura 
que  faire  de  rechercher  des  documents;  il  les  trouvera  tout  ras- 
semblés et  mis  en  ordre;  c'est  une  bibliothèque,  et  une  biblio- 
thèque merveilleusement  classée,  que  remplacent  les  notes  de 
M.  Mieli. 

N'épuisons  pas,  cependant,  notre  admiralion  pour  les  notes;  car 
la  bibliographie  n'en  mérite  pas  moins.  Dire  qu'elle  est  d'une  sur- 
prenante abondance  ne  suffirait  |)as  à  en  faire  l'éloge  ;  tant  d'auteurs 
déroulent  des  listes  interminables  d'ouvrages,  de  mémoires,  de 
notes,  qu'ils  n'ont  jamais  lus  et  qu'ils  cilent  de  seconde  main! 
M.  Mieli  a  lu  les  écrits  dont  il  parle;  toutes  les  fois  qu'ils  sont 
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d'une  étendue  suffisante  ou  que  le  tilre  n'en  indique  pas  le  con- 
tenu avec  entière  précision,  il  en  donne  une  courte  analyse;  sou- 
vent, cette  analyse  s'accompagne  d'une  brève  appréciation.  Rédigée 
avec  une  pareille  minutie  et  une  telle  conscience,  la  hibliograpliie 
de  M.  Mieli  rendra  aux  travailleurs  les  plus  grands  services. 

Un  tel  Livre  ne  saurait,  bien  entendu,  se  résumer  en  quelques 
pages.  Borrjons-nous  à  dire  très  sommairement  quels  sont,  dans 
ce  premier  Volume,  les  passages  qui  retiendront  surtout  l'atlention 
du  malliématicien,  curieux  de  connaître  l'histoire  de  sa  science. 

Le  géomètre  s'arrêtera,  tout  d'abord,  à  Thaïes;  il  verra  quels 
sont  les  titres  du  sage  de  Milet  à  sa  reconnaissance,  comment  il 
importa  en  Grèce  l'art  de  prédire  les  éclipses,  quels  sont  les  théo- 
rèmes de  Géométrie  dont  la  découverte  lui    peut  être  attribuée. 

IjCS  découvertes  faites  dans  le  domaine  des  Mathématiques  pures 
ou  appliquées  par  l'Ecole  pythagoricienne  sont  l'objet  d'une  étude 
très  élendue;  là  S(i  troiivent  réunis  tous  les  documents  qui  nous 
renseignent  sur  la  science  de  cette  mystérieuse  école;  une  soi- 
gneuse discussion,  que  le  bon  sens  dirige  et  ne  laisse  pas  dégé- 
nérer en  systématique  chicane,  détermine  le  degré  de  créance 
qu'il  convient  d'accorder  à  chacun  de  ces  documents.  Elle  est 
parfois  bien  sujette  à  caution,  cette  créance  î  On  n'hésite  pas,  par 
exemple,  à  déclarer,  dans  tous  les  traités  élémentaires,  que  les  lois 
des  cordes  vibrantes  ont  été  découvertes  par  Pythagore  ;  or  pour 
nous  en  assurer,  les  auteurs  les  plus  anciens  que  nous  trouvions 
sont  Nicomaque,  Jamblique  et  Boëce;  de  Pythagore  à  Nicomaque 
bien  des  légendes  ont  eu  le  temps  de  germer  et  de  croître  ! 

Les  systèmes  astronomiques  des  Pythagoriciens  él,  particuliè- 
rement, celui  de  Philolaiis  retiennent  longuement  M.  VIdo  Mieli; 
ils  le  méritent,  puisqu'ils  ont  préparé  la  voie  à  Copernic;  aussi 
ont-ils  fait  l'objet  de  très  nombreux  travaux  dont  l'analyse  et  la 
discussion  sont  du  plus  grand  intérêt. 

Avant  de  clore  cette  Analyse  trop  sommaire,  n'oublions  pas 
d'avertir  les  lecteurs  du  UuUelin  (jue,  en  feuilletant  le  Livre  de 
M.  Mieli,  ils  lencontreront  souvent  un  nom  cher  à  leur  sou\enir; 
l'œuvre  accomplie  par  Paul  Tannery  sur  les  origines  de  la  Science 
grecque  leur  apparaîtra  dans  toulc  son  ampleur. 

PlKIlUE     Du  HEM. 
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TEIXEIKA  (F.  GoMES).  —  Sur  xes  Problèmes  célèbres  de  la  Géométrie 

ÉLÉMENTAIRE     NON     RÉSOLUBLES      AVEC     LA      RÈGLE     ET      LE      COMPAS,      In-4, 

i32  pages.  Coimbre,  imprimerie  de  l'Université,  I9i5. 

M.  Cionies  Teixeira,  qui  est  bleu  connu  Jii  public  mathéma- 
tique fiançais,  tout  particulièrement  par  son  Traité  des  courbes, 
était  tout  désigné,  par  ses  travaux  antérieurs,  pour  écrire  le  Livre 
intéressant  qu'il  vient  de  publier. 

Parmi  les  problèmes  célèbres  de  la  Géométrie  élémentaire,  il  en 
est  trois  qui,  de  tout  temps,  ont  attiré  l'attention  des  géomètres. 
Ce  sont:  lu  duplication  du  cube,  la  trisection  de  l'angle,  la 
quadrature  du  cercle.  Les  géomètres  qui  se  sont  occupés  de  ces 
[)roblèmes  ne  pouvant  les  résoudre  à  l'aide  de  la  règle  et  du 
compas,  c'est-à-dire  au  moyen  du  tracé  de  droites  et  de  cercles, 
ont  considéré  comme  impossible  une  solution  de  cette  nature  et 
ont  employé,  pour  les  résoudre,  d'autres  lignes.  C'est  là  où  l'ingé- 
niosité de  chacun  a  pu  se  donner  libre  cours. 

M.  Gomes  Teixeira  a  tout  d'abord  cherché,  sur  chaque  pro- 
blème, à  rassembler  toutes  les  solutions  proposées.  C'était  là  un 
travail  utile  pour  fixer,  sur  bien  des  points,  l'histoire  des  Mathé- 
matiques, mais  non  dépourvu  de  difficultés.  Les  géomètres  de 
l'ancienne  Grèce  se  sont  occupés  de  ces  problèmes  et  l'Auteur  a 
du  chercher,  dans  ce  qui  nous  est  parvenu  de  leurs  œuvres,  quelle 
avait  été  la  contribution  de  chacuu  d'eux.  Deux  (3uvrages  :  les 
Archimedis  opéra  d'Eutocius  et  les  Commentaires  jîiathémati- 
rjues  de  Pappus,  lui  ont  été  d^ln  secours  particulièrement  précieux. 
Puis,  pour  les  géomètres  d'après  la  Renaissance,  la  Géométrie  de 
Descartes,  VArithmetica  Uiiiversalis  de  JNewton  et  les  Œuvres 
de  Huygens  ont  été  ses  sources  fondamentales.  Sa  documentation 
historique  est  de  tout  premier  ordre  et,  de  plus,  considérable.  Ses 
sources  de  renseignements  sont  nettement  citées,  contrôlées  et 
donnent  au  lecteur  la  plus  grande  confiance. 

Pappus,  dans  le  fJvre  IV  des  Collections  mathématiques^  a 
divisé  les  problèmes  de  la  Géométrie  en  trois  classes  :  i"  les  pro- 
blèmes plans ,  c'est-à-dire  ceux  qu'on  peut  résoudre  à  l'aide  de  la 
règle  et  du  compas;  2*^  les  problèmes  solides,  c'est-à-dire  ceux 
(ju'on  peut  résoudre  au  moyen  des  sections  coniques;  3"  les  pro- 
blèmes  linéaires^    c'est-à-dire    ceux    dont    la    solution    dépend 
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d'autres  courbes.  Ce  géomètre  considérait  comme  une  faute 
l'emploi  de  lignes  diflerentes  de  la  droite  et  du  cercle  dans  les 
problèmes  de  la  première  classe  ainsi  que  l'emploi  de  courbes 
différentes  des  coniques  dans  les  problèmes  de  la  seconde. 
La  duplication  du  cube,  cas  particulier  du  problème  des  ri 
moyennes,  la  trisection  de  l'angle  n'appartiennent  pas  à  la  première 
classe,  mais  à  la  seconde.  Dans  sa  Géométrie,  Descartes  partage 
les  idées  de  Pappus,  et  c'est  sa  méthode  de  résolution  graphique 
des  équations  du  troisième  et  du  quatrième  degré  à  l'aide  d'une 
parabole  et  d'un  cercle  qu'il  applique  au  problème  des  deux 
moyennes  et  de  la  trisection  de  l'angle.  Il  y  énonce  de  plus  que  la 
parabole  peut  être  remplacée  par  une  conique  quelconque  arbi- 
trairement donnée.  Enfin  il  démontre  que  la  solution  d'un  pro- 
blème quelconque  dépendant  d'une  équation  du  troisième  degré 
peut  être  réduite  à  celle  du  problème  des  deux  moyennes  ou  à 
celle  du  problème  de  la  trisection  de  l'angle.  Ces  résultats  ont  été 
repris  par  plusieurs  mathématiciens  et  tout  particulièreuient  par 
Newton  dans  la  dernière  partie  de  son  Arithmetica  Universalis. 
Mais  le  grand  géomètre  pense  au  contraire  que,  dans  le  choix  de 
la  courbe  employée  pour  résoudre  un  problème  géométrique,  on 
ne  doit  pas  tenir  compte  de  la  simplicité  de  son  équation,  uiais  de 
la  facilité  de  sa  construction.  Ce  fut  là  aussi,  je  crois,  la  pensée 
de  l'Auteur  dans  l'exposition  qu'il  a  faite  des  diverses  méthodes 
et  constructions  de  tvisectrices  et  de  quadratrices.  Son  rôle  ne 
s'est  pas  limité  à  des  recherches  bibliographiques  et  historiques. 
Il  a  suivi  sensiblement  l'ordre  chronologique,  montré  les  points 
communs  des  diflerentes  solutions  et,  se  servant  des  procédés  de 
la  Géométrie  analytique,  expli(jué  sinq)lement  les  constructions 
proposées.  Il  a  toujours  respecté  la  pensée  du  géomètre  qu'il  étu- 
diait, mais  ne  s'est  pas  gêné,  et  cela  avec  raison,  pour  donner  à  sa 
solution  une  forme  plus  directe  et  plus  élégante  et  au  besoin  la 
généraliser.  Ce  qu'il  y  a  d'agréable  dans  la  lecture  un  peu  fa^^ti- 
dieuse  de  toutes  ces  solutions,  c'est  la  clarté,  la  précision  cl  la 
simplicité  que  l'Auteur  a  su  y  mettre. 

Dans  un  dernier  Chapitre  qui  est  l  conc  lusion  de  cet  ()uvrage, 
M.  Teixeira  étudie  l'impossibilité  de  la  résolut iou,  pu  la  lègle  et 
le  compas,  des  problèuies  considérés.  Cette  question,  abordée  par 
Descartes  dans  sa  (ieométrie^  n'a  (''t('  complet cmonl  résolue  qu'au 

/JulL  des  Sciences  nutthéni.,  2"  série,  l.  Xf^.  (  Voiit  i()«<>.)  1^ 
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xix^  siècle,  après  les  rechercires  de  Gauss  et  d'Ahel  sur  la  résolu- 
tion des  équations  algéhriques  au  moyen  de  radicaux.  Suivant  la 
méthode  de  Petersen,  il  montre  que  c'est  une  condition  nécessaire, 
pour  qu'une  équation  algébrique  irréductible  dans  un  domaine  de 
rationalité  soit  résoluble  par  des  opérations  rationnelles  et  des 
extradions  de  racines  carrées,  exécutées  sur  des  nombres  du 
domaine  de  rationalité  ou  sur  des  résultats  des  opérations  anté- 
rieures, que  le  degré  de  l'équation  soit  égal  à  une  puissance  de  2. 
En  passant  au  domaine  de  la  Géométrie,  il  en  déduit  la  condition 
de  résolution  d'un  problème  à  l'aide  de  la  règle  et  du  compas. 
Les  applications  aux  problèmes  des  moyennes,  de  la  division  de 
l'angle  et  de  la  division  de  la  circonférence  en  parties  égales  sont 
alors  immédiates.  Enfin,  étudiant  tout  particulièrement  l'impos- 
sibilité de  la  quadrature  du  cercle,  il  reproduit,  tout  en  la  simpli- 
fiant, la  démonstration  de  Gordan  sur  la  transcendance  du 
nombre  tu. 

Edmond  Ouivet. 


MELANGES. 

SUR  LES  VOLUMES  DUS  A  LA  ROTATION  D'UN  CONTOUR  ; 

Par  m.   a.   BUHL. 

{Seconde  Note.) 


1.  Dans  la  Note  publiée  dans  ce  Bulletin^  en  août  1910,  je  rap- 
pelais incidemment  un  théorème  de  M.  G.  Kœnigs  concernant  le 
volume  engendré  par  une  aire  plane  tournant  autour  d'un  axe  de 
position  quelconque  par  rapport  au  plan  de  cette  aire.  J'expose, 
dans  ce  qui  suit,  des  résultats  analogues  et  aussi  généraux  pour  le 

as  où  la  cloison  en  rotation  appartient  à  une  surface  qui  est  du 

econd  degré  au  lieu  d'être  du  premier. 
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Une  cloison  située  su?'  unequndrique  et  sa  projection  sur  un 
plan  principal  donnent^  en  tournant  autour  d' un  axe  prin- 
cipal  situé  dans  le  plan  principal  considéré^  des  volumes  de 
révolution  de  rapport  constant. 

C'est  là  lin  théorème  absolument  analogue  à  celui  qui  concerne 
la  projection  des  aires  planes.  Et  quand,  pour  une  même  cloison, 
on  connaît  les  volumes  tournants  relatifs  à  trois  axes  rectangu- 
laires, on  obtient  aisément  le  volume  tournant  relatif  à  un  axe 
quelconque. 

D'ailleurS;  au  delà  de  la  cloison  du  second  degré,  il  v  a  certai- 
nement des  résultats  géométriques  spécialement  élégants  pour  les 
volumes  tournants  engendrés  par  des  cloisons  algébriques  ou, 
pour  mieux  dire,  par  des  contours  fermés  tracé?  sur  des  surfaces 
algébriques.  Le  lecteur  intéressé  par  de  telles  considérations  est 
prié  de  se  reporter  à  une  Note  Sur  les  applications  géomé- 
triques du  théorème  d'Abel  et  de  la  formule  de  Stokes  insérée 
aux  Comptes  rendus  du  2^  mars  1916  ainsi  qu'à  mon  quatrième 
Mémoire  Sur  les  transformations  et  extensions  de  la  formule 
de  Siokes  pul)lié  aux  Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de 
Toulouse  (1914). 

2.  Dans  ma  précédente  Note,  j'ai  considéré  une  cloison  1  tour- 
nant autour  d'un  axe  quelconque  déterminé  par  Tun  de  ses 
points  (rt,  />,  c)  et  par  ses  cosinus  directeurs  A,  a,  v. 

Le  volume  tournant  ainsi  engendré  était  exprimé  par 


(l)  Vr^^.Tl 


a  [3  Y 

X  JJL  V 

X  ~  a     y  —  h     z  —  c 


d:s. 


Supposons  que  la  cloison  cr  soit  prise  sur  la  surface  d  écpialion 

oîi  X  est  un  coefficient  constant  (pielconque  et  où  'f  (j*)  est  une 
fonction  arbitraire  de  x  seulement.  Si  p  et  q  désignent.  (Confor- 
mément à  Tusage,  les  dérivées  partielles  de  z,  on  a 

OLd<j  =  —  p  dx  dy,  ^  d^  =  —  q  d.r  dy,         '{  ds  —  dx  dy^ 

pz  =  ^'{x),         (jz  =  'Ay. 
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Admettons  que  l'axe  de  rotation  soit  Ox,  d'où  r/,  b,  c,  jjl,  v  sont  nuls 
et  X  égal  à  Tunité.  La  formule  (i)  donne  alors,  après  des  réduc- 
tions immédiates, 

(■>)  V.,.=  2 -(/.-+- I)    /    l  ydxdy. 

J  J  Q 

Désignons  par  A-  la  projection  de  la  cloison  t  faite  sur  Oxy 
parallèlement  à  Taxe  des  ::.  Soit,  de  plus,  k^x  'e  volume  engendré 
par  l'aire  plane  A^  tournant  autour  de  Ox.  L'intégrale  double  qui 
figure  dans  (3),  aft'ectée  du  coetlicient  27:,  n'est  autre  que  As^. ; 
donc 

(4)  V^=(x-f-i)A,,,. 

Un  contour  quelconque,  tracé  sur  une  sur/ace  (2),  et  sa  pro- 
jection sur  Oxy  engendrent,  en  tournant  autour  de  Ox,  des 
volumes  dont  le  rapport  est  constant. 


3.  Les  surfaces  les  plus  simples  contenues  dans  Téqualion  (2) 
sont  évidemment  du  second  degré.  Les  plus  symétriques  sont  les 
quadriques  à  centre 

(;>)  Air2-HB7'-2+ G^2=  I 

pour  lesquelles  la  formule  (1)  et  des  permutations  convenables 
donnent 


(-5)^-=(r;-)'^ 


yx-, 


(6)  {  V,.=  (i-xV..,--(^  -')Azr, 


A/    '^-^      VC 


Pvemarquons  que  certains  de  ces  volumes  tournants  doivent  être 
considérés  comme  négatifs. 

Ainsi,  supposons  que  (5)  soit  un  ellipsoïde  qui,  conformément 
aux  habitudes,  aura  son  plus  grand  et  son  plus  petit  axe  respecti- 
vement dirigés  sur  Ox  eiOz.  Alors  A  <  15  <  G  el,  dans  ces  con- 
ditions, \y  est  négatif.  D'ailleurs,  de  tels  résultats  sont  parfaite- 
ment naturels  en  vertu  de  la  continuité.  Ainsi  \  .^  est  positif 
si  \^  <G,  mais  si  B  =  G  \x  devient  nul.  L'ellipsoïde  est  alors  de 
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révolution  autour  de  Ox  et  la  cloison  ellipsoïdale,  en  tournant 
autour  de  Ox,  ne  fait  que  glisser  sur  la  surface  et  n'engendre 
aucun  volume.  Si  B  >  C,  il  est  tout  indiqué  de  considérer  comme 
négatif  le  volume  qui  vient  de  passer  par  zéro  pour  B  =  C. 

Connaissant  Vx,  Vj,  V^  on  en  déduira,  d'après  ce  qui  a  été  rap- 
pelé dans  la  précédente  Note, 

(7)  xv^+[^\V+vV, 

pour  le  volume  engendré  par  une  cloison  détachée  de  la  qua- 
drique  (5)  et  tournant  autour  d'un  axe  quelconque  passant  par  O. 
On  passera  aisément  de  là  à  l'axe  tout  à  fait  quelconque. 

4.  Les  formules  (6)  semblent  contenir  diverses  comparaisons 
intéressantes.  Ainsi,  des  égalités  relatives  à  \  j-,  on  conclut  immé- 
diatement 

t*A.-a;  =^   '-"A-yx- 

Une  cloison,  prise  sur  la  qiiadrique  (5),  donne,  par  projec- 
tion sur  les  plans  Oxy  et  Oxz,  des  aires  planes  A-  et  Aj 
lesquelles,  en  tournant  autour  de  Ox,  engendrent  des  volumes 
dont  le  rapport  est  constant. 

Si  Ton  avait  B  =  G,  la  quadrique  serait  de  révolution  autour 
de  O^  et  les  aires  planes  A^  et  A^  engendreraient  des  volumes 
égaux  ;  ceci  serait  conforme  au  théorème  du  dièdre  donné  au  para- 
graphe 7  de  ma  précédente  Note.  On  voit  que  ce  théorème  est 
susceptible  d'être  généralisé  de  manière  très  simple. 


o.  Pour  être  complet,  il  faul  montrer  que  les  résultais  précé- 
dents ont  leurs  analogues  sur  les  quadriques  dont  le  centre  est 
à  l'infini.  Soit  le  paraboloïde 

(8)  •!_+        =.,.r. 

a  b 

C'est  évidemment  une  surface  du  type  (2)  et,  si  l  axe  de  rota- 
tion est  O.r,  il  n'y  a  besoin  d'aucun  raisonnement  nouveau.  On  a 


v,.=(.-^),v..=(i;-,)v.... 
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Si  l'axe  de  rolation  est  Oz,  la  formule  (i)  donne 

\ z=  '^~l    I   {^x  —  OLy)di  —  i-K  l    j   (ce  -h y  -y-  jclx  dz. 

De  l'équaLion  du  paraboloïde  on  tire  immédiatement 

dy 
•^   dx 
d'où  finalement 

(9)  V-  =  A3.--T-2  7raA,.. 

Si  a  était  nul  le  paraboloïde  (8)  serait  confondu  avec  le  plany  =  o 
et  il  est  clair  que,  dans  ce  cas,  on  aurait  Vs=  A^^. 
Pour  Vy  la  formule  (i)  donne 

Vv=2Tr    /     /  {OLZ  —  •fx)d(s  =  — 2TÏ    /     /   {x-^zp)dxdy 
et,  comme  l'équation  (8)  donne  zp  =  ^,  on  a 

(lO)  Vy=    —    A-y—    21t6A-. 

Les  expressions  trouvées  pour  V^,  V^^,  V^  montrent  suffisam- 
ment qu'il  y  a  lieu  d'attribuer  des  signes  à  ces  volumes. 

Pour  N X  le  résultat  déjà  indiqué  est  analogue  à  celui  obtenu 
pour  la  quadrique  centrée.  Je  laisse  au  lecteur  le  soin  de  traduire 
les  tbéoièmes  (9)  el  (10)  en  langage  ordinaire. 

On  est  à  même  maintenant  de  former  (^)  et  d'exprimer  sim- 
plement le  volume  engendré  par  une  cloison  paraboloïdale  tour- 
nant autour  d'un  axe  absolument  quelconque. 

6.  Sans  avoir  rien  d'essentiel  à  ajoutei-,  il  importe  beaucoup 
de  remarquer  i'exlréme  analogie  de  ce  qui  précède  avec  le  théo- 
rème concernant  la  projection  des  aires  planes.  Revoyons  d'abord 
ce  dernier  sous  un  jour  convenable. 

Une  aire  plane  P  projetée  sur  un  plan  H  est  multipliée  par  une 
constante  qui  est  le  cosinus  de  l'angle  de  projection.  I^e  théorème  se 
conserve  si  l'aire  à  projeter,  au  lieu  d'être  plane,  est  prise  sur  une 
surface  dont  le  plan  tangent  fait  un  angle  constant  avec  le  plan  de 
projection;  un  exemple  particulièrement  simple  de  telles  surfaces 
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est  fourni  par  le  cône  de  révolulion  dont  l'axe  est  normal  à  II. 
Celte  première  extension  se  rencontre  déjà,  en  1696,  chez  Jacques 
Bernoulli  et,  en  1699,  chez  le  religieux  Urbain  Grandi  qui  fait 
ainsi  la  quadrature  d'une  certaine  cloison  conique  qu'il  appelle 
voile  du  Camaldule  (F.  Freinet,  Recueil  d^exercices  sur  le 
Calcul  infinitésimal^  5^  édition^  '^9')  P-  -^'^j)-  Elle  intervient 
dans  de  savants  Mémoires  modernes,  notamment  dans  celui  de 
M.  G.  HuMBERT,  Sur  le  lliéorènie  d^Abel  et  quelques-unes  de 
ses  applications  à  la  Géométrie  (^Journal  de  Mathématiques^ 
1890).  L'éminenl  géomètre  veut  généraliser,  pour  l'ellipsoïde,  le 
théorème  de  Graves,  c'est-à-dire  circonscrire  à  la  quadrique  un 
cône  de  révolution  et  obtenir  la  différence  d'aires  existant  entre  la 
nappe  conique  et  la  cloison  ellipsoïdale  déterminées  par  l'ellipse 
de  contact.  Il  obtient  d'abord  l'aire  conique  par  le  procédé  de 
Bernoulli  et  Grandi.  Mais  le  procédé  mérite  surtout  d'être  retenu 
au  point  de  vue  élémentaire;  il  figure  ainsi  dans  l'excellent il/rt/iwe/ 
de  Géométrie  de  F.  G. -M.  (191 3,  p.  482).  Quant  aux  surfaces 
plus  générales,  dont  le  plan  langent  a  une  pente  constante  sur  le 
plan  Oxy  pris  pour  plan  II,  on  peut  les  définir  par  l'équation 
aux  dérivées  partielles 

(11)  p'*-^  q"*-—  const. 

qui  donne  les  hélicoïdes  développables  dont  les  hélices  arêtes  de 
rebroussement  ont  des  tangentes  faisant  un  angle  constant  avec  H. 
Revenons  maintenant  à  la  quadrique  (5).  Elle  a  exactement  le 
même  degré  de  généralité  qu'un  plan  P  quelconque  d'équation 

A  iT  H-  ^y  -f-  G  j  =  I . 
I 

Une  cloison  prise  dans  P  et  sa  projection  sur  Oxy  ont  des  aires 

'  en  rapport  constant;   une  cloison   prise  sur  (5)  et   sa   projection 

sur  Oxy  ont,   par  lapport  à  l'axe   de  rotation  Ox,  des   volumes 

I  tournant  dans  le  rapport  constant  de  G  —  B  à  G. 

De  même  qu'en  un  point  d'une  surface  quelconque  ou  imagine 
un  plan  P  langent,  on  peut  imaginer  wnQ  quadrique  (^5)  langente; 
elle  a  pour  équation 

(12)  t   X2-i-   'l  Y2_   i  /2^^,.^,,    ._.^ 

X  y  c  '  ^"^ 

Or  le  raisonnement  (jui  étend  le  théorème  de  la  [)rojeclion  des 
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aires  planes  au  cas  des  hélicoïdes  porte  maintenant  à  rechercher 
des  surfaces  ayant  en  chaque  point  une  quadiicjue  tangente  (12) 

pour  laquelle 

qz 

-1—  =  const.  =  X, 

y 

car  le  théorème  établi  pour  la  quadrique  (5)  serait  vrai  pour  chaque 
élément  d'aire  de  ces  surfaces  et,  par  suite,  il  ser;nt  vrni  pour  une 
cloison  quelconque  qu'on  pourrait  y  découper.  Or  l'équation  aux 
dérivées  partielles  finalenierjt  obtenue  est  d'mie  inlégralion  immé- 
diate, beaucoup  plus  immédiate  même  que  l'intégration  de  (11); 
elle  conduit  aux  surfaces  (2). 

J'ai  cru  devoir  revenir  ainsi  à  ces  surfaces  (2)  non  seulement 
pour  signaler  les  analogies  avec  les  projections  d'aires  mais  aussi 
parce  que,  pour  les  volumes  tournants,  je  n'avais  obtenu  d'abord 
que  le  théorème  relatif  aux  quadriques  (5)  d'où  j'étais  passé  aux 
surfaces  (2)  par  le  dernier  raisonnement  qui  vient  d'être  exposé. 
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DUHEM  ([*.). —  Le  Systkme  du  Monde.  LIistoire  des  doctrines  coSiMO- 
LOGFQUES  Di:  Platon  A  GoPERNic.  Tomc  Iir,  I  voL  gr.  in-8,  549  pages. 
Paris,  A.  Ilermann,  igiâ. 

On  pouvait  craindre,  non  sans  de  fortes  raisons,  que  la  guerre 
qui  trouble  si  profondément  toute  l'Europe  allait  interrompre, 
avec  tant  d'autres  entreprises  purement  scientifiques^  la  publi- 
cation du  grand  Ouvrage  de  M.Duhem;  au  contraire,  deux  années 
après  la  publication  du  Tome  1  (')  et  une  année  après  celle  du 
Tome  II  (^),  nous  eûmes  l'agréable  surprise  de  recevoir  le  Tome  II  1, 
aussi  beau,  non  moins  intéressant  et,  si  cela  est  possible,  encore 
j)lus  documenté  que  les  précédents. 

Si  un  lecteur  prétendait  trouver  dans  ce  Volume  la  révélation 
de  découvertes  astronomiques  ou  d'autre  genre  faites  au  cours  du 
Moyen  Age,  s'il  espérait  trouver  une  idée  tout  à  fait  originale,  une 
méthode  de  calcul  nouvelle,  ou  même  une  seule  observation 
échappée  aux  prédécesseurs,  il  serait  sans  doute  déçu;  mais  si  ses 
aspirations  se  bornent  à  être  instruit  sur  les  thèmes  qui  étaient 
alors  à  l'ordre  du  jour  parmi  les  savants,  s'il  désire  connaître  le 
niveau  atteint  alors  par  la  culture  et  les  erreurs  qui  ont  marqué 
autant  d'étapes  dans  le  chemin  long,  difficile,  glorieux  qui  mène 
de  l'ignorance  à  la  vérité,  de  Tobscurilé  à  la  lumière  ( '),  la  lecture 
du  Volume  en  question  finie,  il  devra  reconnaître  que  le  temps  et 
la  peine  employés  n'ont  pas  été  perdus.  .l'ajoute  que,  (elle  est 
l'ampleur  de  l'interprétation  que  M.  Duhem  a  donnée  au  sujet 
(pi'il  a    choisi,  que   les    historiens    de  T  Vsli'onomic,   de  la    Philo- 


(')  Voir  ce  JiuUetin,  t.  WWIII  de  la  :>"  série,  \"   Parlic,  uji '|,  p.  h)1. 

(')  Ibid..  t.  XWIX,  H)!.'),  I'"  Partie,  p.  '). 

( ')  I*()ur  ceux  qui  s'intéressent  à  la  Mélliodoloi^ie  de  l'Histoire  des  Sciences,  je 
crois  bon  de  rernarcjner  que  M.  Dnlieni  njonlre  par  ses  procédés  (lu'il  pense  que, 
dans  les  rcidierclies  sur  l'évolution  de  la  pensée,  une  jdace  doit  cire  réservée  aux 
erreurs,  loi-S((uVlies  ont  préparé  la  dé(U»uverlt>  de  la  vérité,  et  une  aux  travaux 
médiocres  ou  insignifiants,  lorsqu'ils  ont  servi  à  orient»  r  les  savanl^^  dans  une 
certaine  direction. 

Bull,  des  Sciences  niatheni.,  2'  série,  t.  XL,  (Septembre  igiti.)  u» 
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Sophie,  de  la  Physique  et  de  la  Théologie  trouveront  de  quoi  les 
intéresser.  En  outre,  M.  Duhem  n'a  pas  été  rebuté  par  l'examen 
d'arides  compilations  dues  à  des  écrivains  dépourvus  de  toute 
originalité,  et  il  a  eu  Tart  d'en  extraire  ce  qui  est  bon  ou  tout  au 
moins  capable  de  projeter  quelque  lumière  sur  l'état  de  la  civili- 
sation au  Moyen  Age,  à  tel  point  que  l'ennui,  qui  sans  doute  se 
sera  souvent  emparé  de  lui,  est  totalement  épargné  au  lecteur. 

Les  six  longs  Chapitres  dont  est  formé  ce  Tome  III  appar- 
tiennent encore  à  la  deuxième  Partie  [U Astronomie  latine  au 
Moyen  Age),  dont  un  Chapitre  (consacré  à  la  Cosmologie  des 
Pères  de  V Eglise)  se  lit  à  la  fin  du  précédent.  Nous  ignorons  si 
de  la  sorte  cette  deuxième  Partie  est  finie,  car  l'Auteur  ne  fait  à 
cet  égard  aucune  déclaration;  nous  nous  bornerons,  en  consé- 
quence, à  analyser  ces  Chapitres,  en  remarquant  d'abord  et  en 
général  que,  pour  chaque  savant  qu'il  rencontre,  M.  Duhem  se 
pose  cette  question  :  Quels  sont  les  auteurs  que  ce  savant 
a  lus?,  question  importante  et  souvent  très  épineuse,  car  cer- 
tains ouvrages  cités  n'ont  pas  été  lus  et  peut-être  vice  versa;  et 
comme  cette  méthode  est  toujours  suivie,  on  arrive  enfin  à  con- 
naître aus5i  ceux  gui  ont  lu  ce  savant  :  excellente  méthode  de 
recherches  sur  le  développement  de  la  pensée,  que  M.  Duhem 
applique  depuis  longtemps  avec  succès,  comme  sait  très  bien 
quiconque  connaît  les  Volumes  qu'il  a  consacrés  à  Léonard  de 
Vinci. 

L'initiation  des  Barbares  (pour  employer  les  mots  mêmes  qui 
forment  le  titre  du  Chapitre  H  de  la  deuxième  Partie  de  l'Ouvrage 
de  M.  Duhem)  commence  par  saint  Isidore  de  Séville  (mort 
en  636),  qui,  le  premier,  s'efforça  de  satisfaire  ce  désir  de  savoir 
(jui  était  intense  chez  les  peuples  jeunes  qui  envahirent  l'Empire 
romain  et  en  déterminèrent  la  dissolution.  Ses  Ouvrages  (Les 
Etymologies  et  Les  Origines)  ne  sont  que  de  simples  compi- 
lations, basées  sur  une  information  scientifique  bien  pauvre  (*) 
fournie  par  saint  Ambroise,  Hygin  et  Suéton.  Toutefois,  comme  en 
Lsidore  le  désir  de  connaître  les  phénomènes  de  la  Terre  et  du  Ciel 


(')   Pour   donner  une  preuve   de   ce  jugement,  nous    remarquerons   qu'Isidore 
ideolifie  Ptolémée  l'Astronome  avec  un  Ptolémée  roi  d'Egypte. 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  2-5 

est  une  curiosité  légitime  (circonstance  qu'il  est  bon  de  remarquer, 
car,  au  contraire,  pour  les  Pères  de  l'Eglise  les  recherches  de  Phy- 
sique et  d'Astronomie  ne  représentaient  en  général  que  des  occu- 
pations oiseuses  et  futiles),  il  a  joué  dans  l'Histoire  de  la  Science  un 
rôle  dont  l'importance  ne  saurait  être  niée.  On  peut  dire  que  le 
premier  âge  de  la  Science  des  Barbares  eut  un  seul  représentant, 
c'est-à-dire  Isidore  de  Séville.  Le  second  âge  est  celui  où  vécurent 
des  savants  qui  se  renseignèrent,  à  la  fois,  auprès  d'Isidore  et  de  Pline 
l'Ancien.  Le  vénérable  Bède,  fameux  prêtre  anglais  (ô^s-^So),  est 
le  plus  éminent  d'entre  eux;  car  son  Traité  De  temporiim  ratione, 
renfermant  des  résultats  d'observations  personnelles,  ne  peut  ni  ne 
doit  être  considéré  que  comme  une  pure  et  simple  compilation 
d'écrits  antérieurs.  Les  mêmes  éloges  ne  méritent  certainement 
pas  les  Ouvrages  de  Rhaban  Maur  (7^6-856),  évêquede  Majence, 
dont  on  cite  très  souvent  une  indigeste  compilation,  formée  avec 
des  matériaux  tous  dus  à  Isidore  de  Séville,  qui  commence  par 
Dieu  et  la  Sainte  Trinité  et  finit  par  l'Art  culinaire.  Maur  est  donc 
un  élève  d'Isidore.  La  même  chose  peut  se  répéter  à  l'égard  de 
l'auleiir  (saint  Anselme?  Honoré  le  Solitaire?  ou  bien  Honoré 
le  Scolastique  ?)  du  Traité  De  imagine  mundi,  qui  remonte  à  la 
première  moitié  du  xii*^  siècle  et  qui  estunrésumé  de  connaissances 
cosmographiques,  géographiques  et  astronomiques  que  les  chré- 
tiens occidentaux  avaient  pu  acquérir  en  lisant  Isidore  et  Pline 
l'Ancien. 

C'est  à  peu  près  le  niveau  atteint,  non  seulement  par  Bède 
le  Vénérable,  dont  nous  avons  d('jà  parlé,  mais  encore  par 
saint  Jean  de  Damas,  qui,  vers  l'an  700,  écrivit  en  grec  une 
Exposition  détaillée  de  la  foi  orthodoxe,  Ouvrage  auquel 
IM.  Duhcm  croit  nécessaire  de  consacrer  quelques  pages,  en  cous  - 
dérant  que,  lorsque  au  temps  du  pape  Eugène  111  (ii45-ii53)  il 
fut  traduit  en  latin,  on  le  considéra  tout  de  suite  comme  un  tra- 
vail d'une  grande  autorité.  Une  considération  du  même  genre  le 
fait  s'arrêter  sur  le  Livre  des  Sentences  de  Pierre  Loniharil  [\  100- 
I  164),  archevêque  de  Paris  depuis  i  i()i,  car  il  s'agit  (Tun  Ouvrage 
(pii,  quoique  doué  d'une  importance  que  M.  Dnlicni  diudarcî  1res 
minime,  fut  le  sujet  d'innombrables  commentaires  et  assura  pen- 
dant tout  le  Moyen  Age  la  plus  grande  célébrité  au  «  INIaître  des 
Sentences  ».  Pierre  Lombard  est  le  dernier  des   personnages  (pie 


9-76  ,   PREMIÈRE    PARTIE. 

M.  Duliem  considère  comme  ayant  opéré  l'initiation  des  Barbares 
aux  mystères  de  la  Science. 

Le  Chapitre  suivant  a  un  sujet  plus  étroitement  astronomique  : 
Le  système  d^HéracUde  ait  Moyen  Age.  Son  but  (il  est  à  peine 
nécessaire  de  le  déclarer)  est  de  faire  connaître  quel  accueil  reçut 
au  Moyen  Age  l'idée  de  faire  circuler  Mercure  et  V^énus  autour  du 
Soleil.  Il  commence  par  un  exposé  de  ce  que  Chalcidius,  Macrobe 
et  Martianus  Capella  enseignaient  touchant  les  mouvements  de 
ces  astres;  cet  enseignement  séduisit  Jean  Scot  Erigène,  «  Michèle 
Scotto...,  che  veramente  Délie  magiche  ("rode  seppe  il  gioco  » 
(Daivïe,  Enfer^  chant  xix,  i  lô-j),  célèbre  moine  dont  notre 
historien  examine  avec  soin  la  Physique  et  l'Astronomie;  delà 
sorte,  il  se  procura  les  éléments  nécessaires  pour  prouver  que 
Scot  Erigène  alla  plus  loin  qu'Héracllde,  car  il  fit  circuler  autour 
du  Soleil,  non  seulement  Mercure  et  Vénus,  mais  encore  Mars  et 
Jupiter;  s'il  n'en  eût  excepté  Saturne,  il  eût  été  le  vrai  précurseur 
de  Tycho  Brahé. 

L'étude  de  la  fortune  de  Macrobe  dans  les  écoles  médiévales 
fournit  l'occasion  à  M.  Duhem  de  parler  de  Gerbert  (gSo-iooS), 
l'émineni  savant  français  qui  devint  pape  sous  le  nom  de 
Sylvestre  II,  et  de  faire  connaître  quelques  autres  savants  prêtres, 
tels  que  le  moine  allemand  Manégold  (né  vers  1060,  mort 
après  I  io3),  le  bénédictin  Helpéric  qui  vécut  entre  980  et  1080  à 
qui  on  doit  un  travail  sur  le  Calendrier  qui  devint  classique) 
et  l'auteur  anonyme  d'un  Traité  qu'on  trouve  en  général  parmi  les 
Œuvres  de  Bède.  Une  place  particulière  doit  être  accordée  à 
Guillaume  de  Conches  (né  en  1080  près  d'Evreux,  mort  en  ii5o 
ou  en  1 154)  non  seulement  parce  que  ses  écrits  prouvent  (par  les 
citations  qu'on  y  trouve)  que  la  bibliothèque  des  Scoliastes  s'était 
alors  enrichie  de  quelques  auteurs  romains  et  arabes,  mais  à  cause 
de  la  remarquable  indépendance  de  jugement  manifestée  par  leur 
auteur,  qui  soutient,  contre  tous  ceux  qui  veulent  croire  sans 
comprendre,  le  droit  d'interpréter  l'Ecriture  par  des  explications 
naturelles;  «  nous  prétendons,  disait-il,  qu'en  toute  chose  nous 
dçvons  chercher  la  raison  »,  déclaration  bien  remarquable  dans 
la  bouche  d'un  homme  qui  vivait  il  y  a  environ  huit  siècles. 

M.    Duhem  fait  ensuite   une  digression  sur  un  thème  dont   il 
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s'était  occupé  dans  le  Tome  précédent  de  son  Ouvrage,  c'est-à-dire 
de  la  Théorie  des  Marées^  qu'il  suit  dans  les  écrivains  du 
xii""  siècle,  où  il  remarque  rinlluence  de  Paul  Diacre  (720-'y^8);  et 
il  finit  par  la  remarque  suivante  :  «  Dans  la  lutte  entre  la  théorie 
astrologique  des  marées  et  les  théories  de  Maciobe  et  de  Paul 
Diacre,  nous  pouvons  reconnaître  une  première  forme  d'un  couibat 
qui  se  poursuivra,  entre  ceux  qui  tentent  d'expliquer  ce  phéno- 
mène, jusqu'au  temps  de  Newton  :  d'une  part  se  tiendront  ceux 
qui,  plus  ou  moins  teintés  d'Astrologie,  demandent  à  l'influence 
des  astres  de  rendre  compte  du  flux  et  du  reflux  de  l'Océan; 
d'autre  part  se  tiendront  ceux  qui  rejettent  ces  influences  astro- 
logiques et  occultes  et  qui  ne  veulent  recourir  qu'à  des  causes  méca- 
niques prises  ici-bas.  Ceux-ci,  parmi  lesquels  se  rangera  Galilée, 
seront  assurément  les  plus  sensés;  et  ce  sont  ceux-là,  cependant, 
qui  s'approcheront  davantage  de  la  véritable  exjdication.   » 

Encore  une  fois,  il  revient  à  l'hypothèse  astronomique  d'Héra- 
clide  pour  la  poursuivre  à  travers  les  xiu*^,  xiv''  et  xv*"  siècles,  en 
examinant  les  opinions  de  l'astrologue  Baudoin  de  Gourtenaj 
(1217-12'ji),  de  Pierre  d'Abano,  de  Jean-Pic  de  la  Mirandole  et 
de  Marsil  Ficin,  en  faisant  sur  ce  dernier  la  remarque  suivante  : 
«  Tout  en  admettant  l'Astronomie  des  épicjcles,  Marsil  Ficin 
semble  s'être  complu  à  rechercher  tout  ce  qui  pouvait  rappeler  à 
cette  Astronomie  ses  origines  héliocentriques  ;  n'était-ce  pas, 
d'une  manière  efficace,  préparer  les  esprits  à  la  révolution  que 
Copernic  allait  bientôt  accomplir?  » 

Qu'il  nous  soit  permis  de  remarquer  que  ]M.  Duhein  donne  sur 
Pierre  d'Abano  des  renseignements  un  peu  Iroj)  \agues  et  incer- 
tains [ce  singulier  savant  est  né  vers  l'an  1  200  et  est  mort  en  i3i5 
ou  i3i6;  il  a  joué  un  rôle  scientifique  et  social  que  plusieurs  éru- 
dits  italiens  ont  placé  dans  tout  le  jour  désirable  (  '  )]  ;  en  revanche 
il  publie  pour  la  première  fois  des  extraits  de  son  Lucidator  astio- 
logiœ^  dont  une  fort  mauvaise  copie  se  trouve  dans  la  Bibliothèque 
nationale  de  l^aris. 

Dans  le  Chapitre  suivant,  M.  Duhem   étudie  Le   tribut  do/mé 

(')  Voir,  en  particulier,  l;i  savaiUc  monographie  :  Santé  Fehrahi,  /  iernpi.  ta 
vita,  le  doltrinc  cli  Pictro  d'Abano,  Saggio  storico  /ïtoso/ico  {Atli  delta 
R.  Università  di  Genova^  t.  Xl\  ,  igoo,  p.  '\[)o). 
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par  les  A  tabès  aux  Sciences  positives  avant  le  xiii*  siècle.  11 
remarque  tout  d'abord  que  les  premières  infiltrations  de  la  science 
arabe  dans  la  science  latine  sont  très  anciennes,  car  il  est  foit  pro- 
bable que,  avant  l'an  mille,  les  Ecoles  de  France  possédaient  déjà 
des  livres  Iraduils  de  ceuxqu'avaient  composés  les  savants  sarrasins 
et  dont  plusieurs  concernaient  l'Astronomie  pratique.  En  oulre, 
l'iniluence  des  Arabes  est  évidente  dans  le  Liber  de  Asti'olabie^ 
de  Gerbert,  par  lequel  l'illustre  auteur  a  vraiment  joué  le  rôle 
d'initiateur.  Toutefois,  c'est  seulement  au  premier  tiers  du  xii'' siècle 
que  les  écrits  physiques  d'Aristote  et  de  ses  disciples  commen- 
cèrent de  passer  de  l'arabe  en  latin;  ces  premières  traductions 
furent  l'œuvre  d'un  collège  d'interprètes  établi  à  Tolède,  d'après 
l'initiative  de  don  Raymond  (archevêque  de  cette  ville  pendant  les 
années  ii3o-ii5o);  elles  livrèrent  passage  aux  trois  grandes 
influences  qui  sollicitèrent  la  Scolastique  latine,  c'est-à-dire  les 
doctrines  du  Péripatétisme,  la  métaphysique  d'Avicenne  et  les 
doctrines  du  néo-platonisme  hellénique. 

Les  premières  traces  de  la  physique  péripatéticienne  dans  la 
Scolastique  latine  sont  visibles  dans  VOpusculum  de  opère  sex 
dieram^  de  Thierry  (né  à  Chartres,  mort  à  Paris  avant  11 55), 
penseur  remarquable  par  un  rationalisme  audacieux  qui  n'est 
dépassé  pas  même  par  Descartes  ni  par  Laplace  :  seul  Kant  a  eu  le 
courage  de  réduire  le  rôle  du  Créateur  au  degré  où  Thierry  le 
ramène  ! 

On  rencontre  après  Gilbert  de  la  Perrée  (1070  ou  1076-1154), 
médiocre  auteur  d'un  Liber  sex  principiorum^  sur  lequel 
M.  Duhem  s'arrête  très  peu,  hâté  par  le  désir  de  signaler  un  fiiit 
de  la  plus  grande  importance,  c'est-à-dire  l'introduction,  au  cours 
du  xii""  siècle,  de  l'Astronomie  de  Ptolomée  en  la  Scolastique 
latine;  c'est  l'œuvre  de  Platon  de  Tivoli  et  de  Jean  Hispanensis 
de  Luna,  qui  les  premiers  traduisirent  de  l'arabe  en  latin  les 
écrits  de  Al-Battaui  et  de  Al-Fergani,  où  sont  exposés  les  systèmes 
astronomiques  des  anciens.  Mais  il  faut  remarquer  (pie  les  infil- 
trations de  la  science  arabe  au  sein  de  la  Chrétienté  latine  se 
produisirent  à  la  fois  en  des  régions  bien  éloignées;  en  elTet,  tout 
un  collège  de  traducteurs  semble  avoir  eu  pour  centre  l'école  de 
Chartres;  d'autres,  tels  que  Platon  de  Tivoli,  paraissent  avoir 
conçu  en  Italie  le  désir  de  s'assimiler  les  connaissances  astrono- 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  279 

miqnes  des  Musulmans.  Enfin,  des  Tables  de  Marseille^  qui 
remontent  au  xiii*^  siècle  et  que  M.  Duhem  a  découvertes  dans  la 
Bibliothèque  nationale  de  Paris,  servent  à  prouver  que  les  côtes  de 
la  Provence  et  du  Languedoc  ont  été  ouvertes  à  la  pénétration  de 
la  science  arabe.  De  ces  Tables  notre  historien  donne  des  extraits 
qui  suffisent  pour  en  établir  la  valeur  sinon   l'originalité  (' ). 

Tandis  que  Platon  de  Tivoli  se  borna  à  faire  connaître  à  ses 
compatriotes  les  idées  de  Ptolémée,le  texte  même  de  VAlmageste 
fut  transporté  de  l'arabe  en  latin  (i  176)  par  un  autre  érudit  italien, 
Gérard  de  Crémone,  qui,  non  content  de  cela,  fournit  peu  après 
un  complément  utile  à  son  Ouvrage,  en  donnant,  sous  le  titre 
Tlieorica  planetarum^  unexposé  rapide  des  principales  doctrines 
formant  la  substance  de  la  Grande  Syntaxe. 

Le  Chapitre  que  nous  venons  d'analjser  se  clôt  par  un  para- 
graphe consacré  à  un  certain  Alain  de  Lille,  mort  en  i2o3,  et 
connu  surtout  par  un  poème  latin  intitulé  Anticlaudianus; 
M.  Duhem  le  considère  comme  avant-coureur  du  Paradis  de 
Dante  ;  les  longs  extraits  qu'il  donne  fournissent  les  éléments  suffi- 
sants pour  décider  combien  ce  jugement  est  conforme  à  la  vérité. 

Aux  Tables  de  Marseille^  citées  plus  haut,  font  pendant  les 
Tables  de  Londres.,  petit  écrit  que  notre  Auteur  a  remarqué  dans 
la  Bibliothèque  nationale  de  Paris  et  qu'il  analyse  au  début  de  son 
Chapitre  traitant  de  L'Astronomie  des  Séculiers  au  xiii"  siècle., 
en  émettant  l'hjpothèse  que  ces  Tables  aient  été  rédigées  par 
Pierre  de  Maricourl,  surnommé  Pierre  le  Pèlerin,  savant  picard, 
célèbre  dans  l'histoire  de  la  Physique  par  son  Epistola  de 
Magnete.  Un  de  ses  contemporains  est  l'Anglais  Jean  de  Sacro- 
bosco  (Holyvvood),  auquel  un  médiocre  Traité  ayant  pour  litre 


(')  Qu'il  nous  soit  peririis  do  signaler  un  passage  où  l'anonyme  aiitenr  dil  cjne 
tous  les  onze  rois  d'Egypte  qui  ont  [)orté  le  nom  de  Plolémée  ont  excelK-  en 
Astronomie;  c'est  la  deuxième  fois  (roir  plus  haut)  que  nous  rencontrons,  dans 
un  auteur  du  Moyen  Age,  ridenlilication  du  gi'and  astronome  avec  un  membre 
de  la  famille  régnante  d'Egypte;  or,  comme  les  données  biogiapliitpies  sur 
l'auteur  de  V Alrnaf^este  sont  peu  nonthreuses  cl  très  incertaines,  il  nous  semble 
(|u'il  est  prudent  de  ne  pas  exclure  a  priait  un  lien  de  sang  entre  le  grand  astro- 
nome et.  les  rois  d'Egypte,  jusqu'au  jour  où  de  nouveaux  documents  ne  per- 
mettent de  considérer  cette  donnée  (juc  (Mxumc  un  ilcs  nombreux  produits  de 
l'ardente  fantaisie  des  peuples  orientaux. 
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Sphœra  {\'?J\/\)  assura  pendant  plusieurs  siècles  une  renommée 
vraiment  extraordinaire  et  sans  doute  exagérée. 

Tous  les  traités  astronomiques  que  des  orientalistes  avaient  fait 
connaître  aux   Litins  jusqu'au  début  du  xiii®  siècle  s'accordent  à 
présenter  le  système  de  Ptolémée  comme  admis  sans  conteste;   or 
c'est  un  traducteur  de  plusieurs  Ouvrages  d'  Vristote,  Michel  Scot, 
qui  en    121-',  en  révélant  à   l'Europe   la    TJiéorie  des    Planètes 
d'Al-J^itrogi/lui  fit  connaître  le  système  des  sphères   homocen- 
triques.  Alors,  un  champion  se  dressa  pour  défendre  Forlhodoxie 
menacée;  ce   tut  Guillaume   d'Auvergne,  qui,   pendant  vingt  ans 
(1223-1242)7  occupa  le  siège  épiscopal  de  Paris  et  dont  les  écrits 
nous  montrent  hi  fermentation  engendrée  par  le  mélange  du  Péri- 
patétisme  islamique  et  de  l'Astronomie  arabe  avec  la  vieille  science 
occidentale.  Or  l'Université   de  Paris,  profondément  bouleversée 
sous  l'épiscopat  du  savant  que  nous  venons  de  nommer  et  dispersée 
en    1229,  n'avait  pas    tardé  à  reprendre   sa    vie  laborieuse.   Pour 
connaître  ce  qu'on  y  enseignait  en  1200  surl'Astronomie,  on  peut 
consulter  utilement  un   manuscrit  existant  dans    la   Bibliothèque 
municipale   d'Amiens    et   que    M.  Duhem    considère    comme   un 
Recueil  de  rédactions  faites  par  des  élèves  d'après  l'enseignement 
de  Roger   Bacon,  alors  que  celui-ci,   simple  maître  es  arts,  com- 
mentait publiquement  Aristote;  à  cause  de  cette  attribution,  il  en 
donne    une    analyse    fort    détaillée,    accompagnée     de    plusieurs 
extraits,  tout   en   reconnaissant   toutefois  que  la  science  astrono- 
mique qu'on  y   trouve  est  bien  chétivc  et  bien  pauvre,  quoiqu'en 
état  d'accroissement  continuel.  Vingt  ans  après,  dans  VOpus  majiis 
et  dans  VOpus  terliiim^  Bacon  s'est   montre   un  des  hommes  les 
mieux    informes    des    choses    de    TAslronomie  ;    c'est  cju'alors  il 
s'était  pleinement  instruit   en  lisant  les  écrits  de  son  compatriote 
Robert  Grosse-Testc  (1  170-1253),  évêque  de  Lincoln,  personnage 
imporlatil  auquel  M.  Duhem  consacre  un  paragraphe  de  son  His- 
toire. Les  paragraphes  suivants  se  rapportent  à  un   certain  Guil- 
laume l'Anglais,  médecin  do  Marseille,  qui  mérite  une  citation,  car 
il  est  le  premier  savant  latin  qui  se  soit  soucié  de  l'anivre  astrono- 
mique d'Al-Zar'kali.  Peut-être  était-il  frère  ou  cousin  de   Gilbert 
l'Anglais,  médecin  et  chancelier  de    l'Université  de  Montpellier, 
qui,  à  son  tour,  avait  probablement  des  liens  de  parenté  avec  ce 
Maître  Robert  l'Anglais,  qui  enseignait  dans  la  même  ville  en  1271 
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et  dont  un  Traité  du  Quadrant  a  été  pul)lié  en  iSg-j  par  P.  Tan- 
nerj.  Ce  Robert  obtint  une  place  dans  V Histoire  que  nous  exami- 
nons grâce  au  commentaire  qu'il  fît  de  la  Spliœra  de  Sacrobosco. 

Marseille  et  Montpellier  furent  des  portes  largement  ouvertes  à 
la  science  orientale;  toutefois,  pour  rendre  compte  d'une  manière 
complète  de  sa  pénétration  en  Europe,  il  est  nécessaire  de  consi- 
dérer encore  le  rôle  que  joua  la  science  rabbinique  en  des  pro- 
vinces où  Israël  comptait  de  nombreuses  et  llorissantes  commu- 
nautés ;  or,  c'est  précisément  à  des  astronomes  juifs,  vivant  au 
midi  de  la  France  jusqu'au  commencement  du  xiv*^  siècle,  qu'est 
consacré  le  paragraphe  suivant  de  l'Ouvrage  dont  nous  nous  occu- 
pons. Qu'il  nous  soit  permis  de  manifester  notre  étonnement  pour 
n'avoir  rencontré  dans  ce  paragraphe  pas  même  le  nom  de  Levi 
Len  Gerson  ('),  de  ce  «  Léo  Hebreus,  vis  insignis  et  celeber 
mathematicus,  quasi  veteribus  parum,  lidens  excogitavit  novum 
instrumentum,  cujus  vidimus  canonenes  mathematica  subtilitate 
pr;ccellens  »  (Pic  de  la  Mirandole);  peut-être  M.  Duhem  s'en 
occupera-t-il  plus  tard  avec  la  largeur  que  mérite  l'inventeur  du 
Daculus  aslronomicus  et  de  plusieurs  Ouvrages,  mathémaliques 
et  astronomiques,  qui  existent  encore  (-). 

Après  cette  course,  M.  Duhem  revient  en  arrière  pour  faire 
connaître  une  conq^ilalion  rédigée  en  i25o  par  un  certain  Léopold 
fils  du  duché  d'Autriche,  et  une  médiocre  Théorie  des  Planètes^ 
dont  le  manuscrit  est  conservé  dans  la  Bil)liothèque  nationale  de 
l^aris.  Nous  rencontrons  ensuite  un  nom  bien  connu,  (>ampanus 
de  Novare,  chapelain  d'Urbain  IV  et  de  Bonilace  ^'JlJ,  et  auteur 
d'un  Tractât  us  de  sphœra,  d'un  Computus  major  et  d'une 
Theorica plane tarum.  «  Avec  Campanus^  dit  M.  Duhem,  l'Astro- 
nomie delà  Chrétienté  latine  est  vraiment  hors  de  page;  elle  n'a 
plus  rien  à  recevoir  de  la  science  grecque  ou  arabe;  bienlot  1  Ecole 
de  Paris  produira  des  observateurs  capables  de  se  mesurer  avec  les 
maîtres  arabes;  tel  sera,  par  exenq)le,  Guillaume  de  Sainl-Chuid. 
Mais,  en  même  tenq)s   que  la  technicpie  ira  se  [)erfectionnant,  les 

(')  Ce  savant  esl  cilé  en  passant  pai-  M.  Dtilicin  (t.  HT.  p.  i.V|)  sous  le  nom  ilo 
Léon  le  Juif. 

(-)  Voir  le  remarquable  travail  de  J.  CAni.i-.itAcii,  Lewi  bcn  (Jcrson  a/s  Mat/tc- 
niatiker.  Ein  Beitrag  zur  Gescliichlc  dcr  Matliematik  bei  den  Juden  (^Herlin, 
1910). 
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principes  mêmes  des  théories  astronomiques  donneront  lieu  à  de 
grands  débals  entre  pliilosophes  ;  ces  débals  seront  également 
ardents  dans  l'Ecole  dominicaine  et  dans  l'Ecole  franciscaine; 
l'heure  est  venue  pour  nous  d'en  retracer  l'histoire.  » 

Le  Chapitre  ayant  comme  sujet  L'Ast/onomie  des  Dominicains 
débute  par  un  savant  d'une  renommée  universelle,  Albert  le  Grand, 
évêque  de  Uatisbonne,  qui,  avant  que  le  xiii^  siècle  ne  fût  arrivé 
au  milieu  de  son  cours,  avait  achevé  la  plupart  des  commentaires 
sur  Aristote,  où  la  théorie  des  sphères  homocentriques  est  exposée 
et  discutée.  Remarquons-j  la  déclaration  que,  «  pour  un  astro- 
nome, une  hypothèse  ne  prend  d'existence  réelle  qu'au  jour  où  elle 
a  fourni  des  Tables  propres  à  prédire  les  mouvements  célestes  et 
à  soumettre  ces  prévisions  au  contrôle  de  l'observation  ».  Fidèle 
à  ce  principe  et  fort  du  témoignage  de  l'observation,  il  a  condamné 
les  sj)lières  homocentriques,  en  prenant  parti  pour  l'Aslronomie 
de  Plolémée. 

Vers  l'an  laoo  le  dominicain  Vincent,  évêque  de  Beauvais, 
publia  une  Encyclopédie  qui,  d'après  son  titre,  prétendait 
refléter  fidèlement  la  Physique,  la  Morale,  le  Dogme  et  l'Histoire, 
et  qui  est  en  efiet  un  résumé  à  peu  près  complet  de  ce  qu'on  savait 
au  milieu  du  xiii*^  siècle  ;  les  citations  et  les  extraits  y  abondent, 
tirés  en  grande  partie  des  Ouvrages  d'Albert  le  Grand.  Comme 
l'évêque  de  Beauvais,  saint  Thomas  d^Aquin  (le  Docteur  Angé- 
lique) nous  apparaît,  au  moins  au  début  de  sa  carrière,  comme  un 
élève  de  l'évêque  de  Ratisbonne;  seulement  plus  tard,  s'inspirant 
à  la  lecture  d'auteurs  anciens  et  à  ses  propres  méditations,  il  s'en 
éloignera  considérablement,  tout  particulièrement  en  ce  qui  s'ap- 
proche de  l'Astronomie.  Dans  ses  Ouvrages  il  est  bon  de  signaler 
le  passage  suivant,  car  il  se  rapporte  à  un  ordre  d'idées  sur  les- 
quelles nous  avons  cité  plus  haut  le  sentiment  d'Albert  le  Grand  : 
((  Les  suppositions  que  les  astronomes  ont  imaginées  ne  sont  pas 
nécessairement  vraies;  bien  qu'elles  paraissent  sauver  les  phéno- 
mènes, il  ne  faut  pas  affirmer  qu'elles  sont  vraies,  car  on  pourrait 
peul-être  expliquer  les  mouvements  apparents  des  étoiles  par 
quelque  autre  procédé  que  les  hommes  n'ont  point  encore  conçu.» 
11  est  encore  nécessaire  de  remarquer  que  le  saint  d'Aquin  semble 
avoir  été  l'introducteur  de  Simplicius  dans  la  Scolastique  occiden- 
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taie  et  que,  par  son  imposante  autorité,  ce  célèbre  commentateur 
(i'Aristote  exerça  dès  lors  et  pendant  longtemps  une  influence 
profonde  sur  la  Physique  scolastique. 

M.  Duhem  rencontre  ensuite  deux  autres  disciples  d'Albert  le 
Grand,  appartenant  à  l'ordre  des  Dominicains,  c'est-à-dire  Ulrich 
de  Stassbourg  (mort  en  1277)  ^^  Bernard  de  Trille  (environ 
1240-1292),  dont  le  second  sert  à  prouver  par  ses  écrits  qu'au 
temps  où  il  vivait  le  système  des  sphères  homocenlriques  ne  trou- 
vait plus  guère  de  partisans.  Peu  après  notre  Auteur  s'occupe  d'un 
adversaire  d'Albert,  Thierry  de  Freiberg,  remarquable  pour  son 
essai  de  conciliation  entre  la  Science  expérimentale  et  la  Physique 
péripatéticienne  :  c'est  le  dernier  représentant  de  l'ordre  de  Saint- 
Dominique  auquel  s'arrête  notre  historien. 

L'exposition  faite  par  M.  Duhem  dans  son  dernier  Chapitre  de 
L^Astronomie  des  Franciscains  s'ouvre  par  la  constatation  du 
fait  que,  dans  les  docteurs  de  l'Ecole  franciscaine,  on  remarque  au 
XIII*'  siècle  cette  même  hésitation,  entre  le  système  astronomique 
de  Ptolémée  et  le  système  des  sphères  homocentriqiies,  qui  est 
visible  dans  les  plus  éminents  représentants  de  l'Ecole  franciscaine. 
C'est  en  étudiant  la  Somme,  qui  porte  le  nom  d'Alexandre  de 
Haies  (mort  en  1240),  qu'on  voit  naître  dans  l'ordre  de  Saint- 
François  les  connaissances  astronomiques;  c'est  pour  cela  que 
M.  Duhem  s'arrête  un  peu  sur  cette  compilation,  pour  considérer 
ensuite,  en  passant,  un  illustre  disciple  du  frère  anglais  que  nous 
venons    de  citer,   c'est-à-dire  le  Docteur  Séraphique  saint  Bona- 

venture, 

Bonaventiira 

Da  Bagnoregio,  che  nei  grandi  uflici 
Sempre  pospose  la  sinistra  cura. 

(Dx^TE,  Pa/adis,  chaiil  \ii,  \?--2.) 

Mais,  au  [)oint  de  vue  de  V Histoire  de  V Astronomie,  le  person- 
nage doué  (le  la  plus  grande  signification  entre  les  prêtres  francis- 
cains est  sans  doute  Roger  Bacon,  auquel  notre  auteur  consacre 
Uois  longs  paragraphes  (résumé  de  j)lusieurs  de  ses  anciens 
Mémoires)  que  nous  recommandons  à  tous  ceux  qui  aiment  à  con- 
naître  l'évolution    historique    de    l'Astronomie  (')  ;   non   content 

(')    On  dirait    que    M.    Diiheiii    s'est   proposé  de   faire   casser    le   jugement   de 
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d'analyser  le  Traité  du  Calendrier^  VOpiis  imijus,  VOpus  minus 
et  VOpus  tertiuni  el  (Ven  faire  ressortir  la  valeur,  M.  Diihem 
s'arrête  sur  certains  Canons  d  Astronomie  (dont  il  ])ublie  même, 
d'après  un  manuscrit  existant  dans  la  Bibliotlièque  municipale  de 
Bordeaux,  le  passage  le  |)lus  original,  c'est-à-dire  celui  qui  contient 
la  pensée  d'observer  une  éclipse  de  Soleil  à  l'aide  de  la  chambre 
noire)  qu'il  croit  dus  précisément  à  Bacon;  el,  eneftet,  les  raisons 
qu'il  expose  en  appui  de  celle  opinion  sont  si  sérieuses  qu'on 
peut  dire  que  bon  nombre  d'attributions  généralement  acceptées 
ont  des  bases  bien  plus  fragiles  ! 

Dans  le  grand  débat  entre  la  Physique  d'Aristole  et  l' Astro- 
nomie de  Plolémée,  Bacon  n'a  pas  su  délaisser  la  pariie  que  l'ob- 
servation condamnait;  ce  résultat  fut  atteint  |)eu  après  par  un 
astronome,  franciscain  comnie  Bacon,  qui  emprunta  à  Bacon  lui- 
même  les  connaissances  nécessaires  pour  le  combattre.  Nous 
parlons-  de  Bernard  de  Verdun,  qui,  entre  le  dernier  quart  du 
xiii''  siècle  et  les  premières  années  du  xiv",  écrivit  un  Tractatus 
super  totam  Astrologiam^  dont  un  manuscrit  se  trouve  à  la 
Bibliothèque  nationale  de  Paris,  qui  contribua  grandement  au 
triomphe  du  système  de  Ptolémée  parmi  les  Frères  mineurs.  Il 
s'approche  par  son  thème  d'une  Somme  de  Philosophie  fausse- 
ment attribuée  à  Bobert  Grosse  Teste  et  d'un  Traité  anonyme 
d^ Astronomie^  rédigé  par  un  disciple  de  Bacon,  l'une  et  l'autre 
analysés  par  M.  Duhem,  dans  les  paragraphes  \  111  et  IX  du  Cha- 
pitre dont  nous  nous  occupons.  Le  même  Chapitre  nous  apprend 
ensuite  ce  que  contiennent  deux  Commentaires  aux  Sentences 
de  Pierre  Lombard,  composés  l'un  par  le  franciscain  anglais 
Hicliard  de  Middleton  [)eu  après  l'an  laHi  et  (pii  est  remarquable 
par  la  foi  com[)lète  montrée  par  son  auteur  dans  le  système  de 
Ptolémée,  l'autre  par  un  certain  Guillaume  Varon  et  dont  un 
exemplaire  manuscrit  se  trouve  à  la  Bibliothèque  municipale  de  Bor- 
deaux. Le  Chaj)itre  et  tout  le  volume  se  closent  par  un  paragraphe 
consacré  à  Duns  Scot;  le  célèbre  Docteur  Subtil  n'a  pas  composé  de 
livres  traitant  expressément  des  phénomènes  célestes,  mais  ses 
œuvres  ont  gardé  la  marque  de  son   intérêt  pour  les  phénomènes 


Delambre,  qui  pensait  «  qu'on    ne  peut  mettre  Baron  au  rang  des   promoteurs  de 
l'Astronomie»    {/Jisloire  de  l'Astronomie  au  Moyen  yli,'e,  Paris,  1817,  p.  257). 
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célestes  et  la  preuve  d'une  plus  grande  faveur  dans  l'ordre  de 
Saint-François  pour  le  système  de  Ptolémée.  Or,  M.Duhem  nous 
annonce  la  publication  de  textes  nombreux,  qui,  non  seulement 
confirmeront  cette  faveur,  mais  qui  permettront  de  suivre  les  pro- 
grès et  le  triomphe  de  ces  doctrines  au  sein  de  l'Université  de 
Paris  :  souhaitons  qu'il  ne  nous  le  fasse  pas  attendre  longtemps  ! 

Arrivés  à  la  fin  de  notre  longue  coui'se  à  travers  le  nouveau 
Volume  de  l'illustre  physicien  bordelais,  nous  croyons  nécessaire 
de  justifier  la  longueur  de  ce  compte  rendu.  Si  nous  sommes  entrés 
en  quelque  détail  menu,  si  nous  avons  cité  presque  tous  les 
auteurs  étudiés  par  M.  Duhem,  c'e>t  que  les  noms  de  plusieurs 
d'entre  eux  apparaissent,  à  ce  (jue  nous  croyons,  pour  la  première 
fois  dans  les  Annales  de  l'Astronomie;  par  conséquent,  uous  pen- 
sons que  les  futurs  historiens  de  cette  science  devi'ont  tout  au 
moins  se  demander  si  ces  noms  y  ont  droit  à  une  place  définitive. 
Or,  pour  répondre  à  cette  question,  ils  trouveront  dans  notre 
Auteur  un  guide  expert,  un  témoin  digne  de  confiance,  qui,  en 
général,  leur  épargnera  la  peine  de  lire  des  manuscrits  rares,  mal 
écrits  et,  pour  tout  dire,  souvent  très  ennuyeux;  qui  les  dispen- 
sera encore  du  désagréable  travail  de  consulter  les  terribles  in- 
folio  renfermant  la  littérature  ihéologique. 

GlA'O  LouiA.. 


MILLER  (G.  A.).  —  Hisfoiucal  Imhoductio.n  to  mathk.matical  Literature. 
[  vol,  petit  in-8,  xiii-3o2  pages.  iNew-York,  The  IMacinillan  Company, 
january  1916. 

Le  but  (juc  M.  Miller  se  pr()j)()sc  (rattciiiclrc  en  [)ubliant  cel 
Ouvrage  est  de  donner  au  lecteur  tous  les  éléments  qui  l'aideront 
à  discerner  les  Ouvrages  relatifs  aux  questions  qui  Fintéressent. 

Chapitres  1  et  11  (*)  (p.  1-77).  —  Pour  couiraihc  la  nouvelle 
orientation  donnée  aux  Mathématiques  pendani  le  xix*^  siècle,  il 
inq)()rte  de  consulter  un  certain  nombre  (h^  publications  histo- 
riques récentes.  C'est  pourquoi   l'Auteur  juge  ulile  de  taire,  avec 

(')  l.  General  OOse/'i^alions.  IL  Malhenialical  Litcralure  in  gênerai. 
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de  courtes  analyses,  un  Catalogue  de  Périodiques.  Plusieurs  fois 
les  éditions  allemande  et  française  de  V E ncyclopédie  mathéma- 
tique sont  citées.  Quelques  lignes  écrites  par  Descartes  ont  amené 
M.  Miller  à  rédiger  un  paragraphe  sur  la  distinction  qu'il  faut  faire 
entre  les  Mathématiques  et  l'histoire  de  cette  science. 

Après  avoir  indiqué  les  diderentes  parties  déjà  développées  de 
cette  histoire,  TAuteur  expose  qu'il  est  utile  de  parcourir  les 
Ouvrages  publiés  jusqu'ici  sur  cette  histoire  pour  connaître  des 
questions  qui  ne  sont  pas  enseignées;  par  exemple,  il  expose  la 
théorie  des  carrés  magiques. 

Il  donne  les  titres  des  Périodiques  publiés  depuis  ces  dernières 
années  dans  diverses  parties  du  Monde,  surtout  en  Amérique.  Il 
entre  dans  des  détails  amusants  relatifs  à  un  Périodique  intitulé 
The  Ladies'  Diary  (1704-1840).  Il  constate  que  les  Journaux  de 
Crelle  (1826),  de  Liouville  (i836)  et  de  Sylvester^  (i855)  ont 
influé  puissamment  sur  le  développement  des  Mathématiques. 

L'Auteur  cite  les  importantes  Sociétés  mathématiques  fondées 
à  partir  de  la  seconde  moitié  du  xix^  siècle;  les  publications  de 
ces  Sociétés,  dit-il,  sont  un  autre  puissant  facteur  de  la  littérature 
mathématique.  Il  fait  aussi  connaître,  avec  les  dates,  les  Congrès 
internationaux  de  Mathématiques,  en  notant  l'importance  du 
Congrès  de  Zurich  (1897). 

Alors  il  complète  ce  qu'il  a  écrit  plus  haut  en  appréciant  plu- 
sieurs autres  Périodiques  :  par  exemple,  le  Boliettino  de  M.  Gino 
Loria  (1898)  et  le  Bulletin  des  Sciences  mathém^atiques  de 
M.  Gaston  Darboux  (1870)  renferment  des  analyses  très  utiles  à 
ceux  qui  désirent  prendre  une  idée  générale  des  récents  progrès 
en  Mathématiques. 

Puis  il  revient  sur  les  Encyclopédies  et  parle  des  importants 
travaux  de  Bibliographie  publiés  par  la  Société  Royale  de  Londres. 

Là  M.  Miller  donne  de  courtes  explications  sur  les  Tables  de 
diviseurs  des  nombres,  les  Tables  de  logarithmes,  etc. 

Enfin  une  liste  de  quelques  Collections  de  travaux  scientifiques 
est  suivie  de  considérations  relatives  aux  fautes  reproduites  dans 
ces  Collections. 

Un  Appendice  (')  (p.  2-5-290)  contient  une  Liste  analytique 
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de  20  Bibliographies  et  Encyclopédies,  de  i4  Histoires,  de 
18  ouvrages  sur  FEnseignement  et  la  Philosophie. 

M.  Miller,  dans  ces  deux  Chapitres,  cite  un  nombre  considérable 
de  publications  utiles  aux  personnes  qui  s'occupent  de  Mathéma- 
tiques. Il  n'a  pas  parlé  des  Comptes  rendus  publiés  par  les  Aca- 
démies ;  cependant  les  auteurs  des  Notes  et  Mémoires  qui  les 
contiennent  font  le  plus  souventprécéder  l'exposé  de  leurs  travaux 
d'un  historique  soigné. 

Chapitre  HI  (  '  )  (p.  '78-128).  —  M.  Miller  reproduit  et  discute 
les  définitions  du  mot  «  Mathématiques  »  données  par  Platon, 
Benjamin  Peirce,  Bertrand  Russell,  Henri  Poincaré;  et  il  fait 
remarquer  qu'une  petite  partie  seulement  des  Mathématiques  étant 
à  présent  connue,  les  définitions  proposées  ne  peuvent  être  que 
provisoires.  Après  avoir  exposé  les  divisions  successivement 
adoptées  en  Mathématiques,  il  fait  une  longue  discussion  relative 
aux  mots  Algèbre,  Analyse  et  Géométrie  usités  depviis  le 
xix^  siècle.  Puis  viennent  quelques  mots  sur  les  travaux  de  biblio- 
graphie faits  récemment  en  France  et  en  Angleterre. 

C'est  alors  que  l'Auteur  constate  que  les  Grecs  ont  contribué 
au  développement  des  Mathématiques  en  s'occupant  d'Astronomie 
et  qu'ils  ont  trouvé  le  principe  d'irrationalité,  que  le  Moyen  Age 
a  excellé  dans  la  résolution  des  équations  à  une  inconnue,  que  les 
Italiens  ont  présenté  pendant  le  xvi^  siècle  les  solutions  algé- 
briques des  équations  cubiques,  que  Lagrange  s'est  illustré  par  des 
Mémoires  sur  la  résolution  algébrique  des  équations  et  qu'à  ses 
efforts  sont  dus  les  admirables  travaux  d'Abel  et  d'Evariste 
Galois. 

Grâce  à  la  Géométrie  de  Descartes,  Tétude  des  fonctions  a  été 
commencée  par  J.  Bernoulli  et  Leibniz.  L'étude  des  groupes,  dont 
la  conception  est  due  à  Eucllde,  d'après  Henri  Poincaré,  a  pris 
depuis  le  xix*^  siècle  une  importance  très  grande  ;  l'historique  de 
cette  étude  amène  M.  Miller  à  revenir  sur  les  travaux  de  Lagrange, 
à  signaler  ceux  de  Caucliy,  Galois,  Sylow,  Cayley,  Jordan,  Lie. 

En  parlant  des  symboles,  des  notations  et  de  la  terminologie 
introduites  en  Mathéuiatiques,  il  fait  des  euqirunts  à  un  Ouvrage 
publié  en  H)0()  ])ar  Désiré  André,  signale  Sylvesler  romuu^  ayant 

(')  General  historical  questions  relevant  to  Mathematics. 
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introduit  mi  grand  nombre  de  noiiveauv  termes,  rappelle  que  des 
écrivains  ont  dit  qu'à  l'abondance  des  termes  est  due  une  fâcheuse 
confusion. 

Au  sujet  de  la  question  des  erreurs  en  Mathématiques,  il  parle 
d'une  proposition  faite  en  t()o4  par  Maillet,  signale  les  Revues 
comme  pouvant  fournir  un  important  organe  pour  signaler  ces 
erreurs,  et  parle  même  des  fautes  de  réponse  à  des  exercices  pro- 
posés. Le  grand  nombre  de  démonstrations  tiiusses  du  dernier 
théorème  de  Fermât  Ta  frappé  et  Tamène  à  en  signaler  une  raison. 

M.  Miller  engage  le  lecteur  à  consulter  les  rravaux  des  mathé- 
maticiens qui  font  autorité  ;  on  doit  parcourir  les  Notices  publiées 
sur  eux-mêmes  parles  candidats  aux  places  libres  dans  les  grands 
corps  mathématiques,  dont  il  en  cite  sept  qu'il  regarde  comme 
principaux. 

Le  Chapitre  III  se  termine  par  des  considérations  sur  Tétude 
des  Mathématiques  au  point  de  vue  de  l'éducation  de  l'esprit  et 
par  une  curieuse  anecdote  qui  montre  que  le  pape  Urbain  V  créa 
en  i366  des-  difficultés  matérielles  aux  étudiants  de  l'Université 
de  Paris. 

Chapitre  IV  (')  (p.  i2()-i58).  —  M.Miller  commence  l'histoire 
des  progrès  en  Arithmétique  en  démontrant  que  la  suite  des 
nombres  premiers  est  illimitée;  il  fait  allusion  aux  travaux 
d'Euler  et  de  Dirichlet  à  ce  sujet.  Il  cite  les  théorèmes  de  Gold- 
bach,  parle  du  crible  d'Eratosthènes,  insiste  sur  l'importance  his- 
torique du  Liber  Abaci  (1228)  de  Léonard  de  Pise,  mentionne  ce 
théorème  du  Russe  Cebysëv  :  «  n  étant  >  3,  il  J  a  toujours  au 
moins  un  nombre  premier  entre  /i  el  2/1  —  2  ». 

L'Auteur  insiste  sur  les  recherches  des  Grecs  au  sujet  des 
nombres  irrationnels.  Pensant  que,  pour  faire  comprendre  l'histoire 
de  l'introduction  de  ces  nombres,  il  importe  d'avoir  une  vue  claire 
de  leur  nature  et  de  leur  signification,  il  entre  dans  des  explica- 
tions théoriques  sur  la  racine  carrée,  les  fractions  périodiques.  11 
cite  les  conceptions  de  Méray,  Weierstrass,  Cantor,  Dedekind 
qui,  les  premiers,  ont  présenté  rigoureusement  la  théorie  des 
nombres  irrationnels,  écrit  que  Liouville  a  prouvé  l'existence  des 
nombres  transcendants. 

(  '  )  Fundaniental  Developnienls  in  Aritlinielic. 
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Il  parle  des  travaux  des  Indous  et  des  Babyloniens  sur  les  opé- 
rations fondamentales;  il  présente,  probablement  comme  curio- 
sités, les  diverses  manières  proposées  par  le  Vénitien  Paciuolo 
(1494)  pour  faire  la  multiplication.  M.  Miller  fait  un  long  exposé 
des  systèmes  de  numération,  en  citant  les  Babyloniens,  les  Grecs; 
des  Articles  de  Gantor,  Johnson,  Stein. 

Le  Ghapitre  IV  se  termine  par  de  copieuses  explications  sur  le 
théorème  de  Fermât,  déjà  cité  dans  le  paragraphe  sur  les  erreurs 
en  Mathématiques;  il  parle  des  recherches  d'Euler,  Dirichlet, 
Legendre,  Kummer  et  des  prix  proposés  pour  la  solution  complète 
de  ce  problème;  il  reproduit  le  règlement  du  prix  de  125000^*^ 
fondé  par  Wolfskehl. 

Ghapitre  V  (')  (p.  iSg-iSi).  —  M.Miller  commence  l'histoire 
de  la  Géométrie  par  le  théorème  de  Pythagore  et  parle  de  l'incom- 
mensurabilité. Il  rappelle  que  Versluys  a  publié  un  Livre  qui 
contient  96  preuves  de  ce  théorème.  Le  triplet  3,  4?  5  permet, 
explique-t-il,  de  construire  un  angle  droit.  Tout  semble  faire 
croire,  écrit-il,  que  Pythagore  n'a  pas  le  premier  démontré  le 
théorème  qui  porte  son  nom. 

L'Auteur  énonce  des  propriétés  très  élémentaires  du  cercle, 
donne  la  valeur  de  tï  employée  par  les  Egyptiens.  Après  quelques 
explications  théoriques,  il  cite  la  valeur  approchée  de  ti  due  à 
Archimède,  parle  de  la  quadrature  du  cercle  et  de  la  décision 
prise  en  1770,  par  l'Académie  des  Sciences  de  Paris,  de  ne  plus 
examiner  les  écrits  relatifs  à  cette  question.  Il  rappelle  que 
Lambert  a  établi  en  1768  l'irrationalité  de  tt. 

Les  énoncés  élémentaires  sur  l'aire  et  le  volume  de  la  sphère 
sont  reproduits  et  accompagnés  d'un  élogieux  exposé  des  admi- 
rables découvertes  d'Archimède.  H  montre  (jue  la  délcriuinal  ion 
(h^  l'aire  des  triangles  et  polygones  sphériques  ;  (pic  Ttitudc,  faih^ 
par  les  Grecs,  des  [)olygones  et  polyèdres  réguliers  oui  aussi  uu 
intérêt  historique  fondamental  qu'il  développe,  après  avoir  insiste 
sur  la  beauté  de  ([uehpies  vérités. 

Il  cite  les  solides  cosmiques  que  les  Grecs  euiployaicnt  pour 
représenter  les  formes  des  atomes,  de  la  nialicre,  de  l'Univers.  Il 
parle  des  travaux  de  W.  R.  Ilamilton  sur  les  groupes  de  mouvc- 

(')  Fundanienlal  Dcvc/o/)nic/Us  in  Geonieliy. 
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ments  auxquels  donnent  lieu  les  polyèdres  réguliers;  des  construc- 
tions, par  la  règle  et  le  compas,  relatives  à  ces  corps;  de  la  possi- 
bilité, démontrée  par  Gauss,  d'inscrire  à  un  cercle  un  polygone 
régulier  de  17  côtés. 

L'Auteur,  après  avoir  dit  qu'une  Géométrie  du  triangle  s'est 
créée  en  France  vers  i885,  fait  remarquer  que  les  premières 
recherches  sur  le  triangle  ont  été  faites  par  les  Egyptiens,  et  que 
la  formule  de  l'aire  du  triangle  en  fonction  des  trois  côtés  est  due 
au  Grec  Héron  d'Alexandrie. 

Chapitre  VI  (')  (p.  182-21 3).  —  M.  Miller  remarque  que  la 
théorie  des  équations  a  toujours  occupé  la  principale  place  dans 
le  développement  de  l'Algèbre.  Les  équations  du  premier  degré 
ont  été  résolues  par  l'Egyptien  Ahmes  ;  on  trouve  sur  des  papyrus, 
probablement  d'une  époque  plus  ancienne  que  celle  d'Ahmes,  la 
résolution  d'un  système  de  deux  équations  dont  l'une  est  du 
second  degré.  Le  Grec  Thymaridas  a  donné  une  règle  pour 
résoudre  un  système  littéral  particulier  d'équations.  M.  Miller 
constate  que  l'étude  de  l'histoire  de  l'Algèbre  dans  les  temps 
anciens  est  compliquée,  parce  que  l'on  n'a  pas  généralement 
accepté  une  ligne  de  démarcation  entre  l'Algèbre  et  l'Arithmé- 
tique. Il  regarde  l'Arithmétique  algébrique  comme  ayant  été  inau- 
gurée par  les  Italiens  Ferro,  Tartaglia,  Cardan  et  Ferrari  pendant 
le  xvi^  siècle,  par  Viète  en  1691  et  Girard  en  1629;  comme 
ayant  été  solidement  fondée  en  1687  par  Descartes.  Il  entre  dans 
quelques  détails  sur  les  travaux  algébriques  de  ces  trois  illustres 
Français  ;  il  insiste  sur  quelques  points  développés  dans  la  Géo- 
métrie de  Descartes.  Au  sujet  du  théorème  fondamental  de  la 
théorie  des  équations,  il  cite  d'Alembert,  Gauss,  Euler,  Lagrange, 
Laplace,  puis  Abel  comme  ayant  donné  la  démonstration  rigoureuse 
de  ce  théorème.  Quelques  lignes  sont  consacrées  à  la  relation 
établie  par  Galois  entre  la  théorie  des  groupes  de  substitutions  et 
celle  des  équations  algébriques.  Au  sujet  du  nombre  des  racines 
des  équations,  M.  Miller  présente  les  idées  de  Cardan,  Viète, 
Girard  et  Gauss;  il  constate  qu'en  i858  l'éminent  mathématicien 
français  Hermite  est  arrivé  à  exprimer  par  les  fonctions  elliptiques 
une  racine  de  l'équation  générale  du  cinquième  degré,  et  qu'une 
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racine  de  l'équation  générale  de  degré  n  peut  être  représentée 
à    l'aide    des    fonctions   fuchsiennes   créées  par  Henri    Poincaré. 

Les  premiers  développements  sur  les  déterminants  sont  attribués 
à  Leibniz  ;  M.  Miller  regarde  la  règle  donnée  en  i-5o  par  Cramer 
comme  d'une  importance  fondamentale  dans  l'histoire  de  la  théorie 
des  déterminants.  Bezout,  Vandermonde,  Laplace,  Cauchy,  Jacobi 
ont  posé  cette  théorie  sur  une  base  ferme.  La  théorie  des  matrices 
est  due  à  Sylvester  (i85i).  C'est  Thomas  Muir  qui  a  écrit  la  plus 
récente  histoire  de  la  théorie  des  déterminants  (1906-191 1). 

Les  solutions  d'équations  numériques  se  trouvent  dans  des 
écrits  égyptiens  et  grecs.  L'emploi  systématique  de  lettres  pour 
représenter  des  nombres  connus  a  été  adopté  en  1591  par  Viète. 
Les  progrès  de  l'Algèbre  sont  dus  à  l'emploi  que  Viète  fit  des 
lettres.  J.  Hudde,  le  premier,  fît  usage  de  la  même  lettre 
pour  représenter  à  la  fois  un  nombre  positif  et  un  nombre 
négatif. 

Regardant  la  théorie  des  équations  numériques  comme  une 
partie  importante  de  l'Algèbre,  M.  Miller  fiiit  un  long  exposé  où 
il  rappelle  les  méthodes  de  Sturm,  les  solutions  de  Gauss,  les 
méthodes  d'approximation,  les  méthodes  géométriques  des  Grecs 
et  de  Descartes. 

L'expression  de  domaine  de  ratio?ialité  est  due  à  J.  Kronecker 
(1823-1891);  le  concept  qu'il  implique  est  amplement  exposé 
dans  ses  travaux.  En  résumant  les  écrits  relatifs  à  ce  concept, 
l'Auteur  est  amené  à  citer  le  théorème  de  Schœnemann-Eisenstein 
et  à  reproduire  un  passage,  tiré  d'un  Ouvrage  (1909)  de  Dedekind, 
s'appliquant  à  la  Géométrie  élémentaire. 

La  rapide  exposition  de  la  théorie  des  invariants  amène  INL  Miller 
à  citer  les  noms  de  Lagrange,  Sylvester,  Cayley,  Salmon  (1859), 
Meyer  (1909),  Dickson  (New  York,  1914)- 

M.  Miller  fait  une  longue  discussion,  d'après  un  tia\all  de 
V.  Cajori  (1895),  pour  prouver  que  ISewton  n'est  pas  le  premier 
savant  qui  ait  découvert  hi  formule  du  binôme;  il  atlribue  le 
principe  de  cette  (U'couverte  à  Biaise  Pascal  ;  il  fail  remarcjuer  que 
V Arithmetica  ijitegva  (1 544)  de  Stifel  contient  les  coefficients 
du  binôme,  que  l'Arabe  Omar  Alkhayami  montre,  dans  un  écrit, 
({u'il  pouvait  les  trouver,  que  Slifel  et  Viole  les  ont  (Muployés 
pour  extraire  des  racines  des  nombres. 
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Chapitre  VH  (')(p.  214-274)-  —  M.  Miller  donne  desNotices 
sur  a  vingl-cinq  éininenls  mathématiciens  décédés  ». 

INoiis  avions  tenu  à  présenter  sans  commentaires  et  dans  leur 
ordre  les  nombreux  sujets  abordés  par  M.  Miller  dans  un  Ouvrage 
si  rempli  d'utiles  renseignements.  Mais  il  nous  parait  impossible 
de  ne  pas  faire  remarquer  que  l'Auteur  a  négligé  de  signaler 
beaucoup  d'importantes  études  publiées  sur  le  génial  savant  que 
fut  Henri  Poincaré.  Er.  L. 


MÉLANGES. 


SUR  LA  DÉTERMINATION  DU  CENTRE  DE  COURBURE  DES  TRA- 
JECTOIRES ORTHOGONALES  D'UNE  FAMILLE  QUELCONQUE  DE 
COURBES  PLANES  ; 

Par  m.  Farid  BOULAD. 


Considérons  les  trajectoires  orthogonales  (T)  d'une  famille 
quelconque  de  courbes  planes  (C)  dépendant  d'un  paramètre 
variable.  Appelons  y  et  jjl  les  deux  centres  de  courbure  respectifs 
d'une  courbe  (C)  et  d'une  trajectoire  (T)  répondant  au  point  M  où 
elles  se  coupent  orthogonalement. 

Supposons  que  l'angle  droit  yM[^.  se  déplace  de  façon  que  son 
sommet  M  reste  sur  une  courbe  quelconque  $  continue  et  que, 
dans  chaque  position  de  ce  sommet,  les  deux  côtés  My  et  Mp.  de 
cet  angle  soient  respectivement  la  normale  et  la  tangente  à  la  courbe 
(C)  passant  en  ce  sommet.  En  d'autres  termes  que  cet  angle  reste, 
pendant  son  déplacement,  tangent  aux  deux  courbes  (T)  et  (C)  se 
croisant  en  son  sommet  M.  Soit  1  le  centre  instantané  de  rotation 
correspondant  à  la  position  de  cet  angle  en  un  point  M  de  sa 
trajectoire  arbitraire  <î>. 

11  est  aisé  de  voir  que  les  deux  centres  de  courbure  y  et  |ji  des  deux 

(')  «    Twenly  -five  ])i-oniinenL  dcceased  Mathcniadciaiis.  » 
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courbes  (C)  et  (T),  orthogonales  en  M,  sont  aussi  les  deux  centres 
instantanés  correspondant  respectivement  aux  deux  positions  de 
l'angle  droit  en  ce  même  point  M,  en  prenant  respectivement  ces 
deux  courbes  comme  trajectoire  <I>  de  son  sommet. 

Gela  posé,  voici  l'énoncé  du  nouveau  théorème  que  nous  avons 
obtenu  :  Quelle  que  soit  la  trajectoire  ^du  sommet  M  de  V angle 
droit  yMtjL,  les  trois  entiers  y,  I^  [jl  répondant  à  un  point  M  de 
cette  trajectoire^  sont  en  ligne  droite  (').  Si  la  trajectoire  O 
coupe  sous  un  même  angle  constant  toutes  les  courbes  de  la 
famille  (G),  le  centre  instantané  correspondant  I  est  aussi  le 
centre  de  courbure  de  cette  trajectoire  répondant  à  ce  pointM. 

On  sait  que,  si  P  et  Q  sont  les  deux  points  de  contact  respectifs 
des  deux  côtés  My  et  Mp.  de  cet  angle  droit  avec  leurs  enveloppes^ 
le  centre  instantané  I  est  le  point  de  concours  de  la  normale  en  M 
à  la  trajectoire  O  et  des  deux  perpendiculaires  élevées  respecti- 
vement en  P  et  Q  à  ces  deux  côtés. 

Il  s'ensuit  que,  pour  avoir  un  centre  I,  il  suffit  d'adopter 
une  trajectoire  <I>  telle  que  sa  normale  au  point  M  soit  connue  et 
que  l'un  des  deux  points  P  et  Q  soit  déterminé  aisément.  Le  centre 
de  courbure  [x  sera  alors  à  l'intersection  de  la  droite  yl  avec  la 
tangente  en  M  à  la  courbe  (G).  Si  la  famille  de  courbes  est  définie 
par  une  transformation  géométrique  ponctuelle,  on  prendra, 
comme  trajectoire  convenable  <D,  le  lieu  des  points  homologues  du 
point  M. 

Gomme  exemples  d'application  de  ce  théorème  à  la  recherche 
du  centre  de  courbure  ut.  en  un  point  M  d'une  trajectoire  orthogo- 
nale (T)  nous  envisagerons  chacune  des  familles  (G)  ci-après,  en 
supposant  que  Ton  donne  le  centre  de  courbure  y  de  la  courbe  (G) 
répondant  au  point  considéré  M. 

1"^  Famille  de  courbes  (/uelconques  (G)  homotJiétiques  par 
rapport  à  un  pôle  O.  —  Si  l'on  prend  la  droite  OM  comme  trajec- 
toire <ï>  du  point  M,  on  trouve  que  le  centre  {jl  est  le  p(')le  de  la 
droite  OM  par  rap[)ort  au  cercle  osculateur  en  M  à  la  courbe  (G). 
G'est  la  généralisation  du  théorèuie  de  IM.  d'Ocagne. 

(')  Nous  avons  ôtahli  ce  llu'orèmc  en  cliercliant  à  démontrer  celui  qui  a  élc 
(''non("e  par  M.  d'Ocayne  dans  les  ISouvelles  Annales  de  Ma(/icfnati(/ues  (mars 
i()i4,  p.  i'|0)  sur  le  centre  de  ct)url>ure  des  trajectoires  ortlioj;onales  d'un  sn  slème 
de  (Cercles  liomolliéliques  par  rapport  à  un  pt'de. 
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2"  Famille  de  courbes  obtenue  par  le  déplacement  continu 
d'une  courbe  plane  quelconque  (G)  de  forme  invariable  dans 
son  plan.  —  Si  l'on  prend,  comme  trajectoire  ^,  la  courbe  décrite 
par  le  point  M  considéré  entraîné  dans  le  déplacement  de  la 
courbe  (G),  on  trouve  que  le  centre  instantané  correspondant  à  cette 
courbe  (G)  en  M  est  aussi  le  centre  instantané  I  correspondant  à 
l'angle  droit  yMjJi  dans  sa  position  en  M. 

dt"^  Famille  de  courbes  (G)  décrites  par  les  divers  points  d'une 
courbe  plane  quelconque  [M)  de  forme  invariable  qui  se  déplace 
d'ufie  manière  continue.  —  Si  l'on  prend  cette  courbe  (M)  comme 
trajectoire  <ï>,  on  trouve  que  le  centre  instantané  correspondant  à 
la  position  de  cette  courbe  est  le  point  de  contact  P  du  côté  My  de 
l'angle  droit  avec  son  enveloppe.  Il  en  résulte  que  le  centre  I  est 
l'intersection  de  la  normale  en  M  à  la  courbe  (M)  avec  la  perpen- 
diculaire en  P  à  la  droite  PM. 

4^  Fajnille  de  courbes  quelconques  hojnologiques  par  rapport 
à  un  centre  d'Jiomologie  O  et  un  axe  dliom^ologie  HQ.  —  Si  l'on 
prend  la  droite  OM  comme  trajectoire  ^,  le  point  d'intersection 
de  la  tangente  en  M  à  la  courbe  (G)  avec  l'axe  HQ  est  le  point  de 
contact  Q  du  côté  Mpi  avec  son  enveloppe.  Il  s'ensuit  que  le  centre  I 
est  l'intersection  des  deux  perpendiculaires  en  M  etQ,  respecti- 
vement aux  droites  MO  et  QM. 

5"*  Famille  quelconque  de  coniques  (G)  dépendant  d'un 
paramètre  variable.  On  donne  les  quatre  points  A,  B/G,  D  où 
la  conique  (G)  passant  au  point  considéré  M  touche  les  quatre 
courbes  enveloppes  de  cette  famille.  —  Gonsidérons  une 
conique  (G')  de  cette  famille  infiniment  voisine  de  la  conique  (G). 
Soit  O  le  point  de  concours  de  deux  tangentes  réelles  communes  à 
ces  deux  coniques  et  telles  que  ces  deux  courbes  soient  comprises 
dans  le  même  angle  de  ces  deux  tangentes  ou  dans  les  angles 
opposés  par  leur  sommet. 

On  sait,  en  Géométrie  projective,  que  ces  deux  coniques  (G) 
et  (G')  sont  deux  figures  homologiques  ayant  le  point  O  pour 
centre  d'iiomologie  et  une  corde  commune  à  ces  deux  coniques 
pour  axe  d'homologie  correspondant  à  des  arcs  de  ces  coniques 
homologiques  et  infiniment  voisins.  La  position  de  cet  axe  est 
donnée  en  remarquant  que  les  tangentes  à  des  points  homologues 
infiniment  voisins  se  coupent  sur  cet  axe. 
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A  la  limite  lorsque  la  conique  (C)  se  confond  avec  (C),  le  point  O 
deviendra  le  point  de  concours  de  deux  tangentes  à  la  conique  (C) 
en  deux  de  ses  quatres  points  A,  B,  G,  D;  soient  B  et  D  par  exemple  ; 
et  l'axe  d'iiomologie  deviendra  une  corde  de  contact  de  cette 
conique  avec  ses  enveloppes;  soit  la  corde  AG  par  exemple. 

A  présent^  comme  ces  deux  coniques  sont  homologiques,  si  Ton 
prend  comme  trajectoire  ^  la  droite  OM,  le  point  de  contact  Q 
du  côté  M|i.  de  l'angle  droit  est  le  point  de  rencontre  de  ce  côté 
avec  l'axe  AG.  Il  s'ensuit  que  le  centre  instantané  I  est  l'intersection 
des  deux  perpendiculaires  en  M  et  Q  aux  deux  droites  MO  et  QM. 

Si  les  coniques  (G)  sont  des  cercles  de  rayon  variable  l'axe 
d'iiomologie  AG  sera  rejeté  à  l'infini  et  les  deux  coniques  (G) 
et  (G')  seront  homotliétiques  par  rapport  à  O. 

Dans  la  Note  où  nous  donnerons  la  démonstration  du  théorème 
ci-dessus,  nous  en  ferons  connaître  d'autres  applications. 


REMARQUES  SUR  LA  NOTE  DE  M.  FARID  BOULAD  ; 

Par  m.  Gaston  DABBOUX. 


La  proposition  dont  M.  Farld  Boulad  tait  d'intéressantes  appli- 
cations est  un  cas  particulier  de  la  suivante  : 

Lorsque  la  position  d'une  figure  plane  invariable  dans  son  plan 
est  déterminée  par  deux  paramètres,  tous  les  déplacements  que 
cette  figure  peut  prendre  à  partir  d'une  de  ses  positions  donnent 
lieu  à  des  centres  instantanés  qui  sont  en  ligne  droite. 

Rapportons  en  cllet  cette  figure  à  deux  axes  rectangulaires  qui 
lui  soient  invariablement  liés.  Le  déplacemenl  d'un  quelconque 
(le  ses  points  à  partir  d'une  quelconque  de  ses  positions  sera 
déterminé  par  deux  formules  telles  que  les  suivantes  : 

D j.  =  ^  du  -H  \  1  dv  —  ( r du  -^  rxdv)y ^ 
Dy  =  Tj  </a  H-  7)  1  r/4'  4-  (  /'  du  H-  r,  dv  )  x , 
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^,  ^,,  Tj,  7,,  ctant  liés  par  des  relations 

dr        dr\  _ 
ôv         du  ' 

h  /'-/il  — ï]/']  =  o, 

r^i  +  ^ri  =  o, 

dp        ou 

dont  nous  n'aurons  pas  à  faire  usage.  Pour  chaque  valeur  de  -r-'  le 
centre  instantané  sera  donné  par  les  équations 

\du  -\-^\  dv  —  {r  du  -\-  rxdv)y  =  o, 
7)  du-hi]i  dv  -+-  {rdu  -\-  î\dv)x  =  o. 

L'élimination  de  -j-  nous  donnera  l'équation 


dv 


k  —  f'y      ^.i  —  fiy 


ri  -h  rx        '/il  ■+-  ryx 

pour  le  lieu  du  centre  instantané.  Ce  lieu  sera  donc  une  droite, 
comme  nous  l'avons  annoncé. 

Le   cas  particulier  examiné  par  l'Auteur  correspond  à  l'hypo- 
thèse 

7)  =^=  o. 

On  peut,  du  reste,  et  cVu/ie  infinité  de  manières^  ramener  le  cas 
général  à  ce  cas  particulier.  Il  suffira  par  exemple  d'intégrer  les 

équations 

^ c/a  +  çi  o?p  =  o,  r^du^  r^i  dv  =  o. 

Alors,  en  posant 

;  du  +  ^idv  =  c,' du  , 

■i]du  -hr^idv  =i(]'  dv\ 
on  sera  ramené  à  un  mouvement  pour  lequel 

et    (pii    rentre,   par  conséquent,    dans   la   dédniliou  de  M.   Farid 
Boulad. 

Il  suffira  de  déplacer  les  axes   mobiles  pour  obtenir  d'autres 
réductions  analogues. 
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OEuvRES  DE  G. -H.  HALPHKN,  publiées  par  les  soins  de  G.  Jordan, 
H.  PoixcARK,  É.  Picard,  avec  la  collaboration  de  E.  Vessiot.  Tome  I  : 
[  vol.  gr.  in-8"  (25-i6),  XLin-570  pages.  Paris,  Gauthier-Villars  et  G"", 
1916. 

Il  j  a  quelques  années,  M'"*^  Georges  Halphen,  ayant  résolu  de 
rassembler  les  OEuvres  de  son  mari,  avait  prié  MM.  Jordan, 
Picard  et  Poincaré  de  surveiller  cette  publication.  Nous  avons  été 
heureux  en  cette  circonstance  d'avoir  le  concours  de  M.  Vessiot, 
qui,  avec  l'aide  de  Charles  Halphen,  Ingénieur  des  Arts  et  Manu- 
factures, fils  de  notre  regretté  Confrère,  a  accepté  de  revoir  le 
texte  et  de  corriger  les  épreuves.  Le  premier  Volume  de  ces 
OEuvres,  qui  était  presque  entièrement  imprimé  au  début  de  la 
guerre,  vient  de  paraître.  JNoiis  avons  la  tristesse  de  dire  que 
Charles  Halplien  ne  sera  plus  là  pour  s'occuper  des  Volumes 
suivants;  il  est  tombé  au  champ  d'honneur,  près  d'Arras,  pendant 
l'été  de  191 5. 

Suivant  le  désir  exprimé  par  M'"^  Halphen,  les  deux  E^tudes  que 
nous  avons  publiées  en  1890,  H.  Poincaré  et  moi,  sur  la  vie  et 
l'œuvre  de  G. -H.  Halphen,  ont  été  reproduites  au  début  du 
Volume.  Nous  avons  pensé  qu'il  j  aurait  grand  intérêt  à  réim- 
primer la  Notice  rédigée  j)ar  Halphen  sur  ses  travaux  scientiTupies 
à  l'occasion  de  sa  candidature  à  l'Académie  des  Sciences.  On  peut 
dire  de  cette  Notice  qu'elle  a  renouvelé  un  genre  assez  lugral.  \u 
lieu  des  sèches  nomenclatures  quVUaieul  bleu  souncuI  jusque-là 
les  écrits  de  cette  nature,  on  y  trouve  exposées  dans  leur  ordre 
logique  les  Idées  (|ul  ont  guidé  l'Auteur  dans  sou  oMivn^  scleni  i- 
liquc,  et  Ton  eu  peut  mieux  apprécier  la  lluesse  en  même  teuq)s 
(fue  la  profondeur.  Ce  sera  un  guide  1res  sur  pour  la  leelurc  de 
l'Ouvrage. 

Les  géomètres  remercieront  M""-"  Hal[)hcu  de  sou  heureuse  ini- 
tiative. Voici  vingt-sept  ans  que  Halphen  a  été  enlevé  à  la  Science 
française  dans  tout  l'éclat  de  son  laleul.  Rien  n'a  vieilli    dans  ses 

Bull,  des  Sciences  niathérn.,  2»  série,  t.  \L.  (Octobre  i9i(>.)  21 
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écrits  d'une  admirable  perfection,  et  dont  toutes  les  parties  sont 
des  œuvres  d'art  dignes  d'être  proposées  comme  modèles  à  ceux 
qui  cultivent  les  Sciences  mathématiques.  Dans  la  solution  de 
chaque  question,  Halphen  s'efforçait  de  mettre  en  évidence  les 
véritables  éléments  dont  elle  dépend.  Les  problèmes  difficiles 
d'Algèbre  et  de  Géométrie  énumérative,  par  lesquels  il  débuta,  et 
où  vme  solution  n'a  de  prix  que  si  elle  est  complète  et  définitive, 
l'habituèrent  à  creuser  à  fond  les  questions  qu'il  étudiait.  Mettant 
à  profit  avec  un  art  consommé  le  secours  que  peuvent  se  prêter  les 
diverses  parties  des  Mathématiques,  il  a  su  pousser  jusqu'à  son 
dernier  terme  la  solution  des  problèmes  qu'il  s'est  posés,  et  son 
œuvre  si  achevée  a  laissé  dans  la  Science  une  trace  durable. 

Ce  n'est  guère  qu'à  partir  de  1869  que  Halphen  commença  à  se 
faire  connaître.  Ce  Volume  renferme  les  Mémoires  qu'il  a  publiés 
jusqu'en  1876.  En  dehors  de  ses  travaux  sur  la  théorie  des  carac- 
téristiques et  sur  les  points  singuliers  des  courbes  planes  algé- 
briques, complètement  achevés  pendant  cette  période,  on  j  trouve 
l'amorce  de  presque  toutes  les  idées  importantes  que  l'éminent  ma- 
thématicien devait  développer  plus  tard.  C'est  ainsi  qu'une  courte 
Note  de  1870  sur  les  courbes  gauches  algébriques,  renfermant  des 
énoncés  du  plus  haut  intérêt,  resta  pendant  douze  ans  une  énigme 
pour  les  géomètres  qui  s'occupaient  du  même  sujet.  De  même, 
à  plusieurs  reprises,  apparaît  incidemment  dans  des  travaux  de 
Géométrie  énumérative  la  notion  d'invariant  différentiel,  dont 
Halphen  devait  faire  longtemps  après  une  étude  approfondie,  et 
qui  le  conduisit  à  la  solution  d'importants  problèmes  de  Calcul 
intégral. 

Nous  avons  lieu  d'espérer  que  les  autres  Volumes  pourront 
paraître  assez  rapidement.  H  est  superflu  de  louer  le  soin,  dont  il 
est  coutumier,  avec  lequel  M.  Gauthier- Villars  a  imprimé  cet 
Ouvrage. 

Emile  Picard. 
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PrOCEEDINGS     OF    TIIE     FIFTIl    INTERNATIONAL     CoNGRESS     OF    MaTHEMATICIANS 

{Cambridge,  29.-28  August  19 12).  Editée!  by  the  gênerai  Secretaries 
ofthe  Congress  E.-V.  Hobson  and  A.-E.-II.  Love.  VoL  I  :  Part  I  :  Report 
of  the  Congress;  Part  II  :  Lectures,  Communications  (Section  I). 
Vol.  II  :  Communications  to  Sections  II-IV.  2  voL  in-8  jésus,  5oo  pages 
et  667  pages.  Cambridge,  at  the  University  Press,  igiS. 

A  la  Séance  d'ouverture  du  Congrès  international  des  Mathé- 
maticiens à  Cambridge,  Sir  George  Darwin  prononça  une  Allo- 
cution où  il  débutait  en  disant  que  le  monde  entier  est  affecté  par 
la  mort  de  l'illustre  Français  Henri  Poincaré.  Au  cours  de  cette 
Allocution,  il  cite  cette  opinion  de  Henri  Poincaré  que  les 
démonstrations  mathématiques  non  seulement  intéressent  l'intel- 
ligence, mais  peuvent  aussi  mettre  en  jeu  la  sensibilité. 

A  la  première  Séance  générale,  sur  la  proposition  de  M.  Miltag- 
Lefder,  appuyée  par  M.  Enriqucs,  Sir  George  Darwin  est  élu  Pré- 
sident du  Congrès. 

A  la  fin  de  la  Séance  de  clôture  du  Congrès,  M.  Mittag-Lefjler 
a  prononcé  en  français,  au  nom  de  ses  collègues,  quelques  paroles 
chaleureuses  de  remerciements  au  sujet  de  l'accueil  charmant  que 
firent  les  Anglais  à  leurs  hôtes  venus  à  Cambridge  des  diverses 
contrées  de  l'Europe.  H  s'est  ensuite  attaché  à  montrer  que  les 
Congrès  sont  pour  les  Mathématiques  d'une  importance  peul-(Mre 
plus  grande  que  pour  les  autres  Sciences. 

A  la  première  Séance  de  chaque  Section,  des  Allocutions  ont  été 
prononcées  par  les  Présidents  suivants  : 

EUiot,  de  la  vSection  I  (Arithmétique,   Algèbre,   Analyse),  (|u 
a  terminé  en  ap[)elaut  LIenri  IMincaré  le  «  j)nnce  des  analystes  » 

Bakei'^  de  la  Section  M  (Géométrie),  qui  a  rappelé  les  travaux 
de  Cayley,    Salmon,   Clebsch,  Abel,    Rieniauu,   Sir  Roberl   l^all 
iNoether,    Zeutben,   Picard   dont  le   livre    niarque  une  clapt^   dans 
l'histoire    de    la    Géométrie;    Ilundjcrt,    Castelnuovo,    Enri(jues, 
Severi; 

Lamh^  de  la  Section  TU  (a)  (Mécanique,  Physique  uialhiMna- 
ticjuc.  Astronomie); 

Edgewoi'tli ,  de  la  Section  TTI  (/>)  (Science  écouoini(jue.  Science 
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actuaire,  Statistique),  qui  a  rappelé  que  «  le  D'  Marsliall  a  montré 
que  le  raisonnement  mathématique  en  Economie  peut  être  non 
seulement  brillant,  mais  fructueux  »  ; 

Russell^  de  la  Section  IV  (a)  (Philosophie  et  Histoire),  qui  a 
déploré,  comme  une  grande  perte,   le  décès  de  Henri  Poincaré  ^ 

Godfrey^  de  la  Section  IV  [h)  (Didactique),  qui  a  parlé  des 
écrits  de  Sir  George  Darwin,  Bourlet,  Klein,  Zeuthen,  et  qui  a 
terminé  en  demandant  de  déléguer  dans  sa  charge  le  Professeur 
Smith,  rinitiateur  de  la  création  de  la  Section  TV  (a). 

En  Assemblées  générales  8  Lectures  ou  Conférences  ont  été 
faites.  En  voici  le  résumé  très  succinct  : 

1.  La  Conférence  sur  la  signification  de  la  critique  des  prin- 
cipes dans  le  développement  des  Mathématiques  àQM.Federigo 
Enriques  a  pour  sommaire  : 

Introduction.  —  Le  continu  et  les  procédés  infinitésimaux  dans 
l'Antiquité.  —  La  fondation  du  calcul  infinitésimal.  —  La  critique 
des  concepts  infinitésimaux  et  les  nouveaux  développements  sur 
le  calcul  des  variations.  —  Les  fonctions  arbitraires  et  l'élabora- 
tion moderne  du  concept  du  continu.  —  Le  développement  intensif 
des  Mathématiques  :  les  équations  et  les  nombres  imaginaires.  — 
La  théorie  des  fonctions  algébriques  selon  Riemann  et  la  critique 
des  principes  de  la  Géométrie.  —  Nouveaux  développements  de 
l'Algèbre.  —  Conclusions  ;  pragmatisme  et  naturalisme  mathé- 
matiques. —  Les  Mathématiques  comme  instrument  et  comme 
modèle  de  la  Science. 

2.  Au  début  de  sa  Conférence  sur  les  Périodicités  dans  le 
système  solaire^  M.  Ernest-W.  Brown  expose  les  méthodes 
apportées  par  les  découvertes  de  Newton  pour  traiter  les  problèmes 
de  Mécanique  céleste.  Puis  il  entre  dans  quelques  détails  sur  les 
séries  employées  en  Astronomie^  sur  les  périodes  des  mouvements 
des  corps  célestes  :  la  Lune  et  les  planètes,  les  astéroïdes.  A  la 
fin  de  sa  Conférence,  il  dit  que  Henri  Poincaré  a  grandement  con- 
tribué à  l'avancement  général  des  diverses  branches  des  Mathéma- 
tiques, que  c'est  en  Mécanique  céleste  qu'il  est  le  plus  grand  de 
tous,  que  le  monde  savant  déplore  sa  disparition  et  espère  cons- 
truire sur  les  fondements  établis  par  une  main  aussi  sûre. 
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3.  M.  Edmond  Landau  a  exposé,  avec  de  nombreuses  équations 
et  formules,  des  travaux  relatifs  à  la  théorie  des  nombres  premiers. 

4.  La  Ijecture  du  Prince  B.  Galitzin  sur  les  principes  de  lu 
Sismologie  instrumentale  contient  quelques  équations  et  for- 
mules, un  tracé  graphique  et  les  noms  des  savants  qui  se  sont 
occupés  d'une  façon  remarquable  de  Sismologie. 

5.  M.  Emile  Borel^  dans  sa  Conférence  intitulée  :  Définition 
et  domaine  d^ existence  des  fonctions  monogènes  uniformes^  ^ 
exposé  les  origines  de  l'idée  de  fonction,  la  théorie  de  Gauclij, 
les  limites  de  la  théorie  de  Gauchj-Weierstrass,  la  théorie  de 
Gauchj-Riemann,  les  domaines  de  Gauchy,  le  prolongement  par 
les  séries  divergentes,  les  intégrales  doubles  analogues  à  l'intégrale 
de  Gauchy,  les  propriétés  des  fonctions  monogènes,  les  analogies 
entre  la  théorie  des  fonctions  d'une  variable  complexe  et  la  théorie 
du  potentiel. 

6.  Sir  W.-H.  White  a  cherché  à  montrer  la  place  que  les  Ma- 
thématiques doivent  occuper  dans  l'art  de  l'ingénieur.  Sa  conclu- 
sion est  que  les  ingénieurs  n'ont  pas  usuellement  à  trouver  les 
solutions  mathématiques  complètes,  mais  qu'il  doit  toujours  exister 
des  relations  amicales  et  suivies  entre  les  mathématiciens  et  les 


ingénieurs. 


7.  M.  Maxime  Bâcher  a  défini  le  problème  limite  (boundary) 
à  une  dimension  et  a  considéré  quelques  points  de  ce  vaste  sujet  : 
la  fonction  de  Green,  les  petites  variations  des  coefficients,  les 
résultats  fondamentaux  dus  à  Sturm  et  leurs  récentes  extensions, 
les  expressions  asymptotiques,  la  méthode  des  approximations  suc- 
cessives, le  principe  du  minimum,  la  méthode  des  équations  inté- 
grales et  son  état  actuel,  les  développements  de  Sturm-Liouville 
de  fonctions  arbitraires,  les  développements  de  Birkhofi'. 

8.  Sir  Joseph  Larmor  a  fait  une  Gonférence  sur  la  Dynamique 
de  radiation.  Parmi  les  travaux  qu'il  a  résumés,  citons  (^eux  de 
Maxwell,  Lord  Rayleigh,  Bartoli-Bohzmann,  Poyniing,  Lorenlz. 
Un  Appendice  contient  l'extrait  d'une  lettre  de  T.  Levi-Givita 
relative  au  modèle  mécanique  de  Sir  J.  Larmor  pour  la  pression 
de  radiation. 
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Il  y  a  eu  122  GomiuuiiicalioQs  dans  les  diverses  Sections.  Le 
nombre  restreint  de  pages  qui  nous  sont  réservées  pour  présenter 
les  deux  gros  Volumes,  très  hicii  imprimés,  relatifs  au  Congrès  ne 
nous  permet  pas  de  donner  même  les  titres  de  chacune  d'elles. 
D'ailleurs,  elles  sont  très  variées  et  chacune  n'intéresse  qu'un 
petit  nombre  des  lecteurs  du  Bulletin. 

Mais  nous  pouvons,  sans  crainte  d'être  contredit,  affirmer  que 
l'on  pourra  faire,  dans  ces  Proceedijigs.,  une  ample  moisson  de 
renseignements  importants. 

Er.  L. 


FUBINT  (GuiDo).  —  Lezioni  di  Analisi  matkmatica.  Seconda  edizione, 
interamente  rifusa.  {Grande  Biblioteca  tecnica.)  1  vol.  in-8"  jésusi 
VIII— 541  pages.  Società  tipografico-editrice  nazionale.  Torino,   1916. 

Les  Leçons  d'Analyse  mathématique  du  D*"  Guido  Fubini,  dont 
voici  la  deuxième  édition,  sont,  à  peu  de  chose  près,  la  rédaction 
du  cours  qu'il  professe  depuis  quelques  années  déjà,  au  Reale 
Politecnico  de  Turin.  C'est  donc  avant  tout  un  Livre  d'enseigne- 
ment. Ces  Leçons  correspondent  au  programme  d'Analyse  mathé- 
matique du  Certificat  de  Mathématiques  générales  de  nos  Facultés. 
Je  ne  pense  pas  me  tromper  en  écrivant  qu'elles  s'adressent  à  la 
même  catégorie  d'élèves.  En  tout  cas,  elles  ont  été  écrites  pour 
des  jeunes  gens  qui  ont  des  connaissances  scientifiques  élémen- 
taires et  pour  qui  les  Mathématiques  sont  plus  un  moyen  qu'une 
fin.  La  nécessité  d'un  tel  enseignement  est  indéniable.  En  France, 
où  il  est  de  création  récente,  on  l'a  adjoint  à  renseignement  supé- 
rieur des  Facultés,  c'est  discutable  ;  à  l'étranger,  nous  le  voyons 
dans  le  cas  actuel^  il  fait  partie  de  la  première  année  d'études 
dans  les  écoles  techniques  spéciales,  et  là  est  véritablement  sa 
place.  Mais  quelle  que  soit  l'opinion  que  l'on  puisse  avoir  sur 
ce  sujet,  il  est  certain  que  l'exposition  d'un  tel  programme  com- 
porte plus  d'une  difficulté. 

Si  l'on  ne  cherche  pas  à  y  approfondir  les  bases  de  l'Analyse, 
on  n'en  est  pas  moins  amené  à  développer  certaines  questions 
fort  délicates.  Les  notions  de  nombre  incommensurable,  de  limite, 
de   continuité,  de  convergence   uniforme,   par  exemple,   ne  sont 
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pas  toujours  des  plus  faciles  à  faire  saisir  de  manière  à  ne 
laisser  dans  l'esprit  aucun  doute  possible  qui  viendrait  l'assaillir 
au  moment  des  applications.  Etant  donné  le  rôle  que  joue  main- 
tenant la  théorie  des  ensembles  dans  bon  nombre  de  questions,  il 
devient  de  plus  en  plus  difficile  de  ne  pas  en  toucher  quelques 
mots,  même  dans  un  Ouvrage  élémentaire.  L'Auteur  l'a  fort  bien 
compris,  en  particulier  dans  l'exposition  de  la  notion  d'aire  et  de 
volume  suivant  la  définition  de  MM.  Peano  et  Jordan,  extension 
naturelle  de  celle  que  l'on  donne  en  Mathématiques  élémentaires 
pour  le  volume  de  la  sphère.  Par  son  amplitude,  ce  programme 
touche  à  toutes  les  parties  de  l'Analyse  :  fonctions  d'une  ou 
plusieurs  variables,  dérivées  et  intégrales  de  tout  ordre,  équations 
différentielles  et  aux  dérivées  partielles.  Les  ingénieurs  et  phy- 
siciens auxquels  est  destiné  cet  enseignement  doivent  y  trouver 
les  outils  mathématiques  qui  leur  permettront  d'exécuter  des 
œuvres  mathématiques  dignes  de  ce  nom  et  les  jeunes  étudiants, 
futurs  professeurs,  y  puiser  un  enseignement  utile,  préparatoire 
à  l'étude  approfondie  de  l'Analyse. 

On  se  rend  compte  alors  des  qualités  que  doit  chercher  à  pos- 
séder un  tel  enseignement,  qu'il  soit  verbal  ou  écrit.  Savoir  se 
limiter,  réduire  toutes  les  théories  aux  parties  strictement  essen- 
tielles est  un  point  capital.  Si  en  outre  l'auteur,  à  côté  de  qualités 
réelles  de  mathématicien,  possède  ce  don  de  savoir  simplifier  les 
questions  les  plus  complexes  et  mettre  de  l'aisance  dans  l'exposi- 
tion des  problèmes  les  plus  ardus,  l'Ouvrage  sera  certainement 
profitable  à  ses  lecteurs.  Les  habitudes  d'extrême  rigueur  cjui,  à 
juste  titre,  se  sont  introduites  dans  les  iNLithématiques  ont  rendu 
peu  à  peu  la  lecture  des  ouvrages  de  science  pure  fort  dinicile. 
L'ingénieur  et  le  physicien  qui  y  cherchent  les  matières  néces- 
saires à  l'étude  des  phénomènes  expérimentaux  dont  ils  s'occupent 
risquent  fort  de  se  perdre  dans  les  précisions  dont  ils  sont  remplis 
et  de  ne  pas  toujours  trouver  les  quelques  clairières  auxquelles 
elles  aboutissent.  Est-ce  à  dire  que,  sous  prétexte  crapplicatlons, 
il  faut  abandonner  toute  rigueur?  11  y  a  un  juste  milieu  à  chercher 
et  le  mérite  de  l'auteur  est  de  le  trouver.  Parmi  les  démonstrations 
dont  sont  susceptibles  les  théories  exposées,  il  faut  toujours  choisir 
les  plus  simples.  Si  encore,  malgré  leur  facilité  relative,  ces 
expositions   contenaient  quelques    points    délicats,    Fauteur   doit 
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prendre  le  sage  parti,  à  rencontre  de  certains  écrivains  dangereux 
qui  les  escamotent,  de  les  mettre  plutôt  en  lumière.  Suivant  les 
cas,  ou  bien  il  les  cluc^idera  dans  quelques  notes,  ou  les  ayant 
signalés  priera  le  lecteur  d'admettre  ce  qu'il  ne  démontrera  pas. 
Mais  il  doit  éviter  toute  interprétation  fausse  de  sa  pensée  et 
toute  méprise. 

En  France,  divers  auteurs  ont  tenté  d'écrire  un  traité  de  Mathé- 
matiques générales,  destiné  aux  praticiens,  ingénieurs  ou  physi- 
ciens. 11  n'y  en  a  pas,  à  ma  connaissance,  qui  ait  pu  réaliser  d'une 
façon  intéressante  et  inédite  le  programme  que  j'exposais  plus 
haut.  Tous  se  ressentent  de  l'enseignement  de  nos  classes  de 
Mathématiques  spéciales.  Chez  la  plupart  on  a  suppriiné  le  carac- 
tère de  rigueur  et  de  précision  qui  fait  la  valeur  de  cet  enseigne- 
ment, on  a  conservé  les  résultats  et  les  méthodes  disposés  dans 
un  ordre  à  peu  près  arbitraire,  en  sorte  que  l'ensemble  apparaît 
comme  des  notes  absolument  quelconques  prises  dans  un  bon 
cours  préparatoire  à  nos  grandes  écoles. 

Le  Livre  de  M.  Fubini  mérite  quelque  attention.  L'Auteur  a 
cherché  à  se  rapprocher  des  qualités  que  nous  envisagions  pré- 
cédemment ;  sa  valeur  mathématique,  qu'attestent  ses  travaux 
antérieurs,  lui  permettait  de  tenter  cet  effort.  Il  répugne  avant 
tout  à  introduire  dans  son  enseignement  des  idées  qui  ne  soient 
pas  de  première  importance  ;  mais  celles-là  il  les  développe  lon- 
guement ;  ainsi  la  notion  de  nombre  et  de  mesure  des  grandeurs 
sont  à  la  base  même  de  ses  Leçons.  Les  autres  il  les  exposera  en 
notes  ou  dans  des  compléments  variés.  Certaines  d'entre  elles, 
intégrale  de  Riemann,  calcul  des  variations^  sont-elles  bien  utiles? 
Ce  qui  frappe,  à  la  lecture  de  ce  Livre,  c'est  le  souci  de  l'Auteur 
de  faire  saisir  par  ses  lecteurs  les  principes  qu'il  pose,  les 
définitions  qu'il  énonce,  les  démonstrations  qu'il  expose.  11  n'a 
cessé,  en  écrivant  ce  Livre,  de  penser  à  ceux  auxquels  il  était 
destiné.  Présentant  une  notion  nouvelle,  telle  que  celle  de  limite, 
il  en  cherche  de  suite  des  applications  physiques  ou  mécaniques, 
oscillations  d'un  pendule  amorù  par  exemple.  11  l'expose  sous  ses 
différents  aspects,  il  ne  veut  pas  qu'il  reste  un  doute  dans  l'esprit 
de  son  lecteur.  Peut-être  trouvera-t-on  que  cela  l'entraîne  un  peu 
dans  quelques  longueurs;  le  Livre  y  perd  en  concision  et  là  aussi 
le  mieux  est  l'ennemi  du  bien.    La  répétition,    qui  est  excellente 
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dans  l'enseignement  oral,  alourdit  souvent  l'enseignement  écrit. 
Songeant  aussi  à  ceux  qui  pourraient,  en  le  lisant,  prendre  goût 
aux  Matliématiques,  il  a  ouvert  plus  d'un  aperçu  intéressant  sur 
des  questions  que,  dans  la  première  lecture,  le  lecteur  peut  faci- 
lement passer.  C'est  le  cas  du  calcul  de  la  fonction  implicite  par 
approximations  successives.  Peut-être  pourra-t-on  trouver  que 
ces  questions  n'ont  pas  toutes  un  développement  en  rapport  avec 
leur  importance.  La  théorie  des  déterminants  et  des  équations 
linéaires  n'a  pas,  dans  la  pratique,  tout  l'intérêt  que  send^le  leur 
attacher  l'Auteur.  Là  encore  je  crains  que  celui-ci  ne  se  soit 
laissé  entraîner  à  des  considérations  un  peu  hors  de  proportion 
avec  le  cadre  qu'il  s'était  tracé  et  qu'il  n'ait  ainsi,  par  des  notes 
insérées  en  petit  caractère  dans  le  cours  de  son  texte,  donné 
malgré  tout  quelque  longueur  à  celui-ci  ;  citons  par  exemple  la 
détermination  de  la  limite  supérieure  des  modules  des  racines 
réelles  ou  complexes  d'une  équation  algébrique. 

Au  point  de  vue  pédagogique,  le  Livre  possède  une  réelle  qua- 
lité. Il  apparaît  comme  partagé,  dans  tous  ses  Chapitres  en  deux 
parties  :  le  cours,  les  exercices.  Je  ne  dis  pas  des  problèmes,  mais 
des  exercices  simples  et  clairs  qui  sont  des  applications  directes 
des  théories,  montrent  les  moyens  pratiques  de  s'en  servir  et 
fort  souvent  les  complètent.  L'Auteur  a  choisi  ses  exercices  résolus 
ou  proposés  soit  dans  le  domaine  abstrait,  soit  très  souvent  dans 
le  domaine  concret.  En  particulier,  il  en  a  emprunté  un  certain 
nombre  à  la  Physique  et  la  Mécanique;  ainsi  il  aj)plique  les  séries 
entières  à  l'intégration  du  mouvement  du  pendule  simple.  Peut- 
être  ces  exercices  n'ont-ils  pas  tous,  à  ce  point  de  vue,  une  grande 
valeur  éducative  pour  l'élève^  mais  est-ce  absolument  nécessaire? 

L'ordre  suivi  par  l'Auteur,  dans  son  exposition,  ne  parait  pas 
être  le  meilleur.  Certes^  là,  chacun  a  son  ick;c,  mais  enliu  on 
regrette,  par  exemple,  de  ne  pas  voir  traiter  simnllanénient  les 
diUerentielles  d'une  fonction  d'une  variable  et  les  dilVérentielles 
totales,  les  formules  de  Taylor  pour  les  fonctions  d'une  ou  plu- 
sieurs variables,  etc.  Les  points  communs  comuie  hvs  (li\(Mg(MU('s 
rls(pient  d'écluipper  plus  facileuient  aux  élèves.  Mais  il  ne  l.uil 
pas  oublier  (jue  l'enseignement  de  l'Auteur  fait  partie  d'un 
ensemble  d'études;  les  cours  de  IMiysicjue  et  de  Mécanique  (pie 
suivent   simultanément  ses  élèves  sont  venus  inlluencer,  par  des 
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nécessités  plus  ou  moins  pressantes,  l'ordre  d'exposition.  On 
comprend  à  quel  sentiment  l'Auteur  <a  obéi  :  il  n'était  pas  entiè- 
rement libre,  personne  ne  songerait  à  lui  en  faire  un  grief. 

Sur  bien  des  points,  TAuteur  a  rompu  avec  les  démonstrations 
classiques  et  leur  en  a  substitué  d'autres  qui  lui  sont,  je  crois, 
personnelles,  ou  auxquelles  il  a  apporté  tout  au  moins  une  cer- 
taine contribution.  Il  a  eu  souvent  recours  aux  procédés  intuitifs. 
Il  introduit  même  dans  l'étude  de  l'intégrale  définie,  ce  qui  peut 
être  considéré  comme  une  nouveauté  dans  un  Livre  élémentaire, 
la  notion  de  fonction  additive  d'un  ensemble. 

Ce  Livre  écrit  par  un  mathématicien  de  valeur  sera,  je  pense, 
utile  et  profitable  au  lecteur.  En  tout  cas  il  soutient  facilement  la 
comparaison  avec  certains  Ouvrages  français  dont  je  parlais  plus 
haut. 

Ed.  Ouivet. 


ROUBAUDI  (G.)  —  Traité  DK  Géomktrie  descriptive,  à  l'usage  des  élèves 
des  classes  de  Mathématiques  spéciales  et  des  candidats  à  l'Ecole  Poly- 
technique, à  l'Ecole  Normale  supérieure,  aux  p]coles  Centrales  des  Arts 
et  Manufactures,  des  Ponts  et  Chaussées  et  des  Mines  de  Paris  et  de 
Saint-Etienne,  i  vol.  grand  in-8,  vi-5j2  pages,  549  figures  dans  le  texte. 
Paris,  Masson  et  C'*,  1906. 

C'est  avec  un  réel  plaisir  que  j'ai  parcouru  cet  Ouvrage  qui  est 
destiné  aux  élèves  de  Mathématiques  spéciales  et  aux  candidats 
aux  Grandes  Ecoles.  Je  suis  persuadé  qu'il  sera  très  utile  à  ces 
jeunes  gens  et  qu'il  les  intéressera. 

Il  est  divisé  en  cinq  Livres  : 

L      Principes  de  la  Géométrie  descriptive.  Polyèdre. 
IL    Cônes  et  cylindres.  Sphère.  Trièdres. 

III.  Surfaces  de  révolution. 

IV.  Quadriques.  Compléments. 

V.  Projections  cotées.  Surfaces  topographiques. 

Dans  l'Introduction,  l'Auteur  examine  la  méthode  des  projec- 
tions. Cette  partie  de  l'Ouvrage  appartient  plutôt  à  la  Géométrie 
pure  ;    tout    le  monde    sait    qu'entre    les  mains  de    Poncelet    la 
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Perspective^  qui  jusqu'alors  n'était  utilisée  que  pour  les  construc- 
tions graphiques,  devint  une  féconde  méthode  de  découvertes  en 
Géométrie.  Quelques-unes  de  ces  applications  géométriques  sont 
données  dans  cet  Ouvrage;  citons,  par  exemple,  Tliomologie,  la 
propriété  des  triangles  homologiques,  du  rapporl  anharmo- 
nique,  etc.  L'introduction  des  éléments  à  Tinfini  est  établie  d'une 
façon  très  nette.  Ces  notions  géométriques  sont,  non  seulement 
intéressantes  au  point  de  vue  théorique,  mais  elles  sont  encore 
très  utiles  pour  les  constructions  graphiques  :  l'Auteur  les  utilise 
fréquemment. 

Bien  que  cet  Ouvrage  s'adresse  à  des  élèves  qui  ont  déjà  fait  de 
la  Descriptive,  il  contient  l'exposition  des  méthodes  élémentaires  ; 
cette  exposition  est  faite  d'une  façon  très  complète  avec  de  nom- 
breuses applications. 

Au  début  du  deuxième  Livre,  on  trouve  des  propriétés  générales 
sur  les  courbes  gauches  algébriques,  sur  leur  projection  cylin- 
drique ou  conique  dans  les  différents  cas  qui  peuvent  se  présenter 
suivant  la  position  du  centre  de  projection.  L'étude  de  ces  cas 
particuliers  a  une  grande  importance  au  point  de  vue  graphique, 
puisqu'elle  permet  de  voir  la  forme  de  la  projection  dans  le  voisi- 
nage de  certains  points  singuliers.  La  théorie  du  développement 
des  cônes  et  des  cylindres  est  faite  d'une  façon  rigoureuse  grâce  à 
l'introduction  des  infiniment  petits;  je  signale  aussi  une  relation 
entre  le  rayon  de  courbure  d'une  courbe  et  de  sa  transformée  par 
développement,  relation  qui  permet  de  trouver  les  points  d'in- 
flexion de  la  tranformée.  Dans  Tintersection  dès  cônes  et  des 
cylindres,  l'Auteur  ne  s'est  pas  borné  aux  tliéories  géuérah^s;  il  a 
fait  une  étude  complète  de  tous  les  cas  particuliers  qui  [)(Miveiil 
se  présenter. 

Pour  l'étude  descriptive  des  quadriques,  M.  Roubaudi  r.ippoUe 
un  certain  nombre  de  propriétés  établies  en  Géomélric  analytique. 
Il  est  tout  naturel  de  faire  appel  à  ces  notions  cpii  sont  familières 
aux  élèves  auvcpiels  cet  Ouvrage  est  destiné;  on  doit,  lorscpTon 
veut  atteindre  un  but,  ut  iliser  toutes  les  ressources  donl  on  dispose. 
-le  ne  suis  [)as  de  ceux  cpii  désirent  ('tablii'  une  (  loiM)n  clanclic 
entre  l'Algèbre  et  la  Géométrie.  Toutefois,  j'aunus  \u  avec  plaisir 
une  démonslration  purement  géométri(}ue  de  rcxistenoe  des  deux 
systèmes  de  génératrices   de   rhy[)erl)oloïde    à    une    naj^p»'.    Mais 
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n'oublions  pas  que  cet  Ouvrage  est  un  livre  d'enseignement; 
M.  Roubaudi  connaît,  bien  mieux  que  moi,  les  élèves  auxquels  il 
s'adresse  et  il  a  certainement  de  bonnes  raisons  pour  s'imposer 
l'obligation  de  ne  pas  dépasser  telle  ou  telle  limite. 

Les  notions  élémentaires  sur  la  courbure  des  lignes  tracées  sur 
une  surface  (théorème  de  Meusnier,  d'Euler,  etc.)  font,  aujour- 
d'hui, partie  de  l'enseignement  des  Mathématiques  spéciales. 
L'Auteur  s'en  est  servi  avec  succès  pour  donner  la  solution  d'un 
certain  nombre  de  problèmes  graphiques  :  construction  de  l'indi- 
catrice, du  rayon  de  courbure  de  la  courbe  de  contour  apparent 
d'une  surface  sur  un  plan,  des  tangentes  au  point  double  de  l'in- 
tersection de  deux  surfaces  tangentes,  etc. 

La  loi  de  Chasles  sur  la  variation  du  plan  tangent  à  une  surface 
réglée  le  long  d'une  génératrice  est  établie  d'une  façon  purement 
géométrique.  La  théorie  du  raccordement  de  deux  surfaces  réglées 
le  long  d'une  génératrice,  qui  s'en  déduit,  est  traitée  d'une  façon 
complète  avec  des  applications  à  certains  problèmes  de  Descrip- 
tive. Je  signalerai  encore,  dans  cet  ordre  d'idées,  la  construction 
des  lignes  de  striction  de  rhjj^erboloïde. 

Chaque  Chapitre  de  l'Ouvrage  est  suivi  de  l'énoncé  de  nom- 
breux problèmes.  ]3ans  la  plupart  de  ces  questions  posées,  il  y  a 
à  résoudre  d'abord  un  problème  de  géométrie.  C'est  qu'en  effet, 
comme  le  fait  remarquer  l'Auteur  dans  la  Préface  :  «  La  Géomé- 
trie descriptive  ne  peut  se  séparer  de  la  Géométrie  pure.  » 

A  la  fin  de  l'Ouvrage  se  trouvent  les  sujets  d'épurés  proposés 
aux  coucours  de  l'Ecole  Polytechnique  et  de  l'Ecole  Centrale 
depuis  1905,  et  de  l'Ecole  Normale  supérieure  depuis  1909.  En 
outre,  ce  qui  fera  plaisir  aux  professeurs,  l'Auteur  y  a  ajouté  un 
choix  de  cinquante-deux  énoncés  d'épurés,  précédés  d'une  brève 
instruction  sur  leur  exécution.  Toutes  ces  épures  ont  été  faites  et 
donnent  lieu  à  des  exercices  graphiques  instructifs  et  intéressants. 

C.   GuiCHARD. 
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MONTESSUS  (R.  de).  —  Exercices  et  Leçons  de  Mécvmque  analytique. 

Centres  de  gravité,  attraction,  potentiel,  moments  d'inertie,  dyna- 
mique des  corps  solides  et  des  systèmes,  les  fonctions  elliptiques 
dans  le  domaine  réel,  i  voL  iv-334  pages.  Paris,  Gauthier-Villars 
et  0%  I9i5. 

Parmi  les  jeunes  gens  qui  abordent  les  études  supérieures,  les 
uns  se  sentent  plutôt  attirés  vers  les  réalités,  les  autres  donnent 
la  préférence  aux  problèmes  abstraits,  susceptibles  de  solutions 
définitives.  Bien  rares  sont  ceux  qui  peuvent  se  flatter  d'exceller 
dans  les  deux  directions  ;  il  faut  qu'un  jour  ou  l'autre  leur  choix 
se  prononce.  Si  l'on  en  juge  par  les  questions  posées  dans  les 
Facultés  françaises,  l'enseignement  de  la  Mécanique  rationnelle, 
s'adressant  à  la  fois  à  ces  deux  catégories  d'étudianis,  vise  à 
empêcher  qu'il  ne  se  produise  entre  elles  une  scission  trop  [)rompte. 
Chez  les  futurs  physiciens,  il  maintient  le  goût  des  solutions 
nettes  et  quantitatives.  11  engage  les  futurs  mathématiciens  à 
porter  leurs  efforts  sur  les  combinaisons  analytiques  qui  se  sont 
montrées  aptes  à  représent(Mles  phénomènes  réels  et  qui  se  trouvent 
être  aussi  les  plus  fécondes  pour  la  théorie. 

Il  estassez  visible  que  M.  de  Monlessus  est,  par  ses  préférences, 
plutôt  analyste.  Les  questions  de  frottement,  d'élasticité,  de  visco- 
sité, souvent  imposées  par  le  spectacle  de  la  nature,  sont  évitées 
dans  le  Livre  qu'il  nous  oflre.  11  est  vrai  qu'elles  ne  comportent 
guère  de  réponses  élégantes  et  brèves  et  sont  rarement  matière  à 
examens.  Nos  candidats  sont  invités  à  montrer  leur  savoir  sur  des 
êtres  évidemment  fictifs,  points  massifs,  mais  sansdimension,  corps 
homogènes  et  indéformal)les,  lignes  et  surfaces  parfailcment  polies. 
Comme  dédommagement  de  ces  restrictions  voulues,  on  accjuiert 
la  faculté  d'aller  jusqu'au  bout  des  conséquences,  de  soutenir  le 
raisonnement  par  des  images  géométriques  extrêmement  claires, 
d'élucider  des  questions  d'apparence  très  variée  [)ar  des  artifices 
analytiques  réguliers  et  uniformes,  parmi  lesquels  figure  eu 
première  ligne  le  changement  de  variables  de  Lagrange. 

L'étudiant  qui  aura  suivi  JNI.  de  INlontessus  dans  les  st)lulions 
qu'il  dévelop()e,  qui  aura  fait  l'applicatiorr  des  mêmes  procédés 
aux  problèmes  seulement  énoncés,  aurait  peut-être  tori  de  se 
croire  très  avancé  dans  l'intelligence  des  phénomènes  physiques. 
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Mais  il  aura  sûrement  perfectionné  ses  dons  de  calculateur,  s'ils 
ne  sont  pas  déjà  remarquables.  11  aura  conquis  la  dextérité 
nécessaire  dans  le  maniement  d'un  onlil  1res  souple  et  à  peu  près 
infaillible  entre  les  limites  où  son  emploi  est  légitime.  Les  énoncés 
habituellement  donnés  en  composition  écrite  dans  nos  Universités 
n'auront  plus,  pour  le  travailleur  ainsi  préparé,  ni  mystère  ni 
appréhension. 

Assez  souvent  il  aurait  été  possible  d'arriver  plus  vite  au  but, 
par  des  aperçus  géométriques  à  peu  près  intuitifs.  Cela  se 
remarque,  en  [)articulier,  au  Chapitre  des  chocs  et  percussions, 
où  l'emploi  des  quantités  de  mouvement  semble  avoir  été  proscrit. 
Le  physicien  sera  toujours  assez  tôt  séduit  par  ces  expédients 
adaptés  aux  circonstances,  et  il  e-t  bon  qu'il  soit  exercé  d'abord 
aux  méthodes  générales. 

Dans  de  rares  occasions  nous  avons  trouvé  matière  à  une  critique 
un  peu  sérieuse.  Le  n"  48  (p.  S'y)  serait,  à  notre  avis,  à  supprimer. 
11  jette  sur  un  résultat  établi  un  peu  plus  haut  (n"  38,  p.  5o)  un 
doute  injustifié,  qu'une  analyse  exacte  ne  confirmerait  pas.  Au 
n"  108  (p.  102),  on  décompose  la  force  vive  d'un  solide,  en  mettant 
à  part  la  force  vive  de  la  masse  totale  supposée  réunie  en  un  point  O. 
Ce  théorème,  souvent  employé  quand  le  point  O  est  le  centre  de 
gravité,  n'est  pas  exact  si  O  a  été  arbitrairement  pris  dans  le  corps, 
comme  le  texte  pourrait  le  laisser  supposer,  l.a  transformation  de 
Landen,  mentionnée  seulement  page  282,  aurait  pu  être  formelle- 
ment indiquée  en  quelques  lignes.  Son  utilité  pratique  est  plus 
certaine  que  celle  des  périodes  imaginaires,  qui  ont  fait  l'objet  de 
dévelo|)pements  assez  longs. 

On  doit,  à  ce  qu'il  nous  semble,  louer  d'une  façon  générale  la 
clarté  de  la  disposition  typographique,  la  division  des  sujets, 
l'heureux  choix  des  notations,  la  persévérance  révélée  dans  l'exé- 
cution complète  de  calculs  épineux,  comme  celui  du  centre  de 
gravité  de  l'aire  d'un  demi-ellipsoïde.  Le  meilleur  maître  est  celui 
qui  possède  l'art  de  décider  les  élèves,  au  besoin  par  son  exemple, 
à  se  donner  beaucoup  de  peine. 

P.    PuiSEUX. 
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MANGINI  (G.).  —  V Opéra  «  De  Corporibus  regularibus  »  di  Piiîtro 
Franceschi  delto  Della  Francesca  ursurpata  da  fra  Luca  Pacioli. 
Memoria  con  dodici  Tavole.  {Reale  Accademia  dei Lincei^  Knwo  CCCXII, 
igiS.)  I  vol.  in-4  Jésus,  i44  pages;  17  planches.  Roma,  Pio  Befani;  igiô. 

Ce  Mémoire  de  M.  G.  Mancini,  précédé  d'un  Rapport  de  M.  G. 
Loria  dont  nous  ferons  largement  usage  dans  celte  analyse,  a  été 
présenté,  sous  les  auspices  de  MM.  Loria  et  Volterra,  à  la  Classe 
des  Sciences  morales,  historiques  et  philologiques  de  l'Académie 
des  Lincei.  Il  contient  le  lexle  encore  inédit  d'un  manuscrit  de  la 
bibliothèque  du  Vatican  (')  intitulé  Peiri  pictoris  Burgensis  De 
qainque  corporibus  regularibus^  œuvre  mathématique  qui  doit 
être  attribuée,  sans  aucun  doute,  après  les  a»gumenls  absolument 
convaincants  que  donne  M.  Mancini  au  sujet  de  celte  attribution, 
au  célèbre  peintre  Pietro  Franceschi,  dit  Délia  Francesca,  de 
Borgo  San-Sepolcro,  mort  en  \l\iyi  à  un  âge  très  avancé. 

L'intérêt  de  cette  publication  réside  surtout  dans  l'étude  critique 
tiès  documentée  de  M.  Mancini  cjui  précède  l'édition  du  manu- 
scrit. Cette  étude  constitue  un  réquisitoire  terriblement  précis  à 
l'encontre  de  Luca  Pacioli,  célèbre  mathématicien  du  xv''  siècle 
auquel  tous  les  historiens  des  Mathémaliques,  depuis  Monlucla 
jusqu'à  Cantoi ',  ont  assigné  une  place  éminenle  parmi  les  savants 
qui  contribuèrent  à  l'évolution  de  cette  partie  des  Mathématiques 
qui  devint  finalement  l'Algèbre.  F'ra  l^uca  Pacioli,  de  l'ordre  des 
Franciscains,  naquit,  comme  le  peintre  Délia  Francesca,  à  Borgo 
San-Sepolcro;  il  enseigna  dans  diverses  Universités  italiennes; 
son  œuvre  principale,  la  Summa  (-),  est  un  des  premiers  livres  de 
Mathématiques  (pii  furent  imprimés.  On  s'accorde  en  général  |)0ur 
estimer  que  c'est  l'œuvre  d'un  compilateur  plutôt  ([ue  celle  d'un 
créateur  :  mais  ce  Livre  est  des  plus  j)récieux  pour  l'hisioire  des 
Mathématicjues,  par  la  vue  d'ensemble  qu'il  donne  sur  l'état  de  la 
Science  mathématique  au  xv®  siècle,  et  il  dut  être  très  répandu  à 
son  époque  puisque,  imprimé  à  Venise  en  i494-  i^  ^^it  réimprimé 
dès   1623.  Outre  la  Summa,  Luca  Pacioli  écrivit  le  traité  de  la 


(')  Ce  manuscrit  est  catalogué  sous  la  rubrique.  Cod.    Wtticano-Urbinate  G3'2. 
(^)  Summa   de  Aritlimetica^    Geometria,   Proportioni  et   Proportionalità, 
Venise,  i494- 


3i2  PREMIERE   PARTIE. 

DivinaProporzione^  imprimé  en  looç)  et  dont  les  figures,  repré- 
senlant  en  perspective  les  corj)S  réguliers,  furent,  nous  dit  l'Auteur, 
dessinées  par  Léonard  de  Vinci. 

Et  c'est  à  propos  de  la  Dlv'ina  Proporzione  que  s'est  posée 
depuis  longtemps  une  question  de  propriété  scientifique  que 
M.  Mancini  paraît  bien  avoir  résolue  d'une  façon  définitive.  Dès 
le  xvi^  siècle,  Vasiiri,  dans  sa  Vita  di  Pier  Délia  Fraiicesca^ 
accusa  Luca  Pacioli  d'avoir  usurpé  sa  réputation  de  mathématicien 
au  détriment  de  son  coiupatiiote  et  maître  Délia  Francesca,  qui 
l'aurait  initié  aux  Mathématiques  et  dont  il  aurait,  sans  aucun 
scrupule,  fait  imprimer  les  œuvres  sous  son  propre  nom,  après  la 
mort  du  peintre  et  même  pendant  la  vieillesse  de  ce  dernier  devenu 
aveugle.  Vasari  va  jusqu'à  Iraiter  Luca  Pacioli  de  quelqu'un  qui 
aurait  recouvert  sa  peau  d'âne  des  dépouilles  glorieuses  du  lion, 
attrihiiendosi  Valtrui  pregio  ricuopre  la  pelle  dello  asino  cou 
le  gloriosissime  spoglie  del  leone.  Plusieurs  auteurs  ont  entrepris, 
depuis  lors,  de  justifier  Luca  Pacioli  du  jugement  porlé  sur  lui  par 
Vasari.  La  plupart  ont  repoussé,  ou  même  négligé  purement  et 
simplement,  cette  accusalion  portée  contre  un  homme  qui  enseigna 
les  Mathématiques  dans  les  villes  les  plus  célèbres  de  l'Italie  et 
qui  fut  honoré  de  l'amitié,  de  l'estime  et  même  de  la  collaboration 
de  Léonard  de  Vinci.  Mais  aucun  érudit  n'avait  cherché  à  exa- 
miner les  manuscrits  mêmes  de  F^ietro  Délia  Francesca  et  à  les 
comparer  aux  œuvres  de  Pacioli. 

C'est  seulement  en  1903  que  M.  Pittarelli,  professeur  de  Géo- 
métrie descriptive  à  l'Llniversité  de  Rome,  voulant  déterminer  la 
place  qui  revient  à  Pietro  Délia  Francesca  dans  l'histoire  de  la 
Perspective,  fit  au  Congrès  international  des  Sciences  historiques 
de  Rome  une  Communication  sur  l'œuvre  célèbre  De  Perspectwa 
pingendi,  àe  ce  peintre  et  annonça  incidemment  à  cette  occasion 
qu'il  j  avait  Identité  parfaite  entre  un  manuscrit  de  la  bibliothèque 
du  Vatican,  provenant  des  Archives  du  Duché  d'Url)ino,  et  attribué 
à  Délia  Francesca,  et  l'un  des  traités  constituant  la  Divina  Pro- 
porzione de  Luca  Pacioli.  M.  Pittarelli  revint  sur  cette  question 
cinq  ans  après  au  quatrième  Congrès  des  Mathématiciens  à  Rome  ('). 

Après  cette  Communication  de  M.  Pittarelli,  M.  Mancini  a  entre- 

(')  ALti  del  IV"  Congresso  dei  Matematici,  t.  III,  p.  4^G  (Rome,  1909). 
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pris  l'étude  qui  fait  l'objet  de  son  Mémoire  et  il  vient  d'éditer  le 
manuscrit  encore  inédit  de  Pielro  Délia  Francesca.  Il  établit 
d'abord,  sans  aucune  objection  possible,  que  le  traité  De  Corpo- 
ribiis  regularibus  doit  être  attribué  au  célèbre  peintre  et  même 
que  le  manuscrit  du  Vatican,  unique  exemplaire  connu  de  ce  traité, 
a  été  sinon  entièrement  écrit  par  l'auteur,  du  moins  revu,  corrigé 
et  annoté  par  lui  :  ceci  résulte  d'une  comparaison  d'écritures  avec 
des  autographes  authentiques  de  Délia  Francesca  qu'un  profane 
même  peut  elFectuer  facilement  sur  les  belles  phototypies  qui 
ornent  le  Mémoire  de  M.  Mancini.  En  second  lieu,  M.  Mancini 
donne  le  texte  complet  du  traité  d'après  le  manuscrit  du  Vatican, 
de  manière  que  chacun  puisse  le  comparer  à  la  Divlna  Propor- 
zione  de  Luca  Pacioli.  Il  résulte,  paraît-il,  de  cette  comparaison 
que  la  partie  principale  de  la  Divina  Proporzione  n'est  que  la  tra- 
duction à  peu  près  textuelle,  en  un  italien  barbare,  mélange  de  tous 
les  dialectes  de  l'Italie,  du  traité  latin  De  Coiporibus  regularibus. 
Les  problèmes  traités  dans  ce  dernier  Ouvrage  sont  relatifs  à  des 
polygones  et  à  des  polyèdres,  le  plus  souvent  réguliers,  et  ils  ont 
pour  but  le  calcul  de  certaines  longueurs,  aires  ou  volumes  en 
partant  de  données  numériques  :  ce  sont  des  problèmes  conduisant 
à  des  équations  du  premier  ou  du  second  degré.  Or  les  deux 
Ouvrages  contiennent  non  seulement  les  mêmes  matières,  les 
mêmes  problèmes  traités  dans  le  même  ordre,  mais  encore  les 
mêmes  données  numériques.  Ainsi  que  le  fait  remarquer  M.  Loria, 
ceci  confirme  l'opinion  émise  par  divers  auteurs  d'après  laquelle 
la  loyauté  scientifique  serait  un  sentiment  d'origine  moderne;  les 
questions  de  priorité  scientifique  et  de  propriété  littéraire  n'exis- 
taient pour  ainsi  dire  pas  pour  les  auteurs  de  l'époque  de  Pacioli 
qui  citaient  rarement  leurs  sources.  Mais  aucun  des  contemporains 
de  Luca  Pacioli  n'est  tout  de  même  allé  aussi  loin  (pie  lui  dans 
celle  voie,  puisqu'il  en  est  arrivé  à  publier  textuellement  sous  son 
propre  nom  Tœuvre  du  célèbre  peintre,  son  compalriole. 

M.  Mancini  donne  des  détails  intéressants  sur  la  vie  et  lœuvrc 
mathémati([ue  du  peintre  Délia  Francesca.  Comme  beaucoup 
d'autres  artistes  du  xv''  siècle,  comme  Léonard  de  V^inci  un  peu 
plus  tard,  il  cultiva  les  sciences  exactes  et,  dans  son  Iraité  De 
Perspectiva  pingendi^  il  établit  les  bases  mathématiques  de  la 
Perspective.  M.  Mancini  ne  pense  pas  toutefois  qu'il  ait  enseigné 
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les  Mathématiques  et  (jiic  Liica  Pacioli,  son  compatriote,  ait  pu 
être,  à  proprement  parler,  son  élève,  comme  l'écrit  Vasari,  qui 
fait  ressortir  avec  véliémence  l'ingratitude  du  disciple,  devenu  le 
plagiaire  de  son  maître. 

Au  sujet  de  l'Ouvrage  lui-même  De  Corporibus  regularibus^ 
M.  Loria  pense,  en  l'absence  de  toute  référence,  que  Pietro  Ddla 
Francesca  s'inspira,  non  seulement  d'Euclide,  mais  peut-être  aussi 
d'Arcliimède.  L'un  des  problèmes  traités  est  la  recherche  du 
volume  commun  à  deux  cylindres  droits  égaux  dont  les  axes  se 
croisent  à  angle  droit  :  or  c'est  précisément  là  l'un  des  problèmes 
de  calcul  intégral  résoins  par  Archimède  dans  l'œuvre  nouvelle 
découverte  il  J  a  quelques  années  à  Constantinople.  Un  nouveau 
problème  est  ainsi  posé  à  la  sagacité  des  érudits  :  Pietro  Délia 
Francesca  aurait-il  eu  connaissance  de  cette  œuvre  d'Archimède? 

Le  Mémoire  de  M.  Mancini  est  édité  avec  soin  :  il  est  accompa- 
gné de  planches  contenant  les  figures  du  manuscrit  et  de  photo- 
typies  reproduisant  quehjues  pages  du  manuscrit  ainsi  que  d'autres 
écrits  du  célèbre  peintre;  il  contient  enfin  de  belles  reproductions 
de  trois  tableaux  de  Délia  Francesca;  dans  deux  de  ces  tableaux, 
le  peintre  s'est  représenté  lui-même  sous  les  traits  de  l'un  des 
personnages  du  tableau;  le  troisième  tableau  représente  son  com- 
patriote Fra  Luca  Pacioli,  expliquant  un  problème  au  duc  d'Ur- 
bino,  devant  une  table  sur  laquelle  se  trouvent  un  dodécaèdre 
régulier  et  quelques  instruments  de  mathématiques. 

S.   Lattes. 


RICHARDSON  (Robert-P.)  and  LANDIS  (Edwârd-H.).  —  Fundamental 
Conceptions  of  modern  Mathematics.  Variables  and  Quantities  with  a 
discussion  of  the  gênerai  conception  of  functional  relation,  i  vol.  in-8, 
xxi-216  pages.  Chicago  and  London,  The  Open  Court,  1916. 

Les  Auteurs  de  cet  Ouvrage  ont  attiré  l'attention,  à  son  sujet, 
avant  sa  publication  proprement  dite.  En  juillet  1910  ils  pu- 
bliaient, dans  The  Monist^  une  étude  étendue  intitulée  Numbers^ 
Variables  and  Mr.  RusseVs  Philosophy ,  laquelle  pouvait  déjà 
laisser  présager  des  développements  plus  étendus  sur  un  tel  sujet. 
De  plus,  en  réimprimant,  à  part,  l'étude  en  question  (Chicago  and 
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London,  191 5),  ils  la  faisaient  suivre  d'une  annonce  du  présent 
Ouvrage  ou,  plus  exactement,  d'un  plan  fort  détaillé  relatif  à  une 
sorte  d'encyclopédie  relative  aux  principes  des  Mathématiques.  Le 
projet  de  cette  encyclopédie  comprenait  les  divisions  suivantes  : 
Variables  et  quantités,  Domaines,  Limites,  Continuité,  Translîni, 
Symboles,  Algèbre  et  équations,  Transformations,  Relations  fonc- 
tionnelles, Différentiation,  Intégration,  Continuité  fonctionnelle. 
Fonctions  analytiques.  Le  Volume  qui  paraît  aujourd'hui  est  relatif 
à  la  première  de  ces  treize  rubriques. 

L'œuvre  entreprise  paraît  surtout  de  nature  philosophique  :  c'est 
un  discours  à  peu  près  dépourvu  de  formules,  d'un  intérêt  dont  nous 
ne  pouvons  guère  donner  idée  que  par  quelques  citations  faites  un 
peu  au  hasard.  Ainsi  (p.  i4)  un  ordre  de  succession  d'instants 
correspond  aussi  bien  au  déplacement  d'un  point  décrivant  une 
courbe  qu'à  l'expansion  d'un  volume  gazeux.  Ceci  est  juste,  car, 
dans  les  applications,  nous  voyons  que  le  rapport  du  déplacement 
au  temps  donne  une  vitesse  et  le  rapport  de  l'expansion  au  temps  la 
notion  analogue  de  /lux  .  Après  des  études  concernant  l'ordre  et 
où  l'on  retrouve  la  notion  du  «  bien  ordonné  »  de  Cantor,  les 
Auteurs  déplorent  la  mauvaise  qualité  de  la  terminologie  relative 
aux  principes  (p.  2^).  lis  proposent  la  notion  de  sortes  de  quan- 
tités, deux  quantités  de  même  sorte  étant  susceptibles  d'addition 
effective  ou  symbolique.  Ils  peuvent  aisément  passer  de  là  à  la 
constitution  des  quantités  vectorielles  les  plus  générales.  A  signaler 
aussi  des  lignes  bien  intéressantes  sur  le  choix  des  zéros  (p.  85) 
dont  tout  l'arbitraire  est  marqué  par  des  comparaisons  ihermo- 
métriques. 

L'endroit  capital  où  les  Auteurs  semblent  donner  une  opinion 
nettement  personnelle  est  celui  où  ils  criti(juent  d'une  manière 
serrée  (et  quelquefois  sévère)  les  conceptions  du  nombre  provenant 
de  l'idée  de  classe,  ce  qui  n'est  pas  [)lus  clair,  pour  beaucoup  d'es- 
prits, et  joue  cependant  un  rôle  considtMable  pour  Técole  Peano- 
Russell.  ISous  n'éprouvons  pas  le  besoin  de  prendre  parli;  pour  les 
logiciens  au  courant  de  ces  dilemmes,  nous  pronostiquons  simple- 
ment un  renouveau  d'intérêt  suffisamment  justifié  par  les  pages  en 
question. 

L'Ouviage  se  termine  par  une  discussion  sur  la  conception 
générale    de   relation    fonctionnelle.  C'est   une    anlicipation    sur 
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l'une  (les  douze  Parties  devant  faire  suite  à  la  première.  On  y 
trouve  la  crilique  des  notions  de  fonc-lions  chez  Leibnitz,  Bernoulli, 
Euler,  D'Alembert,  Dirichlet,  etc.  On  y  trouve  même  «  l'erreur 
de  Riemann  »,  car  Riemann  aurait  donné,  [)our  les  fonctions  de 
variable  complexe,  une  définition  Irop  étroite  en  assignant  l'unicité 
de  la  dérivée.  Dans  de  tels  cas  le  mot  erreur  semble  un  peu  tran- 
chant; si  une  définition,  même  imparfaite  au  point  de  vue  stric- 
tement logique,  donne  des  développements  étendus,  cohérents, 
où  l'on  pourrait  corriger  partout  la  forme  du  langage  sans  en  dé- 
truire le  fond,  ce  n'est  pas,  à  notre  humble  avis,  une  erreur.  ISous 
ne  voyons  guère  d'erreur  que  là  où  l'on  peut  faire  apparaître  le 
rôle  nettement  destructif  d'une  contradiction. 

Mais,  encore  une  fois,  il  faut  laissera  MM.  Richardson  et  Landis 
la  responsabilité  d'une  entreprise  grandement  originale  et  sou- 
haiter, comme  ils  le  souhaitent  eux-mêmes,  que  leurs  lecteurs 
fournissent  une  collaboration  étendue  à  l'achèvement  de  la  grande 

œuvre  critique  projetée. 

La  R. 


MÉLANGES. 


INSTITUT  MATHÉMATIQUE  DES  ÉPOUX  MITTAG-LEFFLER. 


Extrait  du  testament  dressé  et  signé  le  i6  mars  19  r 6 
PAR  G.  Mittag-Leffler  et  Signe  Mittag-Leffler,  née  af  Lindfors. 

Nous  soussignés,  modifiant  le  testament  mutuel  dressé  entre 
nous  le  6  janvier  i883,  déclarons  ici  notre  dernière  volonté,  qui 
est  de  léguer  tous  nos  biens,  pour  lui  revenir  après  notre  mort 
à  tous  deux,  à   une   fondation  qui  prendra  le  nom  de  :  Institut 

mathématique  des  époux  MlTTACx-l^EFFLER. 

Cet  Institut  aura  pour  tâche  de  conserver  aux  Mathématiques 
pures  et  de  développer  encore,  dans  les  quatre  pays  Scandinaves, 
Suède,  Daneinark,  Finlande  et  Norvège,  mais  tout  particulière- 
ment  en    Suède,   la   position    qu'elles   y   occupent   aujourd'hui, 
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comme  aussi  de  faire  connaître  et  estimer  à  sa  juste  valeur,  en 
dehors  de  leurs  frontières,  l'apport  de  ces  pays  dans  la  sphère  la 
plus  haute  de  la  vie  de  l'esprit. 

Nous  proscrivons  expressément,  dans  l'accomplissement  de 
cette  tâche,  toute  considération  autre  que  celles  qui  viennent 
d'être  indiquées.  Il  ne  devra  être  tenu  compte,  par  conséquent,  ni 
des  relations  personnelles  d'amitié,  ni  du  désir  de  prêter  à  qui 
que  ce  soit,  dans  des  circonstances  difficiles,  un  appui  pécuniaire. 
11  ne  devra  pas  être  tenu  compte  davantage  de  vœux  ou  de  besoins 
pratiques,  de  questions  d'examen,  des  opinions  politiques,  ou  de 
considérations  qui  pourraient  être  tirées  de  sciences  autres  que 
les  Mathématiques  pwre5. 

L'Institut  s'acquittera  de  sa  tâche  : 

1°  En  vouant  des  soins  attentifs  à  l'entretien  et  à  l'enrichisse- 
ment de  la  bibliothèque  mathématique  du  soussigné  G.  Mittag- 
Le filer,  avec  tout  ce  qui  y  appartient  en  fait  de  manuscrits,  de 
portraits,  de  collections  de  famille,  de  souvenirs  de  famille  et 
d'autres  objets. 

La  bibliothèque  continuera  d'être  déposée  dans  la  grande  villa 
de  pierre,  sise  dans  notre  propriété  du  quartier  n°  16,  dit  Midgard, 
à  Djursholm,  et  ne  devra  être  incorporée  à  aucune  autre  collec- 
tion de  livres.  La  villa  a  été  édifiée  et  aménagée  en  vue  de  servir 
de  local  à  la  bibliothèque  et  contient,  à  cet  efl'et,  plusieurs 
chambres  de  travail  où  les  chercheurs  pourront  utiliser  en  toute 
tranquillité  les  ressources  de  la  bibliothèque. 

La  partie  peu  considérable  de  la  villa  servant  actuellement  de 
logement  sera,  après  notre  mort,  également  allectée  à  la  biblio- 
thèque. 

La  bibliolhèque  sera  ouverte  à  tous  les  mathématiciens,  mais, 
pour  éviter  des  abus,  sur  autorisation  du  présidenl  du  Comité 
directeur  ou  du  directeur  de  l'Institut.  Les  livres  ne  pourroul  pas 
être  emportés  au  dehors  et  ne  devront  être  utilisés  que  dans  les 
locaux  de  la  bibliotiièque. 

2"  En  accordant  des  bourses,  pour  des  études  dans  leur  pays  ou 
hors  de  leur  pays,  à  des  jeunes  gens  des  deux  sexes  appartenant 
aux  quatre  pays  susnommés  et  ayant  fait  preuve  d'aptituch's  réelles 
[)our  les  recherches  et  les  découvertes  dans  le  douiaine  des  Mathé- 
matiques pures. 
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En  outre,  les  ouvrai^es  d'une  importance  jugée  supérieure  à  la 
moyenne,  ayant  pour  auteurs  des  ressortissants  de  ces  quatre  pays, 
pourn^nt  faire  l'objet  d'une  distinction,  qui  consistera  en  une 
médaille  d'or,  du  même  module  et  du  même  titre  que  la  petite 
médaille  Nobel  et,  tant  que  des  exemplaires  s'en  trouveront  dispo- 
nibles, en  une  série  aussi  complète  que  possible  des  Acta  mathe- 
matica^  dont  les  volumes,  munis  d'une  belle  reliure,  porteront  le 
nom  de  l'auteur  couronné. 

3"  En  décernant  des  prix  pour  les  découvertes  réellement  dignes 
de  ce  nom  dans  le  domaine  des  Mathématiques  pares.  Ces  prix 
devront  être  donnés  sans  égard  à  la  nationalité  du  lauréat.  Celui-ci 
pourra  appartenir  à  n'importe  quel  pays,  et  les  ressortissants  des 
quatre  pays  Scandinaves  ne  jouiront,  sur  ce  point,  d'aucun  privi- 
lège. Le  prix  ne  devra  être  décerné  que  pour  une  découverte 
apportant  des  idées  neuves  d'une  portée  telle  que  la  Science  en 
reçoive  une  nouvelle  impulsion.  Il  est  désirable,  toutefois,  que  le 
prix  puisse  être  décerné  une  fois  au  moins  tous  les  six  ans.  Ce 
prix  consistera  en  une  médaille  d'or  grand  module  artistement 
exécutée,  et  en  un  diplôme  d'un  caractère  également  artistique, 
motivant  scientifiquement  l'attribution  du  prix;  eniînen  une  série 
aussi  complète  que  possible  des  Acta  mathematica^  dont  les 
volumes,  munis  d'une  solide  et  belle  reliure,  porteront  le  nom  du 
lauréat.  Celui-ci  sera  invité  à  se  rendre  personnellement  à 
Djursholm,  afin  d'y  recevoir  le  prix.  Il  touchera,  à  cet  elFet,  une 
indemnité  de  voyage  convenable,  dont  le  montant  sera  fixé  chaque 
fois.  Le  prix  lui  sera  remis  au  cours  d'une  cérémonie  solennelle 
organisée  dans  la  grande  salle  de  la  bibliothèque. 

4°  Lorsque  les  revenus  annuels  de  l'Institut  dépasseront  le 
montant  ci-dessous  indiqué,  il  pourra  être  créé,  outre  le  poste  de 
directeur,  d'autres  emplois  rétribués,  dont  les  titulaires  auront 
pour  tâche  d'exercer  une  activité  de  plume  et  d'enseignement 
exclusivement  scientifique,  dans  le  domaine  des  Mathématiques 
pures. 

Aux  dispositions  qui  précèdent  s'ajoutent  les  suivantes  : 

A.  Le  Comité  directeur  de  l'Institut  se  composera  des  membres 
suédois  de  la  première  classe  (Mathématiques  pures)  de  l'Aca- 
démie   royale    des    Sciences,    ainsi    que,    pendant   leur  vie,   de 
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MM.  les  professeurs  Ivar  FredKolm  et  IN.  E.  Norlimd.  Sera,  en 
outre,  de  droit  membre  du  Comité,  le  directeur  ci-dessous 
nommé 

B.  Dès  que  faire  se  pourra,  il  sera  fait  appel,  pour  occuper  le 
poste  de  directeur  scientifique  et  d'administrateur  de  l'Institut,  à 
un  mathématicien,  d'un  rang  éminent,  paraissant  particulièrement 
qualifié  pour  cette  charge,  et  dont  l'activité  devra  s'exercer  entiè- 
rement dans  les  limites  de  ses  recherches  scientifiques  personnelles 
et  tendre,  en  même  temps,  au  but  poursuivi  par  l'Institut.  Il  devra, 
par  suite,  assister  de  ses  conseils  tous  ceux  qui  voudront  se  livrer 
à  des  études  scientifiques  à  l'Institut.  Il  devra  également,  lorsqu'il 
y  aura  avantage  à  le  faire,  mais  toujours  dans  un  but  exclusive- 
ment scientifique,  faire  des  cours  pour  un  nombre  limité 
d'auditeurs  réellement  doués  et  prenant  un  vivant  intérêt  à  ses 
leçons 

Sa  nomination  aura  lieu,  sur  présentation  du  Comité  directeur, 
par  Sa  Majesté  le  Roi,  si,  comme  nous  osons  l'espérer,  Sa  Majesté 
daigne  j  consentir 

E.  Tous  les  six  ans  au  moins,  l'Institut  célébrera  sa  séance 
solennelle. 

Il  serait  désirable  que  le  jour  de  la  cérémonie  fut  choisi  de 
manière  à  coïncider  avec  la  date  de  la  réunion  à  Stockholm  du 
Congrès  des  mathématiciens  Scandinaves. 

En  terminant,  je  soussigné,  G.  Mittag-Le filer,  tiens  à  déclarer 
que  le  modèle  que  j'ai  eu  devant  les  jeux,  pour  l'Instilul  fondé 
par  ma  femme  et  par  moi,  est  l'Institut  Pasteur  à  Paris.  Mieux 
qu'aucune  université  et  qu'aucune  académie  actuelle,  en  elFet,  cet 
Institut  me  parait  avoir  rcin[)li  la  mission  d'un  élablisscnuMit 
appelé  à  être  exclusivement  un  foyer  de  rechcrclies  scienti(i(juos. 
Les  universités  ont  partout,  à  côté  de  leur  tache  scienlifujuc,  celle 
—  qui  nuit  souvent  et  singulièrement  à  la  première  —  de  former 
des  maitres  et  des  fonctionnaires.  Quant  aux  acach'uiies,  (|ul 
répondaient  le  micuv  jadis  aux  exigences  puicmctit  scionllfiquos, 
elles  soulfrent  de  deux  inconvéni(M\ls  :d"uueparl,  Tari  i\  lie  proprr 
de  leurs  uiembres  s'exerce,  en  général,  iiors  de  leur  s(mu  cl,  daulic 
part,  uiême  dans  les  cas  exceptionnels  où  il  ou  esl  aulriMucnl,  il 
leur  uianque  le  stimulant  que  le  savant  lrt)u\(',  pour  ses  inscsliga- 
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lions,  dans  l'obllj^aLion  de  guider  ou  (rassisler  d'autres  chercheurs. 
Notre  Institut  n'est  pas  rattaché  à  un  ctablissemenl  où  des 
recherches  expérimentLiles  pourraient  être  poursuivies,  mais  par 
contre  —  ce  qui  est  conforme  aux  besoins  des  Mathématirpics 
pures  —  à  une  bibliothèque  spéciale  d'une  grande  richesse  — 

Notre  testament  doit  son  origine  à  la  vivante  conviction  qu'un 
peuple  qui  n'accorde  pas  aux  Mathématiques  un  rang  élevé  dans 
son  estime  ne  sera  jamais  en  état  de  remplir  les  plus  hautes  tâches 
civilisatrices  et  de  jouir,  par  suite,  de  la  considération  interna- 
tionale qui,  elle  aussi,  constitue  à  la  longue  un  moyen  efficace  de 
conserver  notre  situation  dans  le  monde  et  de  sauvegarder  notre 
droit  à  vivre  notre  propre  vie  — 
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ENRIQUES  (Federigo).  —  Quesiioni  riguardânti  le  Matematiche  elemk.n- 
TARi  raccolte  e  coordinate  da  F.  Enriques.  —  Volume  J  :  Critica  oei 
PRiNCiPii.  Articoli  di  U.  Amaldi,  R.  Bonola,  F.  Enriques,  D.  Gigli, 
A.  GuARDUCci,  G.  Vailati,  g.  Vitali.  \  vol.  in-8  de  viii-fi/î^  pages. 
Bologna,   Nicola  Zanichelli.  1912. 

M.  Eiiri(jues  a  publié  en  i()oo  un  lecneil  (rAriicles  lelaLifs  aux 
principes  de  la  Géométrie,  aux  méthodes  de  résolution  des  pro- 
blèmes de  géométrie  et  en  général  aux  questions  d'ordre  philoso- 
pliique  ou  pédagogique  qui  se  ratlaclientà  Tétude  de  la  Géométriel 
Ces  Articles  écrits  par  divers  Auteurs,  paruii  lesquels  M.  Enriques 
lui-même,  avaient  été  recueillis  et  coordonnés  par  ce  dernier  sous 
le  titre  de  Qaestioni  ligaardanti  la  Geo/netria  elemeiitare  ('). 

La  deuxième  édition  de  cet  Ouvrage  paraît  maintenant  en  deux 
Volumes  avec  un  titre  un  peu  dillerent.  Le  sujet  a  été  élargi  el 
à  côté  des  questions  relatives  à  la  Géométrie  figurent  des  Articles 
nouveaux  sur  des  questions  concernant  l'Arithmétique,  l'Algèbre 
ou  l'Analyse,  de  sorte  que,  si  Tesprit  de  l'œuvre  dirigée  par 
M.  Enriques  n'a  pas  changé^  la  portée  en  a  été  considérablement 
augmentée. 

L'étude  des  Mathématiques  élémentaires  soulève  une  foule  de 
questions  sur  lesquelles  une  lumière  complète  ne  jieul  rire  pr«)- 
jetée  qu'en  faisant  appel  aux  théories  les  plus  élevées  et  les  plus 
récentes  de  l'Algèbre  ou  de  l'Analyse.  Il  suKil  pour  s'en  convaincre 
de  songer  au  problème  de  la  quadrature  du  cercle  el  aux  autres 
problèuies  relatifs  à  la  possil)ililé  de  certaines  conslruclions  ii^vo- 
niétri([ues  à  l'aide  d'instruments  donnés  :  la  r<''ponse  (KHinil  ixc  aux 
(piestions  posées  dans  ces  problèmes  n\i  pu  ('ire  apporicc  (pie  par 
la  théorie  des  équations  alg(''bri(pies,  la  uol  ion  de  coip^  de  n(>nd>res, 
la  classilication  des  iu)mbres  eu  iiouibres  algébrKjues  el  en  noiulues 
1  ranscendants.  Il  v.w  esl  de  in(Mne  en  ce  (pii  ('ouccrnc  Tctude  des 
principes    de    hi    (  icomcl  ne  *,  la    llicoric    des    gi'.)iipes.    I  (iiulc    des 

(')   ('.(i   ()u\i'a^i>  a  t''l('' iiiiai\s(''  dans  le  Hnll.  des  Se.  nialh.,  I.  \\l\,|i.  i(iS-i-;'|. 
Unit,  (les  Srifires  nuithem.,  ■>.'  série,  l.  W..  (  \i>\  riiilir<'   lyii).)  >.) 
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lormes  (llllerentielles,  la  iiolion  i\c  ('ourbiire,  IV'Lude  des  surfaces 
à  CDiirbiire  constiiiile  ont  peiiuis  d^'liicider  certains  d'entre  eux  cl 
de  comprendre  la  possibilité  des  (u'oniétries  non  eii(didiennes  ;  le 
r()le  de  certains  autres  résulte  de  Tiaude  du  continu  numérique  à 
une  ou  plusieurs  dimensions. 

Le  but  de  l'()uvrai;e  de  M.  Enri(|ues  est  (Félucider  les  (juestions 
ou  les  problèmes  (|ui  se  présentent  ainsi  dans  l'étude  des  Matlié- 
matiques  élémentaires,  en  faisant  ap])el  aux  tliéories  d'ordre  plus 
élevé  auxquelles  se  ratta client  ces  questions  ou  ces  problèmes.  On 
s'est  beaucoup  pré()cciq)é  dans  tous  les  pays  depuis  quelques 
années  de  la  formation  [)édagogique  des  futurs  professeurs  de  ren- 
seignement secondaire.  Ceux-ci  font  dans  les  Universités  les 
études  supérieures  de  Matbématiques  qui  (loi\ent  leur  permettre 
de  dominer  leur  enseignement;  mais,  au  cours  de  ces  études,  ils 
n'ont  pas  toujours  l'occasion  de  rétléchir  suffisamment  aux  Elé- 
ments qu'ils  auront  à  enseigner.  Psi 'ayant  [)as  revu  ces  éléments 
depuis  l'époque  où  ils  étaient  eux-mêmes  de  toirt  jeunes  élèves, 
ils  n'ont  plus  eu  l'occasion  de  se  trouver  en  présence  de  diffi- 
cultés qui  ne  leur  apparaissaient  alors  que  très  vaguement  et  (|ue 
souvent  ils  ne  soupçonnaient  même  pas;  mais  ils  retrouveront  ces 
difficultés  et  elles  leur  apparaîtront  -lans  toute  leur  étendue  lorsque, 
devenus  jirofesseurs,  ils  auront  à  enseigner  les  Mathématiques; 
alors,  tout  en  s'attachant  à  ne  soulever  aucune  question  incom- 
[iréliensible  pour  les  jeunes  intelligences  qu'ils  auront  à  former, 
et  en  se  gardant  de  soulever  des  doutes  sur  la  valeur  des  principes 
dans  l'esprit  de  leurs  jeunes  élèves,  ils  ne  voudront  pas  éluder 
certaines  questions  qu'ils  seront  fatalement  conduits  à  se  [)oser 
;iu  cours  de  leur  enseignement.  Est-il  admissible  par  exemple 
(pi'après  ses  études  universitaires,  consacrées  surtout  il  est  vrai 
à  l'étude  de  l'Analyse,  un  professeur  ne  soit  pas  en  état  de  savoir 
pourquoi  le  polygone  régulier  de  sept  côtés  ne  peut  pas  être 
construit  à  l'aide  de  la  règle  et  du  compas  et  quels  sont  exactement 
les  problèmes  de  géométrie  résolubles  à  l'aide  de  ces  instruments 
ou  encore  quelles  sont  les  équations  résolubles  par  radicaux  carrés  ? 
Ces  questions  et  beaucoup  d'autres  de  la  même  nature,  ou  de  nature 
difTérente,  qui  viennent  fatalement  à  l'esprit  de  ceux  qui  enseignent 
les  Mathématiques,  demandent  une  réponse  complètement  satisfai- 
sante pour  l'esprit  du  maître^  et  les  études  que  ce  dernier  a  faites 
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ne  lui  permettent  pas  toujours  d'obtenir  cette  réponse,  car  les 
questions  ainsi  posées  ne  rentrent  pas  toujours  dans  le  cadre  des 
enseignements  qu'il  a  reçus  dans  les  Facultés  des  Sciences. 

De  plus,  une  même  question  ne  s'est  pas  présentée  à  toutes  les 
époques  sous  la  même  forme  :  aussi  M.  Enriques  et  ses  collabora- 
teurs ont-ils  attaché   une   grande   importance  au  développement 
historique  des  doctrines;  en   dehors   de  la  large   vision  qu'on  a 
ainsi  sur  la  formation  de  ces  doctrines,  il  est  important,  lorsqu'on 
doit  s'adresser  à  de  jeunes  esprits,  de  connaître  la  forme  simple, 
rudimentaire,    primitive    sous    laquelle    se    sont    présentées    au 
début  certaines  parties  de  la  Science  et  de  savoir  à  quel  moment, 
sous   quelles    inlluences    et   sous    quelles    formes    se   sont   intro- 
duites les  complications  nécessaires.  Une  des  lois  fondamentales 
de   la  Biologie  veut  que,  dans  le  développement  de  l'embryon^ 
on  retrouve  en  abrégé  l'histoire  de  l'espèce  entière.  Si  cette  loi 
s'applique  aussi,  au  delà  de  la  vie  embryonnaire,  au  développe- 
ment de  la  pensée  de  l'enfant,  il  est  bon  que  l'éducateur  connaisse 
l'histoire  de  la  science  qu'il  enseigne,  afin  de  mieux  adapter  la 
forme  de  son  enseignement  à  la  loi  naturelle  du  développement 
intellectuel  de  l'enfant  et  d'obtenir  ainsi  les  meilleurs  résultats 
avec  le  moins  d'eflort  possible,  en  n'oubliant  pas  toutefois  qu'il 
s'agit  de  franchir  rapidement  les  étapes  et  de  repasser  en  quelques 
années  par  les  points  de  vue  successifs  que  la  pensée  humaine  a 
mis  des  siècles  à  franchir. 

Ainsi,  dans  le  Livre  publié  par  xM.  Enriques,  les  Mathématiques 
(élémentaires  sont  envisagées  au  point  de  vue  à  la  fois  [)hilosophiquo 
et  historique  :  cviic  histoire  des  doctrines  aboulit  nécessairemeut 
aux  tlu'îories  mathématiques  les  plus  récentes.  Celles-ci  seroni  le 
plus  souvent  déjà  connues  du  lecteur  :  aussi,  M .  Enriques  et  ses 
collaborateurs  ne  font-ils  que  rappeler  les  résultais,  lorsque  les 
théories  envisagées  font  partie  des  études  universitaires  classi({ues. 
et  ils  insistent  alors  surtout  sur  le  parti  qu'on  peut  tirer  de  ces 
résultats  pour  résoudre  les  questions  qui  s'y  rallachenl  daus  r(''lude 
des  Eléments  et  qu'on  était  obligé  de  laisser  sans  r('[)ons('  salislai- 
sante  tant  qu'on  ne  voulait  pas  faire  appel  à  des  théories  plus 
élevées.  Au  contraire,  certaines  théories  uioins  classiques,  telles 
que  la  théorie  diîs  uombres  complexes  à  //  uuili's,  sonl  Iraiiccsavcc 
toutes  les  démonstrations  nécessaires.  Daus  la  piciacc  du    Touic  l. 
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M.  Eiirlques  résume  en  ces  mots  le  but  que  se  sont  proposé  les 
Auteurs  :  «  Elever  TespriL  pliilosopliicjue  de  ceux  qui  enselgnenl 
les  Mathématiques  et  ouvrir  à  leurs  yeux  une  vision  plus  large  des 
doctrines  et  du  progrès  historique  de  la  Science.  »  L'Ouvrage  que 
nous  analysons  a  donc  sa  place  toute  désignée  dans  les  biblio- 
thèques de  nos  Facultés  et  dans  les  bibliothèques  de  professeurs 
de  nos  Lycées.  Tl  rendra  les  plus  grands  services  à  ceux  des  étu- 
diants ou  des  professeurs  qui  connaissent  la  langue  italienne  et 
qui,  il  faut  l'espérer,  deviendront  désormais  de  plus  en  plus 
nombreux,  non  seulement  à  cause  de  Tamitié  renouvelée  des  deux 
nations,  mais  surtout  à  cause  du  grand  développement  des  études 
mathématiques  en  Italie  depuis  un  siècle,  de  l'importance  capitale 
de  l'œuvre  des  mathématiciens  italiens,  de  la  forme  agréable  et 
limpide  que  la  plupart  d'entre  eux  ont  su  donner  à  leurs  travaux, 
et  peut-eLre  ne  verra-t-on  plus  alors  aussi  souvent  la  traduction  en 
allemand  d'œu\res  mathématiques  italiennes  remplacer  sur  les 
rayons  de  nos  bibliothèques  universitaires  les  œuvres  originales 
absentes  ! 

Nous  avons  dit  plus  haut  que  la  nouvelle  ('dition  de  l'Ouvrage 
de  M.  Enriques  et  ses  collaborateurs  comprend  deux  Volumes.  Les 
Auteurs  ont  été  d'avis  qu'il  ne  convenait  pas  de  diviser  l'Ouvrage 
en  deux  parties  relatives  l'une  à  l'Analyse  et  l'autre  à  la  Géométrie. 
Ils  ont  pensé  avec  raison  que  cette  classification  a  perdu  aujour- 
d'hui toute  v^aleur  et  que,  si  l'organisation  des  études  en  conserve 
la  trace,  c'est  par  un  respect  exagéré  de  la  tradition.  Ils  ont  préféré 
montrer  au  contraire  par  leur  œnivre  même  que  l'Analyse  et  la 
Géométrie  s'unissent  et  se  complètent  lorsqu'on  envisage  les 
questions  du  point  de  vue  le  plus  élevé.  Jl  suftira  au  lecteur,  pour 
se  convaincre  de  cette  vérité,  de  lire  par  exemple  dans  le  Tome  II 
l'Article  de  M.  Castelnuovo  sur  la  résolubilité  des  problèmes  de 
géométrie  à  l'aide  des  instruments  élémentaires,  ou  celui  de 
M.  Enriques  sur  les  équations  résolubles  par  radicaux  carrés  et 
les  polygones  réguliers  qu'on  peut  construire  élémentairement. 
M.  Enriques  a  préféré  diviser  l'Ouvrage  en  deux  Volumes,  le 
premier  consacré  à  la  Critique  des  Principes,  le  second  contenant 
les  autres  questions  qu'on  ne  pouvait  pas  faire  figurer  sous  cette 
rubri(|ue.  jNous  analyserons  le  Tome  II  dans  un  autre  article  du 
Balleiiii  et  nous  en   indiquerons  alors   le  contenu   exact.   Nous 
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nous  liiuileroiis  ici  à  l'analyse  du  Tome  I.  Ce  Volume  comprend 
un  certain  nombre  d'Articles  qui  figuraient  dans  la  première 
édition  et  trois  Articles  nouveaux  fort  importants  formant  un 
ensemble  de  plus  de  4oo  pages.  Le  premier,  dû  à  G.  Vailati  et 
relatif  à  la  Théorie  des  proportions^  avait  été  introduit  déjà  dans 
la  traduction  allemande  de  la  première  édition.  Les  deux  autres 
entièrement  nouveaux  sont  des  Articles  de  M.  Enriques  et  de 
M.  D.  Gigli(*). 

G.  Vailati.  —  Su?'  la  théorie  des  proportions  (de  la  page  199 
à  la  page  244)  • 

L'Auteur  expose  d'abord  la  définition  et  les  propriétés  des  pro- 
[)ortions  d'après  la  théorie  attribuée  à  Eudoxe  et  qu'Euclide  a 
exposée  dans  les  Livres  V  et  VI  des  Eléments.  L'introduction  des 
nombres  irrationnels  rend  aujourd'hui  immédiates  la  plupart  des 
propositions  établies  de  cette  façon.  J^'intérêt  de  Pexposé  de 
M  Vailati  consiste  précisément  en  ce  ([u'il  nous  permet  de  \oir 
comment  Eudoxe  etEuclide  ont  pu  bâtir  une  théorie  parfailemenl 
rigoureuse  sous  une  forme  géométrique  dans  laquelle  on  trouve 
en  germe  la  définition  moderne  des  nombres  irrationnels  et  des 
opérations  sur  ces  nombres,  lorsqu'on  les  définit  à  l'aide  de  cou- 
pures faites  dans  l'ensemble  des  nombres  rationnels. 

La  tbéorie  des  proportions  telle  que  l'établit  Euclide  esl  géné- 


(')  Il  est  regrettable,  pour  nos  étudiants  français  candidats  à  rAgrégation, 
que  les  Auteurs  n'aient  pas  cru  devoir  introduire  dans  lun  des  deux  Volumes  un 
Article  relatif  à  Finipossibilitë  de  résoudre  par  radicaux  l'éciuation  générale  du 
cinquième  degré,  au  lieu  de  se  limiter,  comme  ils  l'ont  fait  dans  le  Tome  II.  à 
étudier  les  équations  résolubles  par  des  radicaux  carrés.  I<]n  l*'rarice.  cetle  impossi- 
bilité n'était  enseignée  jusqu'ici  au  futui-  professeur  ni  dans  les  classes  de  Mathé- 
matiques spéciales,  ni  dans  les  éludes  ultérieures,  de  sorte  <jue,  loixjue  les  pro- 
fesseurs disaient  à  leurs  élèves  ((u'on  ne  peut  pas  Ii'oumm-  i)our  loiiles  b-s  («quai  it>ns 
algébrifjues  des  formules  de  lésolution  comme  pt)ur  r(''([ual  ion  du  sec»»nd  degré, 
ils  aflirmaient  un  résultat  dont  il  n'était  i)as  toujours  sur  qu'ils  eussent  eux-mêmes 
la  démonstration.  C'est  sans  doute  pour  éviter  cet  inconvénient  que  les  (iciiiit>rs 
programmes  de  l'Agrégation  de  Mathématiques  publiés  pour  le  conct)urs  de  191'). 
concours  qui  n'a  pas  eu  lieu  à  cause  de  la  guerre,  prévo\  aient,  parmi  les  leçons 
de  Mathématiques  spéciales,  quelques  leçons  sur  cette  question  et  les  questions 
voisines  d'impossibililc'.  Plusieurs  de  ces  questions  sont  d'ailleurs  traitées  dans 
le  Tome  11  de  l'Ouvrage  que  nous  analysons  et  cet  Ouvrage  pourra,  malgré  la 
lacune  que  nous  signalons,  rendre  de  réels  services  aux  candidats  à  l'Agrégation. 
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raleineut  considérée  coniine  riiiie  des  pailics  Icsjdiis  purfalles  des 
Eléments.  M.  Vailali  nous  monlre  même  comment  on  a  pu  se 
ser\  Ir  de  quelques  objections  (jiie  certains  commentatenrs  ont  cru 
pouvoir  faire  à  cette  théorie  ponr  conclure  que  les  passages  qu'ils 
attaquaient  provenaient  des  mutilations  que  le  texte  grec  avait  subi 
dans  certaines  éditions,  et  cetle  opinion  se  trouve  confirmée  par  la 
comparaison  des  divers  textes  que  Ton  possède  de  l'œuvre  d'Euclide, 
texte  grec  attribué  à  Tliéon  d'Alexandrie,  traduction  latine  prove- 
nant elle-iuéme  d'une  traduction  arabe  faite;  sur  un  texte  grec 
antérieur  au  précédeni  ;  avec  cette  dernière  édition,  les  objections 
faites  à  la  théorie  tombent  complètement. 

M.  Vailati  expose  ensuite  les  différentes  tentatives  faites  depuis 
Euclide  jusqu'à  nos  jours  pour  attribuer  au  rapport  ou  au  produit 
de  deux  lignes  un  sens  basé  sur  des  considérations  purement  géo- 
métriques et  indépendant  par  suite  de  toute  hypothèse  relative 
à  la  commensurabilité  des  lignes  entre  elles.  On  peut  en  particulier 
rattacher  à  cet  ordre  d'idées  la  théorie  des  vecteurs  donnée  par 
Grassmann  dans  V Aasdehnungslehre  (i844)-  D'autres  travaux 
plus  récents  ont  été  faits  dans  le  même  but.  M.  Vailati  analyse 
ceux  de  Rajola  Pescarini,  de  Hoppe,  de  Biasi.  Les  uns  ramènent 
la  définition  des  proportions  à  la  considération  d'aires  équivalentes, 
les  autres  prennent  pour  base  la  réciproque  du  théorème  de  Thaïes  : 
dans  ce  dernier  cas  la  difficulté  est  de  montrer,  en  partant  de  la 
définition  donnée,  qu'on  peut  intervertir  l'ordre  des  moyens  d'une 
proportion.  M.  Vailati  reproduit  les  démonstrations  données  à  cet 
effet  par  certains  auteurs  (Hilbert,  Beppo  Levi)  à  partir  de  divers 
postulats. 

F.  Enriques.  —  Les  nombres  réels  (de  la  page  365  à  la 
page  493)  : 

J^'Article  de  M.  Enriques  est  consacré  aux  nombres  et  aux 
ensembles  de  nombres  étudiés  au  point  de  vue  de  la  puissance  et 
(h^  Tordre.  Il  étudie  les  généralisations  successives  de  la  notion  de 
nombre  à  partir  (bi  nombre  entier,  en  laissant  toutefois  de  côté  les 
nombres  cotnplexes.  Les  titres  des  principaux  paragraphes  de  cet 
Article,  que  nous  donnons  ci-après,  montreront  au  lecteur  la  vaste 
étendue  des  questions  étudiées  par  M.  Enriques  et  lui  indiqueront 
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inieiix  qu'une  analyse  soiuinaire  le  point  de  vue  très  élevé  auquel 
s'est  placé  l'Auteur. 

Partie  I.  —  Les  nombres  naturels  :  Le  sens  empirique  des  nombres. 
Nombres  cardinaux.  Abstraction  et  égalité.  Nombres  ordinaux.  Compa- 
raison des  nombres  cardinaux  avec  les  nombres  oràmd^wx.  La  suite  in  finie 
(ie* //om^re^  (^  ).  Empirisme  et  idéalisme.  Classes  finies  ou  infinie?.  Puis- 
sance des  classes  infinies.  Suites  finies  ou  infinies.  Le  principe  d'induction 
mathématique  et  les  nombres  transfinis.  Opérations  fondamentales  de 
l'Arithmétique.  Opérations  sur  les  nombres  ordinaux.  Bases  de  l'Arith- 
métique d'aprcs  F^eano. 

Partie  IL  —  Les  nombres  rationnels  :  Extension  du  concept  de 
nombre.  Pourquoi  on  introduit  les  nombres  négatifs,  fractionnaires,  etc. 
Rapports  entre  la  théorie  analytique  et  la  théorie  synthétique.  Nombres 
négatifs.  Théorie  synthétique.  La  suite  des  nombres  relatifs  caractérisée 
par  des  postulats.  Théoiies  analytiques:  théorie  des  couples.  Les  nombres 
considérés  comme  îles  opéiateurs.  ISombies  fractionnaires.  Théoiies 
synthétiques  :  les  nombres  comme  rapports  de  grandeurs  commensurables. 
Nombres  rationnels  ordinaux.  Postulats  qui  caractérisent  la  suite  ration- 
nelle. Théories  analytiques  :  théorie  des  couples.  Nombres  fractionnaires 
considérés  comme  des  opérateurs. 

Partie  IJI.  —  Les  nombres  irrationnels  :  Nombres  et  grandeurs. 
Nombres  considérés  comme  rapports  de  grandeurs.  Continuité  et  intégrité. 
Expression  des  nombres  irrationnels  par  des  fractions  continues.  Nombres 
irrationnels  ordinaux.  Les  nombres  irrationnels  considérés  comme  les 
abscisses  des  points  de  la  droite.  Tliéories  analytiques  des  nombres 
irrationnels.  Théorie  de  Dedekind.  Théorie  de  (^-antor.  Théoiie  de 
Weierstrass.  Calculs  approchés  effectués  sur  les  nombres  décimaux.  La 
puissance  du  continu.  Continu  numérique.  Continu  à  plusieurs  dimensions. 

Partie  IV.  —  Les  nombres  non  archimédiens  et  la  (;é.M':ralisation  du 
CONTINU  NUMÉRIQUE  :  Nombres  non  archimcdiens.  Los  nombres  transfinis 
de  Cantor  considérés  comme  nombres  non  aichimédiens.  Produit  de 
nombres  non  archimédiens.  Corps  de  nombres  non  arrhimédiens.  Nombres 
fonctionnels  non  archimédiens.  Comparaison  des  nombres  non  archimédiens 
avec  les  nombres  réels.  Sur  quelques  interprétations  possibles  des 
nombres  non  archimédiens.  Ordres  d'iufinitude  de  Du  liois  HoNinond. 
Probabilité.  Angle  de  deux  courbes.  Conditions  </iii  caractérisent  le 
continu  comme  suite  ordonnée .  Conditions  poui-  qu'un  ensemble  continu 
puisse  être  rappoité  au  continu  uuméiique.  Ordre  conliiui  (l'espèce  supé- 
rieure au   continu   numéiique.  Continu  à  plusitMus  dimensions. 


(*)  M.    Knriques    emploie   le    mol   série  ([tiil   nous   j);uiiil    plus  <i>iilornu'   aux 
liahiludes  françaises  de  Iraduiri'  par  suite. 
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Nous  insisterons  seulement  ici  sur  la  Partie  IV  qui  est  destinée 
à  nu)ntrer  couuuenl,  en  laissant  tomber  certains  postulats,  on  peut 
obtenir  des  classes  de  nombres  ui)uveau\,  de  même  qu'en  (iéomé- 
trie  l'abandon  de  ceilaïus  postulats  conduit  à  des  géométries  nou- 
velles. M.  Enriques  commence  par  énoncer  un  certain  nombre 
de  propriétés  caractéristiques  des  nombres  réels  définis  d'une  façon 
abstraite  comme  un  corps  de  symboles  soumis  à  certaines  opéra- 
tions. Ces  propriétés  sont  relatives  aux  opérations,  à  l'existence 
du  zéro  et  de  l'unité,  à  l'ordre,  à  la  continuité  (postulat  de 
Dedekind),  aux  inégalités,  à  l'existence  des  entiers  formant  une 
suite  bien  ordonnée  dans  l'ensemble  ordonné  des  nombres  réels. 
Enfin,  un  dernier  postulat  est  le  postulat  d^ ArcJiimède  :  étant 
donnés  deux  nombres  réels  et  positifs  a,  ^,  il  existe  toujours  un 
entier  positif  n  pour  lequel  on  a  Jia  >  h.  C'est  en  laissant  tomber 
ce  postulat  qu'on  ol)tient  les  nombres  non  archimédiens  et  il  s'agit 
de  voir  alors  jusqu'à  quel  point  on  peut  conserver  pour  ces  nou- 
veaux nombres  les  autres  propriétés  des  nombres  réels.  La  conclu- 
sion est  qu'un  corps  de  nombres  non  arcbimédiens  positifs  dans 
lequel  sont  possibles  l'addition,  la  soustraction,  la  multiplication 
et  la  division  comprend  nécessairement  un  infini  actuel  m  et  un 
infiniment  petit  actuel  tj  tels  que  l'on  ait 

/i  <;  o)       et       /i  >■  V], 

quel  que  soit  l'entier  positif  n  ;  les  nombres  de  ce  corps  sont  de  la 
forme 


a,iif^"  -+-  «/i-i  w«-'  -!-.  .  .4-  «1  w  +  «0  +  ^ 


/)         7-  /Il 
(-'  /Il    >, 


/Il   'i 


OÙ  «„,  a,,  . . .,  an  et  bo,  />,,  . . .,  6,„,  . . .  sont  des  nombres  positifs 
réels.  Dans  un  pareil  système,  qui  compiend  les  nombres  transfinis 
de  Cantor,  la  continuité  au  sens  de  Dedekind  n'existe  plus,  de 
sorte  que  l'abandon  du  postulat  d'Arcbimède  entraine  l'abandon 
de  la  continuité  au  sens  de  Dedekind. 

M.  Enriques  montre  comment  un  pareil  corps  de  nombres  non 
arcbimédiens  a  pu  être  réalisé  effectivement  par  M.  Hilbert.  Le 
lecteur  pourr.i  trouver  l'étude  de  ce  système  dans  l'analyse  du 
Mémoire  de  M.  Hilbert  sur  les  fondements  de  la  Géométrie  publiée 
par  Henri  Poinciré  dans  le  Bulletin  (i90'<>.^   p.   249)  et  nous  ny 
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reviendrons  pas.  Mais  en  outre  M.  Enriques  s'attaclie  à  montrer 
comment  l'introduction  de  nombres  non  arcbimédiens  peut  être 
utile  ou  nécessaire  dans  certaines  questions.  Une  première  question 
où  il  en  est  ainsi  est  l'étude  de  la  croissance  des  fonctions  et  la 
tliéorie  des  ordres  d'infinitude  de  Du  Bois  Rejmond  :  parmi  les 
ordres  d'infinitude  possibles,  il  j  a  des  infinis  et  des  infinimenl 
petits  actuels,  de  sorte  que  la  comparaison  des  ordres  d'infinitude 
conduit  à  constituer  un  système  de  nombres  non  arcbimédiens. 
Une  autre  question  où  l'on  peut  faire  intervenir  utilement  de  pareils 
nombres  est  l'étude  de  l'angle  de  deux  courbes  tangentes  :  au  lieu 
de  considérer  cet  angle  comme  nul,  ainsi  qu'on  le  fait  d'babitude 
en  l'assimilant  grossièrement  à  un  angle  rectiligne,  on  peut  vouloir 
distinguer  les  uns  des  autres  les  angles  de  cette  nature  et  l'Auteur 
montre  qu'on  est  conduit  alors  à  considérer  d'une  façon  générale 
l'angle  de  deux  courbes  comme  élément  d'une  classe  de  grandeurs 
non  arcbimédiennes  mesurées  par  des  nombres  de  la  forme 

Enfin  une  autre  aj)j)lication  où  l'on  ne  s'attendait  guère  à  voir 
intervenir  les  nombres  non  arcbimédiens  est  une  question  de  pro- 
babilités. Supposons  qu'on  lance  un  point  P  dans  un  carré  et  que 
l'on  fasse  les  deux  bjpotbèses  suivantes  :  1"  étant  données  deux 
aires  égales,  les  probabilités  pour  que  P  tombe  dans  l'une  ou  l'autre 
de  ces  aires  sont  égales  ;  2"  étant  données  deux  lignes  de  uuMue 
longueur,  les  probabilités  pour  que  P  tombe  sur  l'une  ou  l'autre 
de  ces  lignes  sont  égales.  Dans  ces  conditions,  étant  dcumées  dans 
le  carré  mu)  aire;  S  cl  une  ligne  a*  extérieure  à  S,  la  piobabilité 
pour  qu(î  P  lombe  sur  l'enseinblc  S  -h  .v  s*(^\priiuc  par  un  nombre 
de  la  forme  a  ^  br^,  où  Tj  est  un  iufininn'nl  pclil.  La  probabilité 
totale  et  la  probabilité  compos('e  conduisent  à  définir  la  somme  et 
le  produit  de  paieils  nombi'es  (^1  l'on  <'st  ainsi  co  ndu  il  à  un  >\  sic  me 
de  nombres  non  arcli  inu'diens. 


13.  ('ii(;li.  —  Des  iiomhrrs  complc.rcs  à  dcuj-  iituh's  ou  n  plus 
(le  (h'K.r  uni  (('S  (de  la  page  'îi).^  à  la  page  <).)•>)  : 

L'Auteur  lait  d'abord   un  e\pos(''   liistorKjuc   très   int(''ressanl   de 
la  théorie  des   imaginaires.  11  place   les  origines  de  celte  lliéorie 
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dans  k's  Lra\;ui\  des  ali;ébristes  llalieus  du  seizloiuc  siècle  relatifs 
aux  équations  du  lioisièiue  de^ré  et  en  particulier  au  cas  irréduc- 
lible.  L'utilité  des  iniaj;inaircs  pour  la  résolution  de  problèmes 
réels  est  apparue  dès  lors  aux  matbématiciens  et  leur  calcul  s'est 
développé  peu  à  peu  en  un  système  ne  présentant  aucune  contra- 
diction, mais  dont  la  tliéorie  demeurait  obscure.  Leibnitz,  en  1702, 
émerveillé  des  résultats  cpi'on  obtenall  à  l'aide  de  ce  nombre  ima- 
ginaire dont  il  n'étail  [)as  parvenu  à  saisir  la  nature  l'appelait 
analyseos  mitaculu/n ,  idealis  mundi  tno/istfum^  peiie  iiiter 
Ens  et  non  Ens  aniphibiuiti.  On  sait  que  c'est  l'interprétation 
géométrique  des  imaginaires  qui  a  [)ermis  de  l)àtir  leur  théorie 
sur  des  bases  solides  en  les  considérant  comme  une  extension  des 
nombres  réels  correspondant  au  passage  d'un  domaine  à  une  seule 
dimension  à  un  domaine  à  deux  dimensions,  et  ce  n'est  qu'au 
xix^  siècle  avec  Wessel,  Argand,  (iauss  et  Caucliy  qne  cette 
interprétation  a  jeté  une  pleine  lumière  sur  le  calcul  des  imagi- 
naires. 

M.  Gigli,  laissant  ensuite  de  côté  le  point  de  vue  historique, 
donne  deux  exposés  différents  de  la  théorie.  Dans  le  premier 
exposé,  le  point  de  départ  est  la  construction  géométrique  par 
laquelle  on  peut  déduire  dans  un  plan  un  vecteur  OB  d'un 
vecteur  OA  en  multipliant  OA  par  un  nombre  positif  0  et  en 
faisant    tourner    le    nouveau    vecteur   d'un    certain   angle    9.    On 


posera  OB  =  (p,  B).  OA  et  l'onappelera  (p,  6)  un  nombre  complexe 
de  uiodule  o,  d'argument  8.  Le  nombre  complexe  est  ainsi  intro- 
duit comme  un  opérateur  relatif  aux  vecteurs  d'origine  O.  La 
définition  et  les  propriétés  de  l'égalité,  de  la  somme  et  du  produit 
sont  faciles  à  établir  en  restant  dans  cet  ordre  d'idées.  L'introduc- 
tion du  nombre  (  1 7  7  )  ou  i  permet  alors  de  mettre  tout  nombre 

complexe  sous  la  forme  x  +  iy^  ou  sous  la  forme  0  (cosG  +  fsinG). 
On  voit  que  cet  exposé  diffère  de  ceux  que  l'on  trouve  le  plus 
souvent  dans  nos  ouvrages  d'enseignement  en  ce  que  l'imagi- 
naire est  d'abord  introduite  sous  la  forme  trigonométrique,  la 
forme  x  -\- iy  ne  venant  qu'en  second  lieu  :  les  règles  de  calcul 
des  imaginaires  sous  cette  dernière  forme  sonl  alors  immédiates; 
elles  résultent  des  propriétés  des  opérations  qui  ont  déjà  été 
établies  sous  la  forme  géométri([ue.  Cette   façon  de  présenter  la 
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lliéorle  |)arai't  très  bien  convenir  à  l'ensei^neinenl,  par  sa  lornie 
relativement  concrète  :  ce  n'est  d'ailleurs  pas  autre  chose  que 
l'exposé  sous  une  forme  moderne  des  idées  contenues  dans  les 
Mémoires  mêmes  de  Wessel  et  d'Argand  à  qui  Ton  doit  la  repré- 
sentation géométrique  des  imaginaires. 

Le  second  exposé  est  une  théorie  analytique  du  nombre  imagi- 
naire introduit  d'une  façon  abstraite  comme  couplede  deux  nombres 
réels  (^1,  ^^2)  soumis  à  certaines  règles  de  calcul.  Dans  cet  exposé, 
M.  Tjigli  a  tenu  à  présenter  les  choses  de  façon  à  pouvoir  lever 
l'objection  suivante  qui  se  présente  naturellement  à  l'esprit 
lorsqu'on  pose  ainsi  a  priori  les  définitions  des  opérations  :  quelles 
sont  les  considérations  qui  imposent  les  définitions  qu'on  prend 
pour  les  opérations  et  ne  pourrait-on  pas  donner  d'autres  défini- 
tions conduisant  sans  contradiction  à  un  système  de  nombres 
pouvant  remplir  le  mêrrie  but  que  les  nombres  imaginaires  ? 
M.  Gigli  définit  d'abord  l'égalité,  la  somme,  le  produit  par  un 
nombre  réel  et  jusque-là  les  définitions  sont  toutes  naturelles  et 
s'imposent  en  quelque  sorte  à  l'esprit.  Il  résulte  de  ces  définitions 
que  tout  nombre  imaginaire  peut  se  mettre  sous  la  forme 

où  a,  P"  sont  deux  nombres  imaginaires  ])articiiliers  fixes  (unités 
du  système)  et  où  H<,  Ço  sont  des  nombres  réels  variables  avec  x. 
Quelle  que  soit  la  définition  adoptée,  le  produit  xy  du  nombre 
imaginaire 

par  le  nombre  imaginaire 

devra  alors  être  défini  comme  un  nombre  imaginaire 

xy  =  cpi  //  -h  ».)i^. 

où  ci^,  ©2  s(UX)nt  {\e)^  fonctions  des  (|ualr(^  \anabh's  ç,.  Ço.  r,,,  r,2. 
M.  («igli  chercfu'  quelle  foruie  il  faut  donner  à  ce^  ionclions  cp,, 
Oo  pour  que  le  produit  possède  les  (juaire  piopiicics  londamcn- 
tales  (\\\  produit  des  noud)res  vvc\s  (pie  nous  allons  cuumérer  : 

i"   Le  produit  est  commutât  if; 
2'*  Il  est  associatif; 
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.I*^   Il  est  clislnhiil  it  par  rappnri  à  la  soinine  ; 

4"  11  iK'  peut  s'annuler  que  si  Tua  de  ses  t'acteurs  au  moins  est 
nul. 

On  montre  aisément  que  la  propriété  commutative  résulte 
comme  conséquence  des  trois  autres  propriétés.  Dans  un  système 
possédant  ces  propriétés,  on  démontre  qu'il  existe  un  nombre  /•  et 
deux  nombres  /  (opposés)  tels  (|ue  l'on  ait 

;•./'  =  r,  r  .i  =  t,  i  .r  =■  «,  i.i  =  —  r. 

On  peut  prendre  /•  et  i  comme  unités  //,  r  et  tout  nombre  du 
système  peut  alors  se  mettre  sous  la  forme 

Le  nombre  /' s'appellera  l'unité  réelle^  le  nombre  /  Tunité  complexe. 
Les  multiples  Kr  de  /%  où  \  est  réel,  constituent  à  eux  seuls  un 
corps  :  on  peut  alors  sans  ambiguïté  identifier  le  nombre  com- 
plexe Kr  au  nombre  réel  \  et  écrire  en  conséquence  ?<  +^2^  ^^i 
lieu  de  \^r  -\-  Ço/. 

Ainsi,  il  y  a  un  corps  ei  un  seul  de  nombres  complexes  à  deux 
unités  dans  lequel  subsistent  les  propriétés  des  opérations  ellec- 
tuées  sur  les  nombres  réels.  La  définition  adoptée  pour  le  produit 

apparaît  ainsi  comme  nécessaire  et  comme  la  seule  possible  si  l'on 
veut  pouvoir  appliquer  aux  nouveaux  nombres  les  règles  de  calcul 
des  nombres  réels. 

L'Auteur  consacre  ensuite  un  Cba[)itre  au  théorème  de 
D'Alembert  et  aux  diverses  démonstrations  (jui  en  ont  été  données 
par  D'Alembert,  Gauss,  Argand  et  Caucliy,  Mourey  et  Holst.  Le 
Chapitre  suivant  est  consacré  à  la  notion  de  fonction  monogène 
d'une  variable  complexe  dont  l'Auteur  se  sert  surtout  pour  établir 
la  théorie  de  l'exponentielle  :  ici  encore  la  théorie  est  présentée 
de  telle  sorte  que  la  définition  de  l'exponentielle  pour  le  cas  de 
l'exposant  complexe,  ou  de  la  base  conq)lexe,  apparait  comme  la 
seule  forme  de  définition  (pii  permette  de  conserver  à  la  (onction 
les  propriétés  caractéristiques  qu'elle  possède  dans  le  cas  d'une 
b:ise  réelle  et  j)()siti\c  et  d'un  exposant  vvc\. 
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Enfin  M.  Glgll  consacre  un  dernier  Chapitre  aux  nombres 
complexes  à  n  unités.  I^a  théorie  développée  précédemment  pour 
les  nombres  complexes  (ordinaires  s'étend  aisément  à  ces  nouveaux 
nombres.  Après  avoir  défini  l'égalité,  la  somme,  le  produit  par  un 
nombre  réel  et  montré  que  tout  nombre  du  système  peut  se  mettre 
sous  la  forme 

où  Usi  ^2-,  •  • .,  it^u  sont  /i  nombres  fixes  (unités)  du  système  et  Çi, 
Ç2i  •  •  -7  in  <^^es  nombres  réels  variables  avec  ^,  on  arrive  à  la  défi- 
nition du  produit  d'un  nombre  complexe  par  un  autre.  Lorsqu'il 
y  a  plus  de  deux  unités,  on  démontre  qu'il  est  impossible  de  définir 
le  produit  de  façon  qu'il  possède  simultanément  les  quatre  pro- 
priétés énoncées  [)lus  haut  pour  les  nombres  imaginaires  :  on  peul 
réaliser  la  proj)riété  distributive  et  la  propriété  associative,  mais 
les  deux  autres  propriétés  s'excluent  mutuellement.  Si  l'on  \cut 
conserver  les  propriétés  :4"  et  /j",  on  obtient  trois  corps  et  trois 
seulement  de  noud3res  couq)lexes  possédant  simultanément  ces 
deux  propriétés.  Ce  sont  :  i"  le  corps  des  nombres  réels  (ii  =  i), 
2'*  le  corps  des  noml)res  complexes  ordinaires  (^i  =  2),  3**  le  corps 
des  quaternions  (/t  =  i).  C'est  là  le  théorème  de  Frobenius.  Les 
quaternions  jouent  ainsi  un  rôle  spécial  dans  l'ensemble  des 
nombres  complexes  :  ils  ue  possèdent  d'ailleurs  pas  la  propriété 
commutative. 

L'Auteur  reprend  ensuite  la  théorie  des  nombres  complexes  à 
Ji  unit('s  à  un  point  de  vue  géométrique,  en  rattachant  la  théorie  de 
ces  nombres  à  celle  des  homographies  de  res[)ace  à  /l dimensions 
et  il  re|)rend  d.uis  cet  ordre  d'idées  la  démonstraliou  des  proposi- 
tions (pic  nous  venons  d'chioncer  rehil  ixeuKMil  au  produit. 

S.    Lattfis. 


ANDOVER  (H.)-  —  NouvKLLi:s  Tables  Tri(;onomktriqiies  Fondamentales 
(Valeurs  naturelles).  Ouvrage  publié  à  l'aide  d'uiu^  subvention  accor- 
dée par  l'Université  de  l*aris.  Tomes  I  et  II.  Deux  vol.  in-.|"  jcsuî^, 
\vnj-3ir  pag(*s  et  ni-^.jô  pai;cs.  Paris,  A.  Heruiann  et  Fils,  191")  et  \Ç)\{\. 

Les  deux  \olumes  cousaci'és  aux  xaleurs  des  li^U('>>  liigouonK'- 
trupurs  pul)li(''s  eu  U)!.')  cl  eu  i()i(>  par  M.  II.  VudoNcr  ((uu- 
preniuMii  : 


3^4  PREMIÈRE  PARTIE. 

Le  Premier,  i"  une  Tal)le  des  formules,  avec  2/\  décimales,  pour 
le  calcul  des  lignes  trigoiiomélriques;  2"  des  Tables  des  valeurs, 
avec  20  décimales,  des  lignes  trigonométriques  el  de  deux  fonctions 
^>  et  /i,  de  centième  en  centième  du  quadrant,  et  des  variations  des 
divers  ordres  du  sinus,  du  cosinus,  de  la  tangente,  de  la  sécante 
et  des  fonctions  g-  et  h;  3"  des  Tables  des  valeurs,  avec  17  déci- 
males, des  lignes  trigonométriques,  de  9!  en  9' jusqu'à  45"j  des 
valeurs  a\ec  17  décimales,  de  deux  fonctions  G  et  H,  de  9'  en  9' 
jusqu'à  1  5"  ;  des  \ariations  pour  10''  du  sinus,  du  cosinus  et  de  la 
sécante,  de  icS'  eu  1  (S'  jusqu'à  .')0";  des  \ariations  pour  5'^  de  la  tan- 
gente, de  9'  en  9'  jusqu'à  vlo",  etdes  variations  pour  10"  de  la  fonc- 
tion H,  de  18'  en  nS'  jusqu'à  i5^;  4"  des  Tables  des  valeurs,  a\ec 
i5  décimales,  des  sinus  et  des  cosinus  de  tous  les  angles  du  qua- 
drant de  10"  en  10",  avec  leurs  différences  ; 

Le  Second,  des  Tables  IV  B  des  valeurs,  a\ec  i5  décimales,  des 
tangentes  et  des  cotangentes  de  tous  les  angles  du  quadrant  de  10'^ 
en  10",  avec  leurs  dillérences. 

Un  Troisième  Volume,  qui  sera  ultérieurement  publié,  con- 
tiendra des  Tables  des  valeurs  des  sécantes  et  des  cosécantes,  ainsi 
que  deux  Tal)les  complémentaires  destinées  à  faciliter  le  calcul 
des  tangentes  et  des  cosécantes  des  petits  angles  jusqu'à  i5". 

Ces  trois  Volumes  et  celui  qui  a  paru  en  1911  pour  les  loga- 
ritlimes  des  lignes  trigonométriques  (')  constituent  une  œuvre  de 
bénédictin  entreprise  en  1908  par  M.  H.  iVndojer  et  appelée  à 
rendre  de  grands  services  de  divers  ordres.  Pour  la  nouvelle  publi- 
cation comme  pour  l'autre,  tous  les  calculs  ont  été  faits  par  l'Au- 
teur, sans  aucune  aide;  ce  travail  peut  donc  servir  en  toute  sécu- 
rité de  base  vraiment  solide  à  toutes  les  publications  relati\es  aux 
lignes  trigonométriques  naturelles,  avec  moins  de  décimales,  et 
destinées  à  satisfaire  aux.  besoins  de  la  pratique.  J^a  nécessité  de 
publier  à  présent,  après  tant  d'autres  ouvrages  du  même  genre,  un 
li\re  contenant  des  Tables  plus  étendues  de  lignes  trigonomé- 
triques naturelles  est  exposée  par  iVL  11.  Andojer  dans  la  Préface 
du  Premier  de  ces  deu\  nouveaux  Tomes  au  cours  (Tune  revue 
critique  des  Tables,  presque  toutes  très  rares,  publiées  par  Kliae- 
ticus  et  Otho  (i59(i),  Pitiscus  (i6i3),  et  Briggs  (i633),  des  ma- 

(')  \oir  ce  Bulletin,  njii,  p.  -^77. 
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nuscrits  dus  à  de  Pronj  (xviii®  siècle)  età  Sang  (xix®  siècle);  etc.  ('). 
Mais  M.  H.  Andoyer  tait  remarquer,  avec  justesse,  que  toutes  ces 
Tables  trigononiétriques  ont  besoin  d'être  amenées  à  un  degré  plus 
élevé  de  perfection. 

De  tout  ce  qui  précède  il  résulte  que  les  trois  Volumes  publiés 
en  191  I,  H)i.)  et  19 1()  par  M.  Andojer  constituent  bien  des  Tables 
nouvelles  que  l'on  peut  n\)pe\er  foiidamefitales. 

Gomme  il  esl  toujours  pénible  de  faire  des  recherches  dans  des 
Tables,  il  iuiporte  que  l'impression  en  soit  très  nette.  Les  Tableaux 
publiés  par  MM.  \.  Hermann  et  Fils  sont  imprimés  sur  fort 
papier,  en  beaux  chilFres;  aussi  Iles  praticiens  n'éprouveront-ils 
aucune  fatigue  en  faisant  leurs  recherches. 

Er.  l. 


NAPIER  Te'rckntfnary  Memoiual  Volumk  edited  hy  Gargu.l  Gilston 
Knott.  I  vol.  in-4",  xi-44  I  P^o^^i  ^^'^^  le  portrait  de  Napier  et  1 5  planches. 
London,  Longmans,  Greeri  and  Company,  i9i5. 

Le  résumé  de  la  \  ie  de  Jolin  INapier  et  quelques  indications  sur 
son  admirable  invention  ont  été  publiés  dans  ce  Bulletin 
(novembre  h)i4î  P-  •^> '<^-'^  19)^  d'après  une  Lecture  de  M.  E.  V. 
Hobson. 

JNous  allons  compléter  ce  premier  travail  par  l'analyse  succinclo 
des  Documents  [)résentés  au  Congrès  international  tenu  à  Ldiui- 
bourg  à  la  (in  du  mois  de  juillet  191  1  pour  commémorer  le  Tri- 
centenaire de  rinventiou  des  Logaritinnes  par  .h)hn  Napier.  (les 
iJocuuients  se  trouvent  dans  un  maguiTupie  Ouvrage  publi('',  pour 
la  Société  royale  d'Ldiudxuirg,  par  C  G.  Knott,  Secrétaire 
général  du  Congrès,  iuiprimé  avec  luve,  contenanl  en  couleur  \c 
portrait  de  John  iNapicr. 

Dans  sa  belle  Adresse  inaugurale,  Lord  Moulton,  l^ésidenl  du 
Congrès,  expose  la  genèse  et  les  progrès  de  l'invention  des  Loga- 
rithmes.   \pi-ès   a\()ir  retr.ici'   la   soie  par(M)urue  par   Napiei*  pour 


(*)  On  trouve  une  liste   étendue  des  ouvrages  sur  les  lii;nes   triiiononu'lri.iues 
dans  le  Napier   Tcrcentenary  (voir  ce  i\unu'ro  du  lUilletin,  p.  337). 


336  PHEMTÈUE  PARTIE. 

arrivera  la  découverte  c|iu  marque  une  iniporlaiiLe  époque  dans  la 
Science,  Lord  Moulton  conclut  que,  depuis  trois  siècles,  rien  n'a 
été  ajouté  aux  deux  systèmes  de  Logarithmes  dus  au  génie  de 
John  iNapier. 

M.  P.  Hernie  Hrowji  ex|)ose  la  vie  de  .lolin  xNapier  de  Mer- 
cliiston,  en  Insistant  sur  se$  écrits  religieux. 

M.  George  Sinitli  donne  la  description  et  riiistorique  du 
Château  de  Mercfilston. 

M.  ./.  M.  L.  (Haislier  (Camhridge)  expose  comment  Napier  a 
introduit  une  nouvelle  fonction  en  Matliématlques. 

M.  David  E  lige  fie  Smith  [Colombie)  fait  une  savante  disser- 
tation sur  la  loi  des  exposants  dans  les  travaux  du  xvi*^  siècle. 

M.  Florian  Cajori  (Colorado),  bien  connu  par  ses  travaux 
historiques,  après  avoir  dit  que  peu  d'inventeurs  ont  un  plus 
éclatant  titre  à  la  priorltc'  que  ISapier  pour  l'Invention  des  l^;)ga- 
rlthmes,  parle  des  travaux  de  Stifel,  d'Alvarus  Thomas,  de  Hurgl, 
d'un  Ouvrage  de  Benjamin  Martin,  qui  a  écrit  que  a  rinsenlion 
des  Logarithmes  a  été  injustement  attribuée  à  Lord  INeper  »  et  qui 
attribue  cette  invention  à  Edward  Wright.  D'une  méticuleuse 
discussion  M.  Cajori  conclut  que  «  les  faits  tels  qu'ils  sont  connus 
à  ce  jour  assignent  à  Napier  la  gloire  d'une  étoile  de  première  gran- 
deur comme  l'inventeur  de  logarithmes  qui  le  premier  les  donna 
au  monde,  et  à  Burgi  la  gloire  d'une  étoile  de  uioindre  grandeur, 
mais  brillant  d'une  lumière  indépendante  ». 

M.  George  A.  Gihson  ((ilasgovv)  a  présenté  une  très  claire 
exposition  du  système  de  Logarithmes  de  Napier  et  les  changements 
que  fit  Briggs  à  ce  système,  avec  l'autorlsatlDU  de  l'Inventeur.  11 
termine  par  des  détails  sur  les  rapports  cordiaux  de  Napier  et  de 

M.  Salih  Mourad  (Turquie)  fait  l'historique  de  l'introduction 
des  Logarithmes  en  Turquie,  d'après  des  Articles  dus  à  Salih 
Zeki  Bey  et  à  Tahir  Bey. 

M.  /.  E.  A.  Steggall  (Dundee;  fait  une  courte  analyse  du 
Traité  De  Arte  Logistica  de  John  Napier,  où  l'on  trouve  un  mode 
ingénieux  de  multiplication  de  deux  grands  nombres,  des  exemples 
de  racines  carrées  et  cubiques,  etc. 

\\.  (noK-anni  Vacca  (Rouie)  a  lu  deux  Notes  intitulées  : 
Le  pi('mi<n'  logaritlniie  uéqx'rien  calciih'  avant  Napier;   la  théorie 
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(les  logarithmes  iiépéiicns  exposée  par  Pietro  Mengoli  dans  sa 
Geometria  speciosa. 

M.  D,  M.  Y.  Sommerville  (INew-Zealand)  a  expliqué  les 
Règles  de  INapier  pour  les  polygones  trigonométriquement  équi- 
valents en  géométrie  circulaire,  elliptique  et  hyperbolique. 

M.  7t.  A,  Sainpsoji  (Edimbourg)  a  rédigé  une  Bibliographie 
descriptive  des  Livres  exposés  au  Congrès  du  Tricentenaire  de 
Napier  (p.  177-242). 

M.  Henri  Aiidoyer  (Paris)  appelle  l'attention  sur  les  Tables 
fondamentales  trigonométriques  et  logarithmiques  qui  ont  été 
publiées  à  la  fin  du  xvi'^  siècle  et  au  commencement  du  xvii^  siècle 
et  qui  peuvent  être  comparées  à  une  mine  inépuisable.  Il  tait  une 
bibliographie  analytique  des  Ouvrages  de  Rheticus,  de  Pitiscus, 
de  Briggs,  de  Vlacq,  en  faisant  remarquer  que  la  réédition  par 
Vega  de  l'Ouvrage  de  Vlacq  contient  des  fautes.  Il  parle  .des 
Tables  du  Cadastre  (1764  à  1799)  et  des  manuscrits  de  Tables 
dus  à  Sang  et  conservés  par  la  Société  Royale.  L'insuffisance  des 
Tables  usuelles  à  sept  décimales  pour  les  calculs  précis  de  Géo- 
désie et  d'Astronomie  moderne  est  depuis  longtemps  reconnue. 
Afin  d'y  remédier,  M.  Andoyer  a  commencé,  sous  les  auspices  de 
l'Université  de  Paris,  la  publication  de  Tables  fondamentales 
trigonométriques  et  logarithmiques  à  quatorze  décimales;  il  eu 
expose  le  mode  de  construction. 

M.  C.  G.  Kîiott  complète  la  Comuiunication  de  M.  Andoyer 
en  donnant  des  détails  sur  les  47  volumes  uumuscrits  dus  à 
Edward  Sang  et  contenant  des  logarithmes  calculés  dans  la  \\\\c 
méuie  où  John  iNapier  inventa  les  logarithmes. 

M.  ./.  /^aw.vc/u'/i^'e/' (Strasbourg Ui  parlé  des  foruiules  destinées 
à  obtenir  les  coefficients  d'une  fonction  de  deux  variables,  la 
distance  polaire  et  la  longitude  sur  une  surface  sphérique.  Pour 
rendre  innnédiateuient  intelligibles  au  lecteur  1('>  iiolalious  de 
l'Auteur,  M.  G.  Knoti  a  fait  une  iinpoiiaule  addition  à  la  Coui- 
munication  de  M.  .1.  Bauschinger  . 

Le  Professeur  à  l'École  Polytechnique  M.  Maurice  d'Ocagne 
(Paris),  dans  sa  C.ouimunication  sur  les  Tables  numériques  et  >ur 
les  INomogrannnes,  a  parlé  des  ti'a\au\  >ni"  la  repri'-^cnlat  ion  ^<'o- 
métriquc  des  fonctions  de  deux  \ariabh'>.  cl.  ilan>  cvWc  ^uv  I  oii- 
gliu'  des  machines  de  ninltipllc.il  ion  ilirocMc.  a  v'\[c  I  in\«Mition  de 

Bull,  des  Sciences  nial/iem.,  •>*  sôric,  t.  XI-.  (NovtMul.rc  i>|ii;.)  -4 
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Pascal,  les  idées  de  Leibnilz,  la  mise  eu  pratique  p;»r  Thomas  de 
ces  idées  et  a  insisté  sur  l'invention  de  Léon  Bollée. 

jyjme  £'  l^ijff'ojcl  a  présenté  la  Table  des  sinus  naturels  à  8  déci- 
males pour  chaque  seconde  d'arc,  qu'elle  a  été  amenée  à  construire 
parce  qu'elle  tronvait  insut'lisante  la  Table  de  Jordan  dont  son 
mari  se  servait  pour  ses  travaux  d'optique. 

M.  /.  R.  Milne  (^Edimbourg)  a  présenU'  un  Mémoii-e  où  II 
discute  le  mode  d'arrangement  des  Tables  mathématiques,  au 
point  de  vue  typographique  et  an  point  de  vue  de  l'interpolation. 

M.  M.  T.  C.  Hudsofi  (ijondres)  a  présenté  quelques  remarques 
destinées  à  compléter  le  Mémoire  de  M.  Milne. 

INI.  ,/.  E.  y\ .  Steggall  (Dundee)  a  signalé  des  modifications 
(Hii,  apportées  à  la  manière  d'écrire  les  nombres,  amèneraient  une 
importante  économie. 

M.  A.  Hutchinson  (Cambridge)  s'est  occupé  de  la  manière  de 
résoudre  gra[)hiqueinent  quelques  problèmes  de  Cristallographie. 

M.  Willicun  Scliooling  a  présenté  une  méthode  pour  trouver 
les  logarithmes  par  une  simple  addition. 

M.  yl .  A.  Erlaiig  (Copenhague)  a  montré  comment  on  peut 
réduire  au  minimum  les  erreurs  dans  les  Tables  de  logarithmes. 

M.  W.  A  .  Sheppai'd  a  parlé  d'abord  d'une  méthode  qu'il  avait 
fait  connaître  en  i (S()3  et  en  191)  pour  l'extension  de  l'exactitude 
des  Tables  mathématiques  en  se  servant  de  ditï'érences  de  })lus  en 
plus  précises,  et  ensuite  de  Tables  d'approximation  qui  n'ont  pas 
encore  été  publiées. 

M.  Alternas  Martin  (Washington)  a  Indiqué  une  méthode 
j)()ur  trouver,  sans  l'emploi  de  Tables,  le  nombre  correspondant 
à  un  logarithme  naturel  donné. 

M.  H.  S.  Gay  (Shamokin)  a  expliqué  la  détermination  appro- 
chée des  fonctions  d'angle. 

M.  yilbert  Quiquet  (Paris)  a  présenté  un  Article  où  il  expose 
le  critérium  logarithmique  du  IJ'  (joldziher  relatif  aux  probabi- 
lités viagères. 

Ce  beau  Volume  se  termine  par  un  intéressant  Compte  rendu 
de  la  Célébration  et  du  Congrès  du  Tricentenaire  de  John  iMapier, 
rédigé  par  le  Secrétaire  général  le  D*"  C.  G.  Knott  (p.  3"-432). 

C'est  dans  ce  Compte  rendu  que  se  trouve  le  Sermon  du  D'  Fisher 
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qui  rappelle  que  i\apier  aspirait  au  titre  de  serçant  oj  Christ  et 
qui  parle  de  ses  Idées  tliéologiques  exposées  dans  son  Livre  inti- 
tulé :  A  Plain  Discovery  of  tlie  ivhole  Bevelatioji  of  St.  Jolui. 

Eh.  L. 


MÉLAN(ii:S. 


SUR  LES  POINTS  SINGULIERS 
DE  CERTAINES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES; 

Pau  W.   m.  SOUUrîOTINh:. 


i.    Considérons  une  équation  différentielle 

dont  le  premier  membre  est  un  polynôme  en  )',  )',  •  .  -,  j>^  ^"^ - 

La  nature  des  intégrales  de  cette  équation  autour  d'un  point  .ro 
au  voisinage  duquel  les  coefficients  du  polynôme / sont  liolomorphes 
(ou,  plus  généralement,  algébroïdes)  est  suffisamment  connue  ; 
mais  on  ne  sait  presque  rien  dire  à  l'heure  actuelle  des  intégrales 
de  léquation  (i)  au  voisinage  d'un  point  Xq  qui  est  un  point  sin- 
gulier essentiel  des  coefficients  du  polynôme/ ('). 

Ln  abordant  l'étude  des  intégralesdc  l'équation  (^  i  )  autour  d  un 
tel  point,  il  est  naturel  de  se  demander  avant  tout  si  celte  équation 
possède  des  intégrales  liolomorphes  pour  x  =  ./'o-  (^'«  rencontre 
souvent  des  assertions  qu'il  n'en  existe  pas  en  général  {-)  \  mais 
ces  assertions  sont  basées,  à  nm  connaissance,  sur  des  excm[)l('s 
très  particuliers.  Je  me  propose  de  donner  dans  celte  Noie,  à  ce 
sujet,  une  proposition  d'une  cerlaine  généralité. 

î2.    Supposons  (pie  les  coefficienls  de  Técpiiiliou  (i)  sont,   dans 

(')  Cf.  Im)1!sytii,   Tlieory  of  DiO'evvnliat  Kiiualion^,  vol.  II,  u.    >tK)-'i(». 
(^)    Voii\  par  exemple,  P.  Bonruoux.  Leçons,  si//-  les  fondions  définies  par  les 
équations  différentielles  du  premier  ordre,  p.    i3. 


\c.  voisinage  du  point  .Vq  =  o,  de  la  forme 


a ,    -  .      a,    - 


(2  )  •%  -+-  'l^i-v^'^e       '"'■'  OogcrVi-^ .  .  .  -t-  ^/x'^'C       ■''    (  loga")/', 

OÙ  'Iq^  '|>i,  . .  .,  'li  sont  des  fonetions  de  x  liolomorphes  à  l'origine  ; 
À,,  Xo,  .  . .,  A/  sonl  des  nombres  constants  ;  par  a,  (-)'  •  •  ■  '  ^-/  (  — ) 

sont   désignés   des   polynômes   en  -  et   enfin  /,,  ...,  //   sont  des 

nombres  entiers  positifs. 

Nous  allons  démontrer  le  théorème  suivant  : 

Si  une  fonction  y,  Jiolomorphe  à  V origine^  satisfait  à  une 
équation  différentielle 

dont  le  premier  membre  est  un  polynôme  en  y,  . .  .,y^"^  a^^ec  les 
coefficients  de  la  forme  (2),  cette  fonction  satisfait  aussi  à  une 
écjuation  différentielle  de  la  même  forme  où  les  coefficients 
sont  des  fonctions  liolomorphes  à  V  origine  ;  l^  ordre  et  le  degré 
de  cette  dernière  équation  ne  surpassent  pas  V ordre  et  le  degré 
de  V équation  (i). 

f.a  démonstration  sera  fondée  sur  les  trois  lemmes  que  je  vais 
établir. 

3.  Lemme  1.  —  IJ identité 


a,    -  a, 


•(-)  -.      . 

oii  Aq,  a,,  . . .,  k.,1  sont  des  fonctions  de  x  liolomorphes  à  V  ori- 
gine^ et  les  polynômes  a,(/i),  ...,a„(/i)  diffèrent  entre  eux 
autrement  que  pai'  une  constante^  entraîne 

Ao  =  A,  = . . .  =  A« ^  o. 

Nous  pouvons  évidemment  supposer  que  A,,  n'est  pas  nul.  En 
divisant  par  Ao,  nous  obtiendrons 

en  posant 

■'-^ 

'^0 


MÉLANGES. 
On  en  lire,  par  difTérentialion, 

;         1 


iA\ 


P;  +  l'i 


,    ^/a, 


dcc 


e       *+...=  o  ; 


d'où,  en  multipliant  par  une  fonction  convenable, 


Qoe 


^4^) 


Qn-ie 


'^J^.) 


=  o. 


où  Qn,  •••7  Q«-i  sont  des  fonctions  liolomorphes  à  Torigine,  ne 
pouvant  êlres  nulles. 

De  cette  dernière  égalité  on  déduit 

relation  de  la  même  forme  que  (3). 

En  continuant  ainsi  de  proche  en  proche  nous  obtiendrons  une 
identité  de  la  forme 

M- ) 

où  les  fonctions  M„  et  M,  sont  liolomorphes  à  Torigine  et  différentes 

de  zéro,  et  [J-  { —  )  est  un  j)oljnome  en  -?  qui  ne  se  réduit  pas  à  une 

constante. 

Cette  dernière  identité  étant  impossible,  nous  devons  conclure 

que 

Ao=  Ai  =  . .  .=  A„=  o, 

i.   Le  M  mi;  11.  —  L'identité 

où  B„,  B,,  . .  .,  B„iSO/it  des  fonctiotïs  développables  dans  le  voisi- 
na*fc  de  ^ origine  en  série  de  Laurent;  u,,  ....  a,,,  sont  des 
nombres  tels  qu'aucune  des  différences 

l^-i  —  f^A         (  i,  A  =  O,  1 , A  ;  î^o  =  ()  ;  i  ^  /  ) 

n^est  égale  à  un  entier^  cette  identité^  dis-jc,  nés/  />ossii)lr  (/uc  si 

Bo=  Bi  =  . .  .==  B,„  =  o. 

Faisons,   en  clFet,  faire  un  toui*  à  x  autour  de  I  origine,  nous 


>|'2 

aurons 
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en  posant 


Bo-+-  Bi^rM-iioi  -+■ . .  .-7-  B/iiT^-mt,),,,  —  o, 
et  donc,  d'une  manière  générale, 

Bo  -H    B  1  TV'^  10',  -h  .  .  .  +  B  ,;j  xVm  dj^^^  =0  f  «   =  O,    I  ,    .  .  .  ,   A?l  ). 

Comme  les  fonctions  Bo?  l^i?  •••?   J^>/«  iie  sont  pas  nulles,  il  en 

résulte 

I       I       ...       I 


I         0) 


*^1 


(0, 


w 


=  f)  ; 


ce  qui  exige,  ou  bien 
et,  par  suite, 


ou  bien 
c'est-à-dire 


W/,=   OJ/, 

[J-k—  !J-/  =  o,  ±1,  ±2,  .... 
Mais  ceci  est  contre  nos  hypothèses.  Donc 

Bq^  Bi^. .  .=  B;„s^  o. 

5.   LemmeIIJ.  —  V identité 

Co+  Cl  loga^  +  .  ..-h  C,i(loga7)«  =  o, 

o;>  les  coefficients  C,,,  C,,  .  . .,  (^„  50/?/  ^^c^  la  forme 

B0-+-  Bi.rl^M  +...+  B,,./'(Jv., 

1^/  et  ij./  ayant  la  même  signification  que  dans  le  lemme  pré- 
cédent^ n^est  possible  que  si 

Nous    commencerons    par    démontrer    que    cette    identité    est 
impossible  si  aï  =  1 . 

Soit 

Co  =  M^x^^^ -i- .  .  .  -h  K„ x^^»^ 

Cl  =  L,£P{^i  -h. .  .  +  b,„a7M-m, 
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Iv  el  L  étant  des  fondions  de  x  développables  en  série  de  Laurent 
dans    un  certain  domaine  T  comprenant  l'origine.   Nous  suppo- 
serons que  toutes  ces  fonctions  sont  différentes  de  zéro. 
Nous  avons  donc  à  démontrer  l'impossibilité  de  l'identité 

(4)  Kix^^i-h. .  .  -h  K/ja?'^'.-}-  (Li^[J-i-f- .  .  .-H  L/„^[^-".)  log^  =  o, 

ou  bien 

,^.  ,  K1.7A.  +  .  .  .-I- K,,a7>^" 

(5)  —  logjr  = 


Li  xV-\  -f-  .  .  .  n-  V,„iX\^-"^ 


Posons 


On  peut  toujours  supposer  que  le  plus  petit  des  nombres 

(6)  X'i,    ...,    à;;,    -jl'i,    ...,    {jl;;, 

est  égal  à  zéro  :  il  suffirait,  en  effet,  de  multiplier  le  numérateur 
et  le  dénominateur  de  la  dernière  formule  par  x~'-^\,  \  étant  le  [)lus 
petit  des  nombres  (6),  pour  réaliser  ce  cas. 
Nous  pouvons  donc  supposer  que 


x::  =  0 

si 

fy    =^1 

et 

K  - 

>  0 

si 

é'  >  a» 

A  =  0 

si 

h^'é' 

et 

A  -. 

>  0 

si 

h  >  P, 

et  qu'au  moins  un  des  nombres  a  et  ^  est  plus  grand  que  zéro. 

G.   Considérons  d'abord  le  cas 

^  >  o. 

Il  est  évidcmuieut  [)ermis  de  supposer  cpie  la  fonclion 

n  esl  pas  identi(puMucnt  nulle.  Soil  x^  un  poiul  du  domaine  \ 
dans  lequel  cette  (onction  est  différente  de  zéro.  Posons,  en  séparanl 
les  parties  réelles  et  purement  imaginaires, 

Iv/(.^o)-^if''=  l*/e  -f-  l'Q/i         (  A  =  1,  '2,  .  .  .,  m). 

Faisons   d(''crirt'   à    la    variable  x   un   contour    ciilouraul    A'   fois 
Torigine,    (;t    situé    loul    entier    à    riuléricur    du    doniainc     \   ;    la 
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formule  (5)  deviendra 

fi  —  " 

(  5'  )  —  I  c*  g  -^  —  iT.  i/{  =    "  ~ 


A  —  III 


V  \.n-r\'-i'e'^'^i''\>-h 


et 


En  faisant  x  =  .ry  et  en  posant 

M  =  M'+ AI",         N  r=  N'-hN", 

M"*=     y    e-^T^^^'si  Mfr  cos 2 Tt A/w—  N^  sin  -271  A- )^): 

N'  =     y  (M.  sin27TAX'„+ N.,cos27rA>/„), 

N "  =    y    e  -27r/.X'^ (  M^,.  si n  2  71 A X;^,.  +  N^„  cos  2  t:  A X^, ) 

P'  =     y  (  f*//  cos  2 71  A-  ix',,  —  Qh  sin  2  TT  A-  ;a/,  ), 

h  =  tn 

P"  =     2    c-2TxA[;.);(P,^cos27:A;x),— Q/,  sin27TA|j.;j, 

//  =  p  + 1 

Q'  =     ^  (  P/i  si  II  2  71  A  ;/;,  +  Q/,  cos  2  71 A  ;/),  ), 

Q"  =     2    ^-27:/.!J.;;(P/^  sin.,.7rA;jL),+  Q/,  coS27rA[4), 

//  =  !i  + 1 

nous  aurons 

M  +  /N        Ar+iN'-+- M"-+-fN" 
(7)  -Iog^o-27:.A  =  p^-^  =   p-_^aT4-P-H-.Q-  ' 

cette  égalité  devant  avoir  heu  pour  loiiles  valeurs  do  /  . 
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COMPTES    RENDUS    ET   ANALYSES. 


DUMONT  (E).  —  Théorie  générale  des  nombres.  Définitions  fondamen- 
tales. (Collection  Scientia).  i  vol.  in-8  (20-i3),  194  pages,  avec  figures. 
Paris,  Gauthier-Villars  et  C'^;  191 5. 

L'Auteur  de  cet  Ouvrage  s'y  est  proposé  deux  buts  principaux  : 
i®  introduire  l'uniformité  dans  les  définitions  des  diverses  caté- 
gories de  nombres  :  nombres  absolus  (réels  positifs),  nombres 
qualifiés  (réels  négatifs),  nombres  complexes,  quaternions,  biqua- 
ternions;  2"  ne  faire  appel,  dans  ces  définitions  qu'aux  seuls  postu- 
lats de  la  Géométrie  euclidienne,  sans  faire  intervenir  ceux  qu'on 
rencontre  en  Arithmétique  logique. 

La  définition  uniforme  proposée  par  M.  Dumont  est  la  suivante  : 
Un  nombre  est  une  loi  de  formation  d^  un  vecteur  à  Vaide  d^un 
vecteur.  Il  montre,  en  efi'et,  que  cette  loi  s'applique  à  toutes  les 
catégories  de  nombres. 

Si  l'on  considère  d'abord  deux  segments  portés  sur  une  même 
droite  et  de  même  sens,  la  loi  de  formation  d'un  de  ces  segments 
au  moyen  de  l'autre  définit  un  nombre  positif.  Si  l'on  considère 
ensuite  deux  segments  portés  sur  une  même  droite,  mais  de  sens 
contraires,  la  loi  de  formation  de  l'un  de  ces  segments  au  moyen 
de  l'autre  définit  un  nombre  négatif.  La  considération,  dans  un 

certain  plan,  de  deux  vecteurs  concourants  donne  le  nombre 
complexe;  la  considération,  dans  l'espace,  de  deux  vecteurs 
concourants  encore  donne  les  quaternions;  enfin  la  considération 
de  deux  vecteurs  quelconques  donne  les  biquaternions. 

Mais,  si  l'on  maintient  cette  définition  uniforme  dans  toute  sa 
généralité,  elle  ne  pourra  donner  grand'chose,  car,  pour  commen- 
cer, elle  ne  donnera  aucun  critérium  pour  reconnaître  l'égalité  de 
deux  vecteurs  déduits  d'un  même  vecteur  par  des  lois  de  forma- 
tion ditFérentes.  On  est  donc  obligé  de  considérer  des  lois  de  for- 
mation particulières. 

Soit,  par  exemple,  la  déliaition  du  nombre  positif.  L'Auleur 
considère  la  loi  de  formation  qui  consiste  à  ajouter  un  segment 
plusieurs  fois  de  suite  à  lui-même,  elle  donne  naissance  au  nombre 

Bull,  des  Sciences  niathém.,  2'  série,  t.  XL.  (Décembre  1916.)  aj 
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entier;  puis  celle  qui  consiste  à  ajouter  plusieurs  fois  de  suite  à 
elle-même  une  partie  aliquote  d'un  segment,  elle  donne  naissance 
au  nombre  fractionaaire;  enfin  celle  qui  consiste  à  Former  une 
suite  indéfinie  de  segments  correspondant  à  des  nombres  rationnels, 
croissant  sans  cesse  et  restant  plus  petits  qu'un  segment  fixe,  elle 
donne  naissance  au  nombre  irrationnel. 

Mais  ainsi  l'Auteur  retombe  dans  les  définitions  ordinaires.  Il 
j  aurait  d'ailleurs,  crojons-nous,  quelques  petites  choses  à 
reprendre  dans  son  exposition.  Gomment  un  point  mobile  peut-il 
(p.  20)  passer  successivement  par  tous  les  points  d'un  segment. 
Cependant  l'ensemble  des  points  d'un  segment  n'est  pas  dénom- 
brable.  A  la  page  21  se  trouve  énoncé,  sans  démonstration,  et 
cependant  sous  le  nom  de  théorème^  la  proposition  :  Les  mul- 
tiples successifs  G^  2 G,  3 G,  ...  d^ an  segment  G  form,ent  une 
suite  infinie  croissant  sans  limite.  La  démonstration  est-elle  donc 
évidente?  Est-elle  seulement  possible?  La  proposition  n'est-elle 
pas  ce  qu'on  appelle  ordinairement  le  postulat  d^ Archimède? 
Une  autre  objection  encore  est  la  suivante  :  la  définition  donnée 
plus  haut  du  nombre  entier  ne  présuppose-t-elle  pas  la  notion  de 
ce  nombre? 

Pour  les  nombres  complexes,  la  définition  de  M.  Dumont  ne 
diiï'cre  de  la  représentation  géométrique  ordinaire  qu'en  un  point. 
La  différence  est  insignifiante  dans  ce  cas,  mais  elle  devient  capi- 
tale dans  le  cas  des  quaternions.  Considérons  un  nombre  complexe. 

OA 
D'après  la  définition  adoptée  par  M.  Dumont,  c'est  le  rapport  -^ 

de  deux  vecteurs  dans  un  plan  xOy.  Mais  on  peut,  sans  changer 
le  nombre  défini,  supposer  que  OB  soit  un  vecteur  choisi  à  l'avance, 
le  même  pour  tous   les    nombres  et  qu'on   le    représente  par   1. 

OA  ,    .     . 

Alors  j~rr  =  OA,  de  sorte  que  le  nombre  complexe  est  défini  sim- 

plement  par  le  vecteur  OA.  Gela^  c'est  la  représentation  ordinaire. 
Une  généralisation  naturelle  de  la  représentation  ordinaire  serait 
de  définir,  ou  de  représenter^  de  nouveaux  nombres  par  des  vec- 
teurs OA  dont  l'espace  Oxyz.  Mais  cette  généralisation-là  ne 
réussit  pas  et  ne  peut  réussir,  llamilton,  le  premier,  s'en  rendit 
compte,  et  définit  un  quaternion  non  pas  par  un  vecteur,  mais  par 

le  rapport  de  deux  vecteurs.  Dans  le  nombre  ^^jt- ainsi  défini,  le 
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dénominateur  ne  peut  pas  être  un  vecteur  quelconque.  G^est  donc 
la  définition  de  M.  Dumont  qui  se  généralise. 

En  somme,  l'idée  de  M.  Dumont  est  de  reprendre  la  défini- 
tion d'Hamilton,  mais  de  l'appliquer  immédiatement  dès  la  défi- 
nition du  nombre  ordinaire.  Est-ce  une  bonne  idée?  Ne  vaut-il 
pas  mieux,  au  contraire,  suivre  la  marche  qu'ont  suivie  les  inven- 
teurs, définir  le  nombre  réel  et  le  nombre  complexe  par  un  seul 
vecteur,  chercher  à  généraliser,  montrer  que  ce  n'est  pas  possible 
immédiatement,  et  alors  seulement,  modifier  la  première  défini- 
tion de  manière  à  la  rendre  généralisable?  C'est  là  une  question 
qui  n'a  rien  de  mathématique  et  que  chacun  résoudra  suivant  son 
goût  et  sa  tournure  d'esprit. 

Examinons  maintenant  le  second  but  que  s'est  proposé  M.  Du- 
mont. Dans  l'Arithmétique  qu'il  appelle  Arithmétique  logique^ 
on  considère,  pour  définir  les  nombres  entiers,  des  objets  qu'on 
ne  définit  pas  et  des  modes  de  composition  de  ces  objets  qu'on 
ne  définit  pas  non  plus.  On  dit  seulement  que  ces  objets  et  ces 
modes  de  composition  satisfont  à  certains  postulats.  Ensuite  on 
définit  un  nombre  fractionnaire  par  un  couple  de  nombres  entiers, 
et  un  nombre  irrationnel  par  une  suite  infinie  de  nombres  ration- 
nels. Mais,  d'abord,  les  définitions  précédentes,  tout  au  moins  pour 
le  nombre  entier  sont  sujettes  à  des  objections  sérieuses.  De  plus, 
cette  façon,  uniquement  logique,  de  procéder,  répugne  à  certains 
esprits.  Enfin,  l'Arithmétique  ainsi  constituée  ne  pourra  s'appli- 
quer au  calcul  des  grandeurs  qu'au  moyen  de  nouveaux  postulats. 
Pour  toutes  ces  raisons,  plusieurs  auteurs  ont  cherclié  à  fonder 
l'Arithmétique  sur  la  considération  des  grandeurs;  M.  Dumont 
est  l'un  deux. 

«  Si  ma  thèse,  dit-il  en  terminant,  pouvait  être  prise  en  sérieuse 
considération  par  les  professeurs  enseignants,  je  suis  convaincu 
que  la  théorie  arithmétique  générale  aurait  fait  un  grand 
progrès.  » 

Disons,  tout  au  moins,  que  la  lecture  de  l'Ouvrage  de  M.  Dumont 
sera  très  utile  aux  professeurs,  en  les  faisant  réiléchir,  une  fois  de 
plus,  aux  fondements  de  la  science  qu'ils  enseignent. 

E.   Cahen. 
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VITI     (RODOLFOJ.     —    ElEMENTI     1)1    SCIENZA   ATTUARrALE      PER     GLI     ISTITUTI 

TECNici.  Teorie  matematiche  elementari  délia  Finanza  e  délia  Pre- 
videnza.  \  vol.  gr.  in-8,  x-28:)  pages.  Rocca  S.  Casciano  (Bologna), 
Licinio  Cappclli,    1916. 

Cet  Ouvrage,  publié  par  un  professeur  de  l'Institut  technique 
royal  de  Bologne,  est  un  traité  élémentaire,  à  la  fois  mathématique 
et  technique  des  opérations  de  finance;  il  contient  les  théories  et 
la  pratique  des  intérêts  simples,  des  intérêts  composés,  des  an- 
nuités, des  probabilités,  de  la  statistique,  des  types  principaux  de 
l'assurance  sur  la  vie  ;  on  y  trouve  l'exposé  des  opérations,  à  court 
terme  et  à  long  terme,  de  bourse  et  de  change;  quelques  indica- 
tions sur  les  valeurs  mobilières. 

Dans  les  Chapitres  relatifs  aux  Intérêts,  signalons  un  aperçu 
liistorique  sur  les  variations  du  taux;  la  méthode  des  diviseurs 
fixes  y  compris  le  procédé  anglais;  celle  des  parties  aliquotes  ;  des 
indications  sur  le  change;  les  règles  de  l'escompte  simple  et  de 
l'escompte  rationnel;  un  aperçu  historique  sur  les  comptes  cou- 
rants et  les  méthodes  employées  pour  obtenir  ces  comptes;  la 
théorie  de  l'intérêt  composé  continu,  le  calcul  de  l'annuité  per- 
pétuelle, un  aperçu  sur  la  nue  propriété  et  l'usufruit,  les  calculs 
de  l'amortissement,  l'indication  des  applications  des  théories 
financières  relatives  aux  intérêts  simples  et  composés  et  aux 
annuités. 

L'étude  de  la  Probabilité  mathématique,  exposée  avec  quelques 
détails,  comprend  la  loi  des  grands  nombres  et  celle  des  expé- 
riences répétées,  la  fonction  8  des  actuaires  anglais  et  ses  appli- 
cations, la  théorie  des  jeux  de  hasard  avec  le  cas  de  la  loterie,  le 
théorème  sur  la  ruine  des  joueurs. 

En  wStatistique,  signalons  des  notions  historiques  sur  les  Tables 
de  survivance,  de  mortalité,  de  maladies;  l'étude  de  ces  Tables; 
l'explication  des  diagrammes  statistiques,  les  équations  de  survi- 
vance et  de  mortalité. 

Les  problèmes  des  Assurances  sur  la  vie  sont  résolus  dans  les 
cas  qui  peuvent  se  présenter,  avec  des  Tables  numériques.  H 
importe  de  signaler  la  solution  de  diverses  questions  relatives  à 
l'assurance  contre  les  maladies  et  à  l'épargne  en  général. 
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Gomme  les  formules  contenues  dans  cet  Ouvrage  sont  du  domaine 
des  Mathématiques  élémentaires  et  spéciales,  M.  Viti  a  composé 
une  œuvre  appelée  à  rendre  service  au  grand  nombre  de  personnes 
qui  s'occupent  de  finances  et  à  la  plupart  des  professeurs  de  l'en- 
seignement technique. 

Er.  l. 


LA1SANT(G.-A.j  et  LEMOINE  (Emile),  fondateurs;  MAILLET  (Ed.), 
MALUSKI  (A.)  et  BOULANGER  (A.),  rédacteurs.  —  Imermédiaire  des 
Mathématiciens  :  Table  des  Tomes  I  à  XX  (1894-1913).  1  voL  in-(S" 
(23-14),  ni-279  pages.  Paris,  Gauthier-Villars  et  C'^  ;  1916. 

Cette  Table  des  matières  des  Tomes  I  à  XX  (1894-1913)  a  été 
préparée  avant  la  guerre,  par  M.  M.  Lecat,  de  Bruxelles,  d'après 
ses  notes  personnelles  et  les  Tables  manuscrites  générales  que  la 
Rédaction  tient  à  jour.  La  correspondance  avec  M.  Lecal  étant 
devenue  impossible  en  raison  des  événements,  les  épreuves  ont 
été  corrigées  par  M.  H.  Brocard. 

Les  questions  et  réponses  y  sont  classées  d'après  l'Index  du 
Répertoire  bibliographique  des  Sciences  mathématiques  (Paris, 
Gauthier-Villars;  1898).  Le  sujetde  chaque  question  est  rappelé 
en  quelques  mots,  et  vis-à-vis  figure  l'indication  (année  et  page) 
des  réponses  parues.  L'année  et  le  mois  de  publication  de  chaque 
question  se  retrouvent  facilement  à  l'aide  du  Tableau  de  la  page  278 
qui  termine  la  Table  (  '  ). 

Les  lecteurs  de  V Intermédiaire  des  Mathématiciens  sauront 
gré  à  MM.  Lecat  et  Brocard  de  leur  très  utile  travail. 

Er.   L. 


(')   Celte  Table  est  mise  en  vente  an  prix  de  8'■^  Los  abonnes  des  deux  der- 
nières années  pourront  se  procurer  celle  Table  au  prix  de  4^'. 
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SUR  LES  POINTS  SINGULIERS 
DE  CERTAINES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  ; 

Par  m.  m.  SOUBBOTINE. 
(  Suite  et  fui.) 


Or,  nous  allons  montrer  qu'on  peut  indiquer  une  suite  infinie 

des  valeurs  de  A", 

k  =  k^^  kl,  .  . ., 

pour  lesquelles  le  module  du  second  membre  de  la  formule  ['-j) 
reste  inférieur  à  un  nombre  fixe  ;  il  en  résultera  l'impossibilité  de 
l'égalité  (7)  et,  par  suite,  de  l'identité  (4). 

Remarquons  tout  d'abord  qu'on  peut  trouver  un  nombre  K  tel 
que  l'on  ait,  pour  k  >>  K, 

|M"+jN"|<£,         I  P"+iQ"|<£, 

quelque  petit  que  soit  le  nombre  positifs.  Ceci  étant  :  des  inéga- 
lités 

1  M  +  m  I  ^  I  M' H-  fN' I  -h  I  ivr-+-  m"  I 

et 


M'. 


/N'j^a^d 


M. 


N^l), 


on  conclut  que  |  M  -h  /N  |  reste,  pour  tontes  les  valeurs  de  A*,  infé- 
rieur à  un  nombre  fixe  A. 

Montrons  maintenant  qu'il  existe  des  valeurs  de  k  aussi  grandes 
qu'on  le  veut  pour  lesquelles  |  P  +  /Q  |  est  supérieur  à  un  nombre 
positif  fixe. 

Etant  donné  un  nombre  quelconque  de  quantités  réelles 
[jLj,  |j/^,  .  ..,  jjLû,  on  sait  qu'on  peut  en  approcher  simultanément  par 
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des  fractions  rationnelles 

£Ï1,    iïl,    ...,    £L, 

dont  le  dénominateur  commun  H^  croît  indéfiniment  avec   v,  de 
telle  sorte  qu'on  ait 

/a=^  +  -5Vt        i:/«  =  i,2,  ...,3), 

OÙ 

Nous  pouvons  donc  écrire,  pour  k  =  H^, 

/  P/,  cos  — -^  +  Q/,  sin  — ^  \  , 

^,  \  r/TT  UTT. 


=  1  \ 


A  =  p 


v/H.s-  'v/H.s-   / 


^TTE'f)  2  7:£'-^^ 


A  =  i 


'i/n:  (/h; 


Ces  formules  montrent  que,  si  5  augmente  indéfiniment,  P'  et  Q' 
tendent  respectivement  vers 

Pj-f- P2-4-..  .-f- P[5     et     Qi+ Q2  +  - ..+ Qj^- 
Mais  nous  avons  choisi  Xq  de  telle  sorte  que  la  quantité 

soit   différente    de   zéro.    Donc,    pour    les    valeurs    suffisamment 

grandes  de  5, 

|l*'-H^Q'l>Bi>o. 

Or, 

P  +  iQ  =  P'-f-fQ'4-  P"H_tQ", 

par  suite,  on  peut  trouver  deux  nombres  B  cl  .v'  tels  que 

I  1^  +  /Q  I  >  B  >  o, 

pour 

A  =  11,.  IJ,^,,  .... 


(')   Voir  Hermite,  Œuvres,  l.  I,  p.  loj-ioG.  —  Cf.  aussi  Picaiu).  Traité  d'Ana- 
lyse, t.  II,  2"  édition,  p.  •? '11-24?. 
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En  résumé,  nous  avons  une  suite  intinie  des  valeurs  de  k  pour 

lesquelles 

|M-i-tN|<  A,        1  P  +  iQ|>B>o, 

et,  par  suite, 

I  log.To4-  iTzik] 

ce  qui  est  évidemment  impossible. 


i 


M  +  iN 


Ph-«Q 


<ïï' 


7.   Il  nous  reste  encore  à  démontrer  l'impossibilité  de  l'iden- 
tité (4)  dans  le  cas 

a  >  o,        p  =  o. 

Dans  la  formule  (5')  multiplions  le  numérateur  et  le  dénomi- 
nateur du  second  membre  par 

[ji  étant  le  plus  petit  des  nombres 

Les  considérations  du  numéro  précédent  montrent  qu'on  peut 
trouver  deux  nombres  fixes  G  et  D  tels  qu'on  aura 


et 


I  M-M"N|>G>o, 
:ro  étant  choisi  de  sorte  que  la  quantité 

ne  soit  pas  nulle.  La  première  de  ces  inégalités  ayant  lieu  pour 
toute  valeur  de  /:,  et  la  seconde  pour  des  valeurs  de  k  aussi  grandes 
qu'on  le  veut. 

Il  en  résulte  que,  pour  les  mêmes  valeurs  de  k^ 

inégalité  évidemment  impossible. 

La  démonstration  de  l'impossibilité  de  l'identité 


Go  4-  Cl  log:r  =  o 


est  donc  terminée, 
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8.  Nous  pouvons maintenantdémontrer  notre  lemme.  Supposons, 
en  effet,  que  l'identité 

Go 4-  Cl  \ogx  -h. . .+  G,i(loga7)"  =  o 

est  possible  pour  des  valeurs  de  n  plus  grandes  que  l'unité.  Soit  k 
la  plus  petite  de  ces  valeurs. 

Nous  aurons  donc  une  identité  de  la  forme 

Go-f-  Gi  loga:4-.  .  .-+-  G/,(loga7)^=  o         (k  >i), 

où  Go  et  Gk  sont  différents  de  zéro. 
On  en  lire,  par  différentiation, 

G'o  +  -  Cl  +  (g;  -+-  -  G,)  logx  -H . . .  +  Gi(Iog.r)A-  =  o  ; 

d'où,  en  éliminant  (loga:)*, 

\^k  i^ic-,  -+-  \  G,.)  -  G^_,  G1-]  (log^)^-  '  +. . .  =  o. 

Par  suite,  d'après  la  définition  de  /:, 

Ga-  { G/,_i  H-  -  Ga j  —  Ga-_  1  G/,  =  o, 
ou  bien 

GaG/,--  1         G/f  G;;._j    _   ^ 

G|.  ~  ^r' 

d'où 

kGk  loga?  +  G/,-_i  -h  G/,  const.  =  o. 

Mais  cette  identité  entraîne,  d'après  ce  que  nous  avons  vu  plus 

haut, 

G/c==  Ga-  1  ^  o, 

ce  qui  est  contre  nos  hypothèses.  Le  lemme  est  démontré. 

9.   Il  est  facile  maintenant  de  démontrer  le   théorème  énoncé 
au  n°  2. 

L'équation  différentielle 

dont  il  est  question  dans  ce  théorème,  peut  être  écrite  de  la  manière 


354 
siiivanle  : 


prfmièrfî:  partie. 

Mi) 


i 


?a(^, r, ..., j(«')^!^^-^ 


(loga7)'«i  =  O, 


OÙ  cpo,  ©, ,  . . .,  cp^t  sont  des  poljnomes  en  jk, y' ,  ...,  y'"^^  dont  les 
coefficients  sont  holomorphes  à  l'origine.  Nous  supposerons  que, 
dans  cette  dernière  équation,  il  n'y  a  pas  de  termes  semblables, 
c'est-à-dire  des  termes  pour  lesquels  ont  ait  simultanément 


[i/i —  ;j!,r  =  un  entier. 


h  h 


ft 


'fr 


const., 


Nous  allons  montrer  qu'une  fonction  y  holomorphe  à  l'origine 
et  satisfaisant  à  l'équation  (8)  doit  satisfaire  aux  équations 


9o{^,r,  .••,T"^) 


<fA-(x,y,  ...,  jf"0  =  o- 


En  substituant  la  fonction  j)^  dans  l'équation  (8),  nous  obtien- 
drons une  identité  de  la  forme 


P. 


/ 1 


OÙ  ^0(^)5  •  •  -j  ^x{^)  sont  holomorphes  à  l'origine. 

Nous  pouvons  écrire  cette  identité  de  la  façon  suivante 

Go  H-  Cl  Iog^+  G2(log:r)2-+-.  .  .4-  C,,(loga:)«  =  o, 


ou 


Cy=Bi'VB^/'^[x?  +  ...-+-B^4^;r(^ii^         (y  =  0,  I,  ...,/i), 


■,"^A 


les  fonctions  A  étant  les  fonctions  W{x)  elles-mêmes. 

Il  ne  reste  maintenant  qu'à  appliquer  les  trois  lemmes  précé- 
dents pour  avoir  successivement 

G^=  o         (^  =  o,  I,  ...,  n), 
puis 

B//'  =  o        (  /i  =  o,  I ,  . . . ,  my  ;  y  =  o,  I ,  . . . ,  «  ), 

et  enfin 

Ail''"-  =  o, 
c'est-à-dire 

Wo(x)  =  Wi(x)   =:...=  W;,{X)  =  0. 
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Ce  qui  montre  que  la  fonction  y  satisfait  aux  équations 

donc  les  coefficients  sont  holomorphes  à  l'origine.  c.  o.  f.  d. 

10.   On  peut  exprimer  le  résultat  obtenu  sous  une  autre  forme. 
Soit 

(9)  fi'^'^y^  y,  •  ■■,y^)  =  o 

une  équation  différentielle^  dont  le  premier  membre  est  un 
polynôme  en  y,  y',  . . .,  y^'^^  avec  les  coefficients  de  la  forme 

^4/A-(a:-)[cp/,(^)p-AefOA^^)[logeA(a7)]/*, 
k  =  \ 

les  fonctions  (j;/f,  ©a,  ^k  Qt  9^  étant  algébroïdes  au  voisinage  de 
V origine^  et  l^  étant  des  nombres  entiers.  Si  une  fonction  y ^ 
satisfaisant  à  Véquation  (9),  est  algébroïde  au  voisinage  de 
Vorigine^  cette  fonction  satisfera  à  une  équation  de  la  même 
forme ^  dans  laquelle  les  coefficients  sont  algébroïdes  autour  de 
V origine.  L'ordre  et  le  degré  de  cette  dernière  équation  ne 
surpassent  pas  l ordre  et  le  degré  de  V équation  (9). 

Les  fonctions  y^  1];^,  ^a,  w^,  0/^  élant,  dans  le  domaine  de  l'origine, 
de  la  forme 

a-^x    /^ -h  a_jx-(-i ^      ^'     -T-.  .  .-4- «û-t- «1^'^-^' •  •? ' 

soit  q  le  plus  petit  multi|)le  commun  des  nombres  p.  11  suffirait 
alors  de  faire  la  substitution 

OÙ  le  nombre  entier  m  est  choisi  de  telle  façon  que  ::  soit  une 
fonction  de  /  holomorplie  pour  /  =  o,  et  de  niuliiplier  Téqua- 
tion  (9)  par  une  puissance  convenable  de  ^,  pour  éire  ramené  au 
cas  précédemment  considéré. 
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Darboux  (G.).  —   Hemarques  sur  une  note  de  M.  Karid  Boulad 295-296 
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Ocagne  (M.  d').  —  A  propos  du  ne  note  de  M.  Matleo  Bottasso  sur  une 
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ATTf  DEL  R    ISTITUTO  VENETO  D[  SCIENZE,  LETTERi:  ED  ARTL 
T.  LXHL   i9<^3-i9o4  {suite  et  fin)  C^). 

Bordiga  {Cr.).  —  [N,?)<7,3]  Sur  un  complexe  de  cercles,  tlu  cjua- 
trième  ordre  (y33-'y48). 

Massardi  {F.).  —  [T5a]  Sur  le  problème  le  plus  général  de 
l'élecl  rosi  a  tique  ((SôS-S^?.  ). 

Démonstration    de   runicité   de   la   fonction    potenlielle.   ExpressicMi    de   ccltp 
fonction  sous  forme  de  série  et  convergence  de  cette  série. 

Vilerbi  {A.).  —  [S2ea]  Formules  elliplicpies  poui-  les  mon\e- 
ments  slalionnaires  d'un  solide  plongé  dans  un  licpiide  indéfini 
(873-9.. 5). 

Voir  la  Noie  du  même  auteur,  dans  le  Tome  prccédeiit,  à  la  i>age  i.^S,'^. 
Bernardi  {E .).  —  [Rie]  Système  pratique  de  simples  tiges  arti- 

(')  \miBull.  des  Se.  math.,  t.  \\\1\._,,  p.  i.ji-i53. 
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culées  résol\;iiil  le  j^rohlème  du  guidon  corrii^é  pour  les  auto- 
mobiles (914  ^'-^-Q^Q?  ï  planche). 

Pasquini  {E.).  —  [03c]  Sur  la  développable  cjclificalrice  et  sur 
la  généralisation  du  problème  relatif  (i  o^--i  o85). 

l^lanl  donnée  une  courbe  quelconque,  faire  passer  j3ar  cette  courbe  une  déve- 
loppable telle  que  dans  le  développement  de  celle-ci  par  le  plan,  la  courbe 
prenne  une  forme  assignée.  Cas  où  la  forme  assignée  est  circulaire. 

Bernardi  {E.).   —   [^2]  Un   pariidoxe   hydrodynamique  (11  11- 

I  I  20  ). 

Ricci  (G.).  —  [G4<^]    Directions   et  invariants   principaux  dans 
une  variété  quelconque  ( i2?)'-\-i'2'àg). 

Soit 

n 

'j  —  \   a  .  dx ,  dx . 


une  forme  différentielle  quadratique  positive,  définissant  une  métrique  de  la 
variété  \\,,  a'i"0  les  coefficienls  de  la  forme  réciproque  et  (-i  ,r^,,,  les  symboles  de 
Kiemaiin;  A,j,.,  ...,  A„|,.  (/■  =  !,...,/<)  les  systèmes  coordonnés  covariants  de 
n  congruences  de  lignes  [i],  ...,  [«]  constituant  une /î-uple  orthogonale  de  V„. 
La  courbure  de  la  surface  géodésique  passant  par  un  point  P  et  tangente  aux 
lignes  des  congruences  [/i],  [A],  est 


l 

En  introduisant  les  symboles 

n 

a,.,  r=  V      a'V'Oa. 


1'"' 


on  lrou\e 


*k 
1 


et  celte  expression  donne  la  courbure  moyenne  de  \„   en    P  et  dans  la  direc- 
tion |A]- 
Une  n-uple  principale  est  telle  que   les  a^.  en  résultent  réduites  à  la   forme 

canonique 

n 

1 

et  p,,  ...,  p„  sont  les  invariants  princi/>aux. 
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Si  une  \„_^_l  contient  une  famille  simplement  infinie  d'hypersurfaces  géodé- 
siques  V„,  les  trajectoires  orthogonales  de  celles-ci  forment  une  congruence 
principale  de  V„^i. 

Severini  (C).  —  [T^4]  ^^r  les   séries  de  fonctions  analyticjues 
(  I  241-1^.55). 

Nouvelle  démonstration  du  lemme  de  Weierstrass  relatif  aux  séries  de  séries, 
sous  la  forme  suivante  : 
Si  l'on  a 


fni^)  =^    ^,,-r'^''  {Jr-u  ...,-j:), 


ces  fonctions  /,,  admettant  un  cercle  commun  de  convergence  (0,  H),  et  si  sur 
toute  circonférence   (O,  /)  intérieure  à  (0,   H)   on   a   pour  toute  valeur  de  m 


!:/,,(-) 


G, 


où  G  est  une  quantité  positive  et  finie  (  pouvant  aussi  varier  avec  /),  et  sur  une 
circonférence  (O,  r)  la  série 

^^^  Il 

1 

est  uniformément  convergente,  il  s'ensuit  que  la  série 

00 


est  convergente;  la  série 


V 


A   .T" 


est  converuenle  eu  loul  ceicle  intérieur  à  (O,  l\).  et   Ton  a 


i:/,(-)=v,v 


Suivent  d'autres  conditions  pour  l'existence  d'un  cliami)  coninuin  de  conver- 
gence des  séries  données  et  |)our  la  convergence  nnitormc  de  la  série  d«'S  séries. 
Uésultats  analogues  pour  les  séries  de  fonctions  analytiijues.  régulières  dans  une 
aire  finie  et  convexe. 

S.   RiNni. 


SHCONDIi  PAirriE. 


iMKMoiiiE  di:lla  rkalk  acgadkmia  di  scienzk.  letterr 

ED  ART!  DI  MODENA. 

Tome  F,  T'^et  i"  Partie,  i833. 

Ruffini[P.).  —  Observations  sur  le  mouvemenl  des  fusées  à   la 
Congrève  (  r)()-y8,  une  pinnche). 

Crcmona    [J.-F.).    —    Sur   les    points    singuliers    des    courbes 
planes  (nc)-88,  une  planche). 

Blanchi  (/.).  —    Essai    d'Astronomie  analytique  (iS^-rQS,    une 
planche). 

Rangoni   {L.).    —    Sur  la  décomposition   et   transformation  des 
fonctions  algébriques  fractionnaires  (  254-3  1 8). 

Tome  r,  3"  et  4*^  Partie,  i858. 

Rangoni  (L.).    —   Eloge   du    conseillei-   P.    Cassani    (3^    Partie, 
I  56-1  ^2). 

Amici  (J.-B.).  —  Sur  un  nouveau  cercle  répétiteur  en  altitude  et 
en  azimut  (4*^  Partie,  25-33,  une  planclie). 

Pelloni  (^J.-B.).  —  Sur  la  forme  des  dents  des  roues  des  moulins 
(4^  Partie,  59-89,  une  planche). 

Araldi  (A .).  —  La  genèse  des  quantités  démontrée  au  moyen  de 
deux  instruments  mécaniques  (4"  Partie,  90  1  i  i,  une  planche). 

Tome  1 II,  1861 . 

A  raidi  (A.).  —  Sur  la  manière  d'obtenir  par  l'élimination  l'équa- 
tion finale  dépourvue  de  facteurs  étrangers  (3-i2). 

Marianini  {P.-D.).   —   Sur  une  manière  d'établir  les   principes 
de  la  méthode  des  infiniment  petits  (i^-36). 
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Araldi  {^A.).   —   Sur  le  calcul  ajjproché  des  intégrales  définies 

(65-90). 
Il  y  a  un  errata  à  la  page  137. 

Razzaboni  (C).  —  Sur  les  eflluves  des  licpiides  de  récipients 
dans  lesquels  entre  conlinuellemenl  un  volume  d'eau  différent 
de  celui   qui  dans  le  même  temps  sort   par  l'orifice  (loi-iia). 

Araldi  (A.).  —  Essai  d'Analyse  géométrique  (i  i3-i3r)). 

Mémoires  de  la  Section  de  Lettres. 

Veratti  [B.).  —  Sur  la  crible  d'Eraloslhène  et  sur  l'illustration 
cjui  en  a  été  faile  par  Samuel  Horslej  (41-57). 

Tome  V,  i8G3. 

Razzaboni  {C .).  —  Sur  la  résullante  des  j)ressions  qu'un  liquide 
pesant  homogène  en  équilibre  exerce  sur  la  surface  d'un  corps 
plongé,  et  sur  le  centre  de  pression  de  cette  surface  (3-ii, 
une  planclie). 

Mémoires  de  la  Section  de  Lettres. 

Veralti  [n.).  —  Sur  la  terminologie  mathématique  des  écrivains 
latins  (3-96). 

Tome  VU,  18GG.  , 

Ruffini  (F.).  —  Note  sur  un  problème  de  Gt'omélrie  desc  ripli\e 
(  17-19,  une  planche). 

Ragona  (D.).  —  Sur  une  propiiété  singulière  du  cercle  de  l\ei- 
chenbach  de  l'Obseï  vatoire  royal  de  Modène  el  sur  les  consé- 
quences (pii  en  découlent  relativement  à  la  détermination  de  la 
latitude  (89-101). 

Tome  VIII,   18G7. 

Ihiffini  [F.).  —  Sur  la  manièr(*  de  calculer  le  résullal  moyen  de 
plusieui's  observalions  successives  ((^.Vjj,  une  j>lanclieV 
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Riccardi {P.).  —  Élo<;e  de  A.  Araldi  (77-91). 

Tome  IX,  1868. 

Bazzaboni  {€.).  —  Les  foi-niules  de  la  paralla-xe  annuelle  et  de 
l'aberration  de  la  lumière,  dédniles  immédiatrnienl  de  celles  de 
la  j^arallaxe  astronomique  (.)-i.),  une  planche). 

Riccardi  (P-)-  —  Préface  à  une  Bibliothèque  malhéinatique  ita- 
lienne (i5-28). 

Araldi  [A .).  —  Notices  sur  une  nouvelle  théorie  de  la  dévialion 
des  projectiles  sphériques  et  oblongs,  lancés  par  les  armes  à  feu 

(79-9O. 

Tome  X,  1869. 

Camurl  {A.).  —  Sui-  une  surface  paiticulière  engendiée  par  une 
conique  (3-2o,  deux  planches). 

Pareto  {R.}-  —  Sur  l'abus  qu'on  fait  des  movennes  dans  les 
Sciences  physiques  et  sociales  (49-146). 

Mémoires  fie  la  Section  des  Arts. 

Camuri  (A.).  —  Sur  certaines  espèces  de  voûtes  à  voile  et  sur  la 
manière  de  déterminer  les  échafaudages  pour  leur  construction 

(27-.'j7,  une  j)lanche). 

Tome  XII.   1 8-1 . 


Ruffini  (P.).  —  Sur  la  manière  de  définir  la  conlinuité  des  fonc- 
tions (3-i4)- 

Ruffini  (F-)-    — ■   Sur   la   recherche    de   la    conique    par   rapport 
à    laquelle   deux   coniques    données    sont    polaires    réciproques 

(49-90). 

Tome  XIII,  T^  Partie,   1872. 

Ruffini  (P.).    —    Sur   la    recherche   de    la    conif|ue    par   rapport 
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à    laquelle  deux  ronifjues    données    sont    polaires    réciproques 

(3-17). 

Nicoli  {F.}.  —  Sur  les  lignes  de  contact  et  sur  les  traces  des  sur- 
faces cvlindriqiies  circonscrites  à  des  surfaces  de  révolution 
(39-44). 

Tome  XIV,   1H74. 

Ragona  {O.).  —  Rapport  à  l'Académie  royale  des  Sciences, 
Lettres  et  Arts  de  Modène  sur  l'Ouvrage  intitulé  :  Astrono- 
mical  Observations  made  in  tlie  Royal  Observatory  Edimburgh 
by  Charles  Piazzi  Smith  (Vol.  XIV,  Ediuiburgh,    18-1,  (3-6). 

Riccardi  {P-)-  —  Noie  sur  quelques  rares  éditions  des  Ouvrages 
astronomiques  de  François  Capuano  de  Manfredonia  (^j-zj^)). 

Riccardi  (P.).  —  Sur  (pielques  récents  Mémoires  lelatifs  au 
procès  et  à  la  condamnation  de  Galilée.  Notes  et  documents 
ajoutés  à  la  bibliographie  galiléienne  (6()-i5i^. 

Araldi  (A.).  —  Reclierclies  sur  le  mouvement  réel  produit  sur 
un  corps  par  l'action  d'une  force  excentrique  (i  53- 1-4,  nne 
planche). 

Tome  XV,  1875. 

Riccaj^di  [P.).  —  Appareil  pour  la  détermination  de  la  ligne  par- 
courue par  un  mobih;  (4i-4'^)- 

Tome  XV [,  1876. 

Riccardi  (^  P.).  —  Exercitalion  géométrique  (3-io,  une  planche). 

l\icoli  i^F.).  —  Sur  une  interprélalion  géoméliiijue  de^  svstèmes 
d'équations  linéaires  (1  4  '-  '  58). 

Tome  XVII,  1877. 

Riccardi  {P.).  —  Exercitation  géomt'lricpie  il'"  (UiO,  deux 
planches). 

Tome  XVIII,  1878. 

Favaro  (A.).  —  Ni^lices  historiques  et  criti(pies  sur  la  ronsnuc- 
tion  des  équations  (1  •>--,').')•>,  deux  planches). 
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Mémoires  de  la  Section  de  Letires. 

Bortolotli  i^P.).  —  Sur  raiicleiine  coudée  égyptienne  et  sur  ses 
rapports  géométriques  avec  les  autres  unités  de  mesure  et  de 
poids  égyptiennes  et  étrangères  (()3-238). 

Tome  XIX,   1879. 

Favaro  i^A  .\  —  Sur  l'interprétai  ion  mathématique  du  papyre 
Rhinrl,   publié  et  illustré  par  le  professeur  Auguste  Eisenlohr 

(89-143). 

Malavasi  {L.).  —  Sur  une  représentation  graphique  du  mouve- 
ment ondulatoire  (i85-2o3,  deux  planches). 

Favaro  (A.).  —  Appendice  aux  notices  hisloiiques  et  critiques 
sur  la  construction  des  équations  (233-244)- 

Favaro  (A.).  —  Les  additions  de  Galilée  au  dialogue  «  Sopra  i 
due  massimi  sistemi  »  dans  Texemplaire  de  la  Bibliothèque  du 
séminaire  de  Padoue  (24;^-2-5). 

Mémoires  de  la  Section  de  Lettres. 

Riccardi  {P.).  —  Notice  sur  la  vie  et  les  Ouvrages  de  Geminian 
Rondelli  (21-46). 

Camporl  {€.).  —  Geminian  l*oltlti  (47-6^). 

Borloloiti  {P')-  —  Sur  l'ancienne  coudée  égyptienne  et  sur  ses 
rapports  géométriques  avec  les  autres  unités  de  mesure  et  de 
poids  égyptiennes  et  étrangères  (^(k)-9.'-^/\^  un  tableau). 

Tome  XX,  r*  Partie.  1880. 

Hiccardi  (^P.).  —  Note  statistique  d'histoire  mathématique  (299- 
3io,  une  planche). 

Tome  XX,  2^  Partie,  1881. 

Campori  [G.).  —  Correspondance  galiléienne  inédite  avec  notes 
et  appendices  (vii-xiv,  1-G42). 


■ 
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Tome  XX,  3"  Partie,  1882. 

Favaro  (A.).  —  Glanures  galiléienaes  dans  la  collection  d'auto- 
graphes Gampori  en  IVlodène  (3-36). 

Riccardi  (G.)  el  Lombardi  (A.).  —  Sur  le  marquis  fjouis  Ran- 
goni  (i  1 5-i35). 

Ce  Tome  contient  les  indices  généraux  des  Mémoires  académiques  de  la  pre- 
mière série  (i833-i858-i882 ). 

2"  Sérik. 
Tome  I,  i883. 

Nicoli  (F.).  —  Sur  un  cas  de  mouvement  d'une  figure  plane  dans 
son  plan,  qui  varie  restant  semblable  à  elle-même  (59-71,  une 
planche). 

Nicoli  (F.).  —  Sur  un  cas  de  mouvement  d'une  figure  [)lane  qui 
se  conserve  semblable  à  elle-même  (l'y  i- 178). 

Nicole  (A.).  —  Sur  deux  cas  de  mouvement  d'une  figure  solide 
restant  semblable  à  elle-même  (249-260). 

Malavasi  [L.).  —  Considérations  mécaniques  sur  une  droite 
rigide  (3o5-3i9). 

Mémoires  de  la  Seclion  de  Lettres. 

BorLolotti  (P.)'  —  Sur  rancicnne  coudée  égyptienne  et  sur  ses  r.ip- 
ports  géométriques  avec  les  autres  unités  de  mesure  et  de  poids 
égyptiennes  et  étrangères  (continuation).  Chapitre  V.  Mesures 
égyptiennes  des  blés  (59-1  ),i). 

Dortololti  (  P.).  —  Appendice  au  Chapitre  V  sur  rancicnne  coudée 
égyptienne  (155-167). 

Tome  11,  1884. 

Favaro  {A.).  —  [.a  défense  de  (ialiléc,  écrite  par  Hcrnard  \ve- 
rani  (209-239). 
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Tome  II],  i885. 

Malavasi  {^L.}.  —  Sur  la  pile  suivant  le  principe  de  A  olla.  Essai 
théorique  (i83-'>.5o). 

Tome  I\.  1886. 

Valeri  {D.).  —  Sur  certains  hyperboloïdes  passant  par  quatre 
points  (355-3--). 

Marianini  (^P.-D.).  —  Théorème  général  pour  la  recherche  des 
valeurs  limites  correspondant  à  des  formes  indéterminées,  suivi 
d'une  démonstration  du  théorème  de  Tajior  (3^9-423). 

Tome  ^  .  1887. 

Ragona  {D.).  —  rSouvellés  formules  relatives  à  la  résolution  des 
triangles  sphériques  (53-119). 

Tome  VJ,  1888. 

Malavasi  (  L.).  —  Les  figures  de  Ghladni  et  la  méthode  de 
A^heatstone,  i""  Partie  :  Plaques  rectangulaires  [ii'ô-\\-, 
quatre  planches). 

Tome  \  II.  1890. 

Nicoli  {F,).  —  lnter|)rétalion  géométrique  du  champ  des  solu- 
tions d'une  équation  linéaire  à  quatre  variables  ('jo5-225). 

Besso  (D.).  — Sur  l'intégr.ition  de  lécjuation  diflérentielle  linéaire 
homogène  du  deuxième  ordre,  lors(|ue  Ton  connaît  une  fonction 
entière  du  deuxième  degié  à  coefficients  constants  de  deu\  de 
ses  intégrales  fondamentales  (239-244)- 

Basso  (O.).  —  Sur  l'intégration  de  l'équation  difiérentielle  linéaire 
homogène  du  troisième  ordre,  lorsque  Ton  connaît  une  fonc- 
tion entière  du  deuxième  degré  de  deux  de  ses  intégrales  fon- 
damentales (245-252). 

Nicoli  (F.).  —  Sur  les  éléments  unis  de  deux  formes  géomé- 
lri({ues  collinéaires  ("253-280,  deux  planches). 
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Tome  VJII,  1892. 

Malavasi  {L.).  —  La  inélhode  de  WlieatsLone  et  les  figures  de 
Ghiadni.  2^  Partie  :  Iliaques  circulaires  (S-Sg,  six  planches). 

Valeri  (D.).  —  Propriétés  métriques  des  cubiques  gauches  (385- 
4  i3,  une  j)lanche). 

Nicoli  [F.].  —  Interprétation  géomélrique-du  champ  des  solutions 
réelles  d'une  équation  quadratique  à  quatre  variables  (489-5o5, 
une  planche). 

Tome  IX,  1893. 

Albertolti  (G.).  —  Manuscrits  français  du  wii''  siècle  relatifs  à 
l'usage  des  lunettes  (IH-IX,  un  fac-similé,  3-i24)- 

Chistoni  (C).  —  Sur  la  détermination  du  coefficient  d  induction 
des  aimants  avec  la  méthode  de  Laniont  (i  09- 1^8). 

Chistoni  (C).  —  Sur  la  mesure  du  coeflicient  de  température 
des  aimants  avec  le  magnétoinètre  des  sinus  (299-329). 

Del  Ile  (A.).  —  Sur  les  surfaces  du  cinquième  ordre  à  i  ubique 
double  et  deux  ou  trois  points  triples  (33  1-344)' 

Tome  X,  1894. 

Loria  (G.).  —  Les  sciences  exactes  dans  rancieniie  drèce. 
Préface  et  Livre  I  (3- 168,  deux  planches). 

Nicoli  (F.).  —  Sur  les  espaces  linéaires  de  trois  dimensions  con- 
sidérés dans  notre  espace,    i  ""  Partie  (257-2-3). 

Del  Re  { A .).  —  Sur  les  causti((ues  par  rétlexion  et  sur  les  points 
brillants  des  surfaces  algébricpies  illuminées  (4  '  5-  î  î8). 

Tome  \l,  1890. 

Loria  (G.).  —  Les  Sciences  exactes  dan^  r;.ncieniic  dièce. 
Livre  n  (2-237,  ^^^^'^  planches). 
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Nicoli  [F.).  —  Sur  les  espaces  linéaires  à  trois  dimensions  consi- 
dérés dans  notre  espace,  i"^  Partie  (23()-25^). 

Aschieri (F.).  —  Fondements  de  Géométrie  analytique  (3o  1-338). 


Tome  Xlf,  2^  Partie,  1902. 

Loria  (G.).  —  Les  sciences  exactes  dans  Fancienne  Grèce. 
Livres  ITI,  IV  et  V  (dernier)  (3-4 1 1). 

Tome  I,  y  série,  1898. 

Chistoni  {C.)  et  De  Vecchi  (G.).  —  Contribution  à  l'étude  des 
aimants  permanents  (3^7-89). 

Del  Re  (A.).  —  Sur  une  congruence  homaloïdique  du  troi- 
sième degré  (90-104). 

Rlccardi  (P.).  —  Quelques  lettres  de  Lagrange,  Laplace  et 
Lacroix  adressées  au  mathématicien  Pierre  Paoli,  et  sept  lettres 
de  Paoli  au  |)rofesseur  P.  Ruffini  (105-129). 

Tome  II,  1900. 

Chistoni  (C.)  et  De  Vecchi  (G.).  —  (Contribution  à  l'étude  des 
aimants  permanents  (i  25-2^2). 

Tome  III,  1901 . 
Mémoires  de  la  Section  de  Lettres. 

Riccardi  (P-)-  —  [Ouvrage  posthume].  Notices  historiques  et 
biographiques  sur  l'étude  des  Sciences  physico-rnathémaliques 
pures  et  appliquées  dans  la  ville  et  la  province  de  Modène  (i  i- 

35). 

Tome  IV,  1902. 
Pantanelli  (D.).  — Ecoulement  de  l'eau  à  travers  les  sable    (329- 

346). 


si 
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Tome  V,  igo5. 


Pantanelli  {O-)-  —  Sur  la  marche  des  eaux  souterraines  dans 
les  environs  de  Modène  (45-97,  cinq  planches). 

Malagoli  (/?.).  —  Composilion  parallèle  du  mouvement  vibra- 
toire avec  le  mouvement  progressif,  appliquée  à  l'examen  des 
corps  sonores  (i4i-i4^j  iinc  planche). 

Chizzonl  {F.).  —  Nombre  des  points  doubles  d'une  surface 
réglée  de  l'espace  à  quatre  dimensions  (2-3-2-'-). 

Chizzonl  (F.).  —  Sur  les  espaces  linéaires  contenus  dans  une 
variété  algébrique  à  plusieurs  dimensions  (2-()-28i). 

Nicoli  (F.).  —  Sur  les  espaces  linéaires  à  trois  dimensions  consi- 
dérés dans  notre  espace.  3''  et  4^  Partie  (283-3oi,  une  planche). 

Tome  Vil,  1908. 

Pirondinl  (G.),  —  Sur  une  nouvelle  méthode  pour  étudier  les 
lignes  tracées  sur  une  surface,  avec  une  extension  aux  lignes 
de  l'hyperespace  (49-75). 

Pirondini  (G.).  —  Une  transformation  géométrique  spéciale  dans 
le  plan  avec  applications  (io3-i23). 

Bortolotti  (F.).  —  Convergence  d'algorithmes  infinis  (i35-235). 

Mémoire  de  la  Section  de  Lcllres. 

Bortolotti  (F,).  —  Sur  la  résolvante  de  Malfalti.  Correspondance 
inédite  de  P.  Paoli  et  P.  Ruffini  (77-97). 

Tome  VIII,  1909,  et  Appendice. 

Bortolotti  (F.).  —  IVotice  nécrologique  sur  R.  C^esàro  (^^^--82, 
avec  la  liste  de  ses  128  travaux). 

Bortolotti  i^F .).  —  Sur  le  quotient  des  fonctions  monotones  (83- 
89). 

thill.  (les  Sciences  niallicm.,    >*  scrio,  t.   \1^.  (  l'cvricr   itjiit.)  R.2 
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Amaldi  (U.).  —  Sur  une  classe  particulière  de  groupes  continus 
infinis  de  transformations  de  contact  de  l'espace  (91-97)- 

Appendice. 

Sforza  (G.).   —  Recherches  d'exlcnsimétrie  difi'érenlielle    dans 
les  espaces  métiico-projeclifs  (21-40). 

Sjorza  (G.).   —   Recherches  d'exlcnsimétrie  intégrale    dans   les 
espaces  métrico-projectifs  (4i-()6). 

Nirolis  (U.).  —  Sur  le  cercle  méridien  de  rOhservaloire  de 
Madère  (73-83). 

Sforza  {G.).  —  Mise  au  courant  du  Mémoire  en  deux  Notes 
«  Recherches  d'extensimétrie,  etc.  »  (i  1  •7-120). 

Tome  IX,  1910. 

Appendice. 

Mémoires  et  Notes  d'auteurs  n'appartenant  pas  à  l'Académie. 

Amaldi  (7.).  —  Sur  le  quadrangle  plan  (21  1-22  i). 

Tome  X,  1"  Partie,  1912. 

Amaldi  (U.)-  —  Les  groupes  continus  infinis  de  transformations 
ponctuelles  de  l'espace  à  trois  dimensions  (277-349). 

Tome  X,  -i''  Partie,  1913. 

Amaldi  {U.).  —  Les  groupes  continus  infinis  de  transformations 
ponctuelles  de  l'espace  à  trois  dimensions.    2^  Partie  (3-345). 

Del  Re  (a/.).  —  Sur  les  réseaux  de  courhes  algébriques  à  inter- 
sections variables  alignées,  et  sur  les  systèmes  linéaires  00^  de 
surfaces  algébriques  à  intersections  variables  coplanaires  (390- 

406). 

Tome  XI,  1914. 

Ovio  (G.).  —  La  formule  du  grossissement  donné  par  l'ouverture 
sténopéique  (3-3()). 
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Ovio  (G.).  —  Sur  la  projection  des  images  (^--^G). 

Oi^io  {G.).  —  Sur  l'angle  de  vision  (•^7-70).' 

Ovio  (G.).  --  Le  mécanisme  de  la  vision  pcrspeclive  (71-157). 

Mémoires  de  la  Section  de  Lettres. 

Boi'tolotti  [E .).  —  Commémoration  de  V.  Cerruli  (3- 10). 
Bonacini  {Gi).  —  Commémoration  de  G.  Scliiaparelli  (27-41)- 

S.    RlIVDI. 


JOURNAL  FUR  DIE  REINE  UND  ANGEWANDTE  MATHEMATIK  (i  >. 

Tome  CXLIV,    1914. 

Steinitz  {E.).  —  Séries  non  absolument  convergentes  et  sys- 
tèmes con\exes  (suite)  (i  -4o). 

(Voir  l'analyse  de  la  première  Tarlie,  Bulletin,  l.  \\\L\,  p.  if)^-io7.) 

V.  Syslèincs  de  rayons  convexes. 

L'auteur  entend  indillereniinent  sous  le  nom  de  système  de  rayons  soit  un 
système  de  demi-droites  ayant  toutes  même  origine,  soit  l'ensemble  des  points 
de  ces  demi-droites. 

17.  Systèmes  de  rayons. —  Si  V  est  un  enseniblc  de  points  absolument  borne 
et  fermé,  w  un  point  n'appartenant  pas  à  T,  le  plus  petit  système  de  rayons 
d'origine  (o  et  contenant  "les  points  de  F  est  ferme. 

18.  Systèmes  de  /ayons  de  dij)érentes  dimensions.  11  peut  arri\er  qu'un 
ensemble  de  points  donné  puisse  être,  de  plusieurs  manières  dillérentes,  regarde 
comme  un  système  de  rayons.  Les  différentes  origines  correspondantes  forment 
alors  une  uiultiplicilè  linéaire,  qu'on  appelle  Vori^inc  totale  de  rcnsemhle. 
FjC  système  de  rayons  ordinaires  a  pour  origine  totale  un  point  (  dimension 
/.èro). 

Si  r  est  un  ensemble  de  points  fermé  et  absolument  l)t)rnc,  A  nue  iiuill  ipluitc 
linéaire  ne  contenant  aucun  point  de  !',  le  plus  petit  système  de  rayons  d'ori- 
gine totale  A  et  contenant  I'  est  fermé. 

19.  Systèmes  de  rayons  conve.res.  —  Si   A  est  un  ensemble   de    points  con 
vexe,  le  plus  petit  système  de  rayons  d'origine  <o  contenant   ^  est  aussi  convexe. 
Si  (.)  est  l'origine  des  coordonnées,  ce  plus  petit  système  de  rayons  est  formé  des 

(')  Voir  /iull.  des  Se.  math.,  I.   \\\l\,.  p.  .,.S-i:!i. 
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points  qui  résullent  de  la  composilion  d'un  nombre  fini  de  points  de  A  alTeclés 
de  coefficients  positifsi. 

'20.  Systèmes  de  rayons  omnifronts.—  Un  système  de  rayons  tolalenient  non 
borné  est  aussi  appelé  o//?/j(//'o/?^  (allseilig)  :  si  par  son  origine  w  on  mène  un 
plan  quelconque  A,  de  chaque  cùlé  de  A  il  existe  au  moins  un  rayon  dusysièmr. 
Le  système  omnifront  est  dïi  i?réductiùle  s'il  cesse  d'èlre  omnifront  parla  perle 
d'un  quelconque  de  ses  rayons. 

Pour  qu'un  système  de  rayons  d'origine  0  soit  omnifront,  il  faut  et  il  suffit 
qu'on  puisse  trouver  dans  ce  système  un  nombre  fini  de  rayons 

a,,     a,,      .  . . ,     a,,, 

parmi  lesquels  n  linéairement  indépendants,  et  entre  lesquels  existe  une  rela- 
tion à  coefficients  tous  positifs.  Le  nombre  m  peut  toujours  être  supposé  au 
plus  égal  à  2n. 

Tout  système  de  rayons  omnifront  contient  au  moins  un  système  irréduc- 
tible, formé  au  moins  de  n-hi  et  au  plus  de  2/i  rayons.  Il  existe  des  systèmes 
omnifronts  irréductibles  de  n  h- i  rayons  et  aussi  de  ^n  rayons.  Si  un  système 
omnifront  ne  contient  aucun  système  partiel  omnifront  irréductible  de  moins 
de  2n  rayons,  il  est  formé  de  n  couples  de  rayons  opposés. 

21.  Systèmes  de  rayons  relatiKcment  omnifronts.  —  Un  système  de  rayons 
d'origine  (o  est  dit  relativement  omnifront  s'il  existe  au  moins  une  multiplicité 
linéaire  A  passant  par  w  telle  qu'il  existe  au  moins  un  rayon  du  système  de  chaque 
côté  de  tout  plan  passant  par  w,  mais  ne  contenant  pas  A. 

Pour  qu'un  système  de  rayons  d'origine  O  soit  relativement  omnifront,  il  faut 
et  il  suffit  qu'il  contienne  un  système  fini  de  rayons 

3c, ,     a^,      ....     oc^,, 

cnlre  lesquels  existe  une  relation  à  coefficients  tous  positifs. 

Un  système  de  rayons  relativement  omnifront  ne  possède  aucun  plan  d'appui 
ne  contenant  aucun  rayon.  La  réciproque  est  vraie  pour  les  systèmes  de  rayons 
fermés. 

Le  plus  petit  ensemble  de  points  convexe  A  contenant  un  ensemble  de  points 
donné  A  est  formé  des  points  de  A  et  des  points  to  tels  que  le  plus  petit  système 
de  rayons  d'origine  w  contenant  A  soit  relativement  omnifront.  Si  A  est  fermé 
et  absolument  borné,  A  est  fermé;  il  en  est  de  même  si  A  est  un  système  de 
rayons  fermé  et  non  relativement  omnifront. 

22.  Séries  de  divergence  décisive.  —  L'auteur  revient  à  la  considération  des 
séries  et  commence  par  poser  quelques  définitions. 

Deux  séries  A  et  B  sont  dites  équivalentes  si  la  série  obtenue  en  les  retran- 
chant terme  à  terme  est  convergente;  l'équivalence  est  propre  si  la  convergence 
est  absolue. 

Une  série  à  termes  réels  C  est  dite  diverger  decisivement  vers  4- co  si  elle 
est  équivalente  (proprement  ou  improprement)  à  une  série  divergente  à  termes 
positifs. 

Une  série  V  a  termes  complexes  est  dite  decisivement  divergente  dans  la 
direction  a  si  elle  est  équivalente  à  une  série  de  la  forme  Cot,  oii  C  diverge 
decisivement    vers    -h  œ.    (Rappelons    que  la   multiplication   de  deux  nombres 
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complexes  est    ici    une  multiplication   géométrique  ou    intérieure  au    sens  de 
Grassmann  ). 

Pour  que  F  diverge  décisiveiiient  dans  la  direction  a,  il  faut  et  il  suflil  (jue 
la  série  réelle  Ta  diverge  décisivement  vers  +  oc  et  que  la  série  T —  (lot)  a  «oit 
convergente. 

Ti.  Entrelacement  de  séries.  —  Une  sorie  G  peut,  de  différentes  manières, 
être  formée  de  tous  les  termes  de  deux  séries  A  et  B,  sans  omission  ni  répé- 
tition. On  dira  que  G  résulte  de  l'entrelacement  de  A  et  de  B  si,  en  effaçant 
dans  G  tous  les  termes  de  l'une  quelconque  de  ces  deux  séries,  les  termes  restants 
forment  les  termes  de  l'autre  série  dans  le  même  ordre. 

Dans  ce  qui  suit,  l'auteur  ne  considère  que  des  séries  dont  le  terme  général 
tend  vers  zéro. 

Si  A,  B,  G  sont  des  séries  à  termes  réels  dont  les  termes  généraux  tendent 
vers  zéro,  la  série  A  divergeant  décisivement  vers  +  oc,  la  série  !i  divergeant 
décisivement  vers  — oc,  on  peut,  p;ir  enlrclacement  de  ces  trois  séries,  en 
former  une  quatrième  convergente  et  de  somme  donnée  arbitrairement  à 
l'avance. 

Si  les  séries  A,,  ...,Aj,  dont  les  termes  généiaux  tendent  vers  zéro,  divergent 
décisivement  respectivement  dans  les  directions  a,.  ...,  aj.  et  si  la  direction  y 
résulte  de  la  composition  des  directions  a,,  ...,  a^  allectées  de  coeflicienls 
positifs,  on  peut,  par  entrelacement  des  séries  données,  foiiner  une  nouvelle 
série  qui  diverge  décisivement  dans  la  direction  y. 

24.  Hayons  principaux  d'un  ensemble  de  nomb/es.  —  Gonsidérons  un 
ensemble  élémentaire  dénombrable  T  de  nombres  complexes.  La  direction  a  est 
dite  principale  pour  cet  ensemble  si,  quelque  petit  que  soit  l'angle  e,  la  somme 
des  valeurs  absolues  de  ceux  des  nombres  de  V,  qui  font  avec  a  un  angle  infé- 
rieur à  s,  est  infinie. 

Si  un  système  de  rayons  fermé  A  d'origine  O  ne  contient  aucun  rayon  prin- 
cipal de  l'ensemble  F,  la  somme  des  valeurs  absolues  de  ceux  des  nombres  de  F 
qui  appartiennent  à  A  est  finie. 

f/auteur  désigne  par  g{oL)  la  borne  supérieure  des  angles  x  compris  entre  O 
et  7:  et  tels  que  la  somme  des  nombres  de  V  faisant  avec  a  un  angle  inférieur 
à  X  soit  finie.  Pour  un  rayon  principal,  g  (  ol)  est  nul. 

Si  g{ix)  est  inférieur  à  — .  la    somme    de    ceux    des    nombres  de    l'ensemble 

réel  Fa  qui  sont  positifs  est  finie  :   la  direction  a  est  ilile  direction  de   con\'er- 

gence.    Si  ^(a)  est  supérieur  à  -,  celte  même  somme  est  i'ifinic  :  la  direction  a 

est  dite  direction  de  divergence. 

Pour  que  les  séries  formées  des  éléments  de  F  di\eigent  ali>olument  et  déci- 
sivement dans  la  direction  a,  il  faut  et  il  suffit  (|ne  les  rayons  de  convergence 
de  F  constituent  le  demi-espace  a^  ^  o.  Ou  encoïc,  il  faut  et  il  suffit  (]uc  a  soit 
seule  direction  principale  :  toutes  les  directions  rectangulaires  à  a  sont  alors 
des  directions  de  convergence. 

Pour  que  a  soit  direction  principale  de  F,  il  faut  et  il  suffit  qu'il  existe  un 
système  ponctuel  de  F  dont  les  éléments  soient  les  termes  d'une  série  divergeant 
absolument  et  décisivement  dans  la  direction  a.  Parmi  ces  systèmes  partiels,  il 
y  en  a  toujours  <|ui  sont  tels  (ju'en  les  enlevant  de  F,  le  syslèn>e  restant  F, 
admette  les  mêmes  layons  principaux  et  les  mêmes  rayons  de  divergence 
que  F. 
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25.  Deuxième  démonstration  d'un  théorvme  précédent.  —  Ce  théorème  est 
le  suivant  : 

Si  le  aysième  élémentaire  dénombrable  F  ne  possède  que  des  directions  de 
divergence,  on  peut,  au  moyen  de  ses  éléments,  former  une  série  conver- 
gente de  somme  arbitrairement  donnée  à  Vacance. 

Dans  le  cas  de  ;?  =  i,  ce  théorème  est  le  théorème  classique  de  Riemann  sur 
les  séries  à  termes  réels  non  absolument  convergentes.  L'auteur  le  démontre 
par  voie  de  récurrence,  et  en  s'appuyant  sur  ce  que  le  S3'^stème  A  des  rayons 
principaux  de  Y  est  relativement  oninifront. 

L'auteur  fait  suivre  la  démonstration  de  considérations  critiques  sur  le 
Mémoire  de  P.  Lévy,  qui  a  été  l'origine  de  ses  propres  recherciies. 

(  A  suivre.) 

BôcJier  {_Ma.icime).  —  Sur  le  pliénomène  de  Gibbs  (4i-47)- 

Dans  une  lettre  au  journal  anglais  Nature  (t.  LL\.  1899,  p.  f)o6),.l.  Willard 
Gibbs  a  fait  une  remarque  brève,  mais  importante,  sur  la  manière  dont  la  série 
de  Fourier 

^.' {x)  —  sinx  H ixaix  -4-  -^  sin  3.r  +.  . . 

se  comporte  au  voisinage  des  points  de  discontinuité  de  ^F(^).  L'auteur  a 
développé  l'idée  de  Gibbs  dans  un  Mémoire  inséré  dans  les  Annals  of  Matlie- 
matics,  2"  série,  t.  VII,  1906,  p.  Si-iS?.  Le  pliénomène  de  Gibbs,  comme  il  l'a 
montré,  s'étend  à  toute  fonction  réelle  f{x),  admettant  un  point  de  disconti- 
nuité a,  telle  qu'en  ajoutant  à  la  fonction  d'un  côté  de  a  une  constante  convena- 
blement choisie,  on  obtienne  une  fonction  dont  le  développement  en  série  de 
Fourier  converge  uniformément  au  voisinage  de  a.  La  fonction  f{x)  a  alors 
au  voisinage  de  a  deux  limites /(a  —  o)  et  /(a  +  o)  dont  la  différence  est  le 
saut  de  la  fonction  en  oc.  Si  alors  S„(a7)  désigne  la  somme  des  /? -t- i  premiers 
termes  du  développement  de  f{x),  la  courbe  j' —  S„(x),  pour  de  grandes 
valeurs  de  n,  passe  très  près  du  point 

X  =  a,  r  =  ^[/(oc  +  o) +/(a  — o)], 

au  voisinage  de  ce  point,  elle  oscille  d'une  manière  abrupte  au-dessus  et  au- 
dessous  de  la  courbe  y  =  f  (x).  Le  plus  haut  (ou  le  plus  bas)  point  de  la  k'^""' 
sinuosité  correspond  approximativement  à  l'abscisse 

2  /,  Il 


2/i  +  1 

DP 


et  la  hauteur  correspondante  est  approximativement  -^,011  D  désigne  le  saut 

et  où  l'on  a  posé 

T.     ,     r^^sin^    , 
P.  =  -  —  / dx. 

2         /„  X 


Certains  résultatsobtenus  depuis  par  d'autres  auteurs,  en  particulier  Gron^vall 
{Math.  .4nn.,  t.  LXMI,  1912,  p.  221)    et    l'ejér  {Journal  de  Crelle.,  t.  CXLII, 
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igiS,  p.  i65),  se  déduisent  immédiatement  de  ceux  obtenus  par  l'auteur  lui- 
même.  En  particulier,  Fejér  a  indiqué  une  formule  pour  obtenir  le  saut  dune 
fonction  d'après  sa  série  de  Fourier.  Cette  formule  est  un  cas  particulier  d'une 
formule  plus  générale  qui  résulte  immédiatement  du  Mémoire  de  l'auteur:  c'est 
la  suivante  : 

D  =  ^^-— -  lim   rs„('a  +  — \-S,Ya-  —)]  , 

71-2  h{c)n=^l      \  fin)  \         qj\ 

où  q^,  ^2,  ...  sont  des  constantes  positives  augmentant  indéfiniment  de 
manière  que 

iim  (  —  )— ^  (c  >  0  ou  c  =  +  oo)  ; 

F  (a:)  désigne  la  fonclion 

La  formule  de  Fejér  s'obtient  en  prenant  ^   =  -  ,  où    sr  désigne   une   racine 
de  l'équation  F  {x)  ~  o. 

Fejér  [Léopold).  —  Sur  les  séries  trigonométricjues  conjuguées 

(48-56). 

Étant  donnée  une  série  trigonométrique 

(i)  «0  H-  /_  (<2,,  cosv6  4-  b^  sinv6), 

V  =1 

la  série  trigonométrique 


[i)  ^  +  X,  (~  ^v  cosvO  -f-  a ^  sin vf>), 


V=:l 


où  C  est  une  constante  arbitraire,  est  dite  conjuguée  de  la  première.  Les  deux 
séries  conjuguées  sont  respectivement  les  parties  réelle  et  imaginaire  de  la 
série  de  puissances 

oc 

a^  -t-  ic  +  N    (  «V  —  ''^v  )-■''  {z  ~  e'^). 

Si  l'on  désigne  par  s„  (  0  )  et  (i„(6)  les  sommes  des  //    ri  premiers  termes  des 
séries  (i)  et  {■>.),  par  ^L   (0)  et   \     (0)  les  moyennes  ariilimetiques 

^o(Q)+^.(9)-l-...4-.y„(e)     ^^      io(9)H-CT,(e)+...-+-a„(0) 
/i  -t-  1  /^  -f- 1 

on  démonlie  facilement  les  formules  importantes 
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L'auteur  tire  de  ces  formules  des  conséquences  intéressantes  relativement  au 
problème  suivant  : 

La  série  (i)  étaiU  supposée  uniformément  convergente  dans  l'inter- 
valle G  ^  6  ^  2-:r,  que  peut-on  en  déduire  sur  la  convergence  de  la  série  (  2  )  ? 

Un  théorème  de  S.  Bernstein  conduit  d'abord  au 

Théorkme  I.  —  Si  la  série  (i)  converge  uniformément  clans  l'inter- 
valle  o  ^  6  ;i  2  TT,  la  différence  V    (  6  )  —  C7„  (  6  )  tend  vers  zéro. 

De  là  résultent  immédiatement  les 

TiiKoRKMES  II  ET  III.  —  Si  la  série  (i)  converge  uîiiformément  dans  l'inter- 
valle 0-6  ;^  2  71,  la  série  conjuguée  converge  partout  où  elle  est  sommable ; 
elle  converge  uniformément  dans  V intervalle  o  ^  6  ^  211  si  elle  est  sommable 
uniformément  dans  cet  intervalle. 

Le  dernier  théorème  peut  s'appliquer  au  cas  où  les  deux  séries  conjuguées 
sont  les  séries  de  Fourier  d'une  fonction  partout  continue  de  6,  et  l'auteur 
arrive  ainsi  au 

Théorème  IV.  —  Si  la  série  de  puissances 

f{z)=  Co+C,^+...+  C„Z"-h... 

est  convergente  pour  |  ;;  |  <  i  et  si  sa  somme  pour  x;  <  i  est  continue 
pour  |2|^i,  la  convergence  uniforme  de  sa  partie  réelle  pour  [  ;3  |  =  i 
entraine  la  convergence  uniforme  de  sa  partie  imaginaire,  et  récipro- 
quement. 

Lorsque  aucune  ties  parties,  réelle  ou  imaginaire,  n'est  uniformément  conver- 
gente, elles  peuvent  présenter  différentes  sortes  de  singularités.  Si  l'une  de  ces 
parties  est  convergente^  elle  présente  nécessairement  la  singularité  de 
Lebesgue  (convergence  non  uniforme)  dans  le  cas  où  Vautre  partie  présente 
la  singularité  de  du  Bois-Reymond  (divergence  en  un  point). 

Enfin,  le  problème  proposé  au  début  admet  la  solution  suivante  : 

Théorème  VI.  —  Si  la  série  (i)  est  absolument  convergente  dans  Vinter- 
valle  o  ^  6  i£  211,  la  série  conjuguée  est  presque  partout  convergente  dans  le 
même  intervalle. 

Hensel  (K-).  — Sur  les  fondements  d'une  nouvelle  théorie  des 
corps  de  nombres  quadratiques  (57-70). 

Dans  la  préface  de  sa  Zahlentheorie  (  Berlin,  igi.)  ),  l'auteur  a  fait  remarquer 
que  l'étude  faite  dans  cet  Ouvrage  des  anneaux  de  nombres  ^-adiques  et  de 
leur  réduction  à  des  corps  de  nombres  était  le  seul  problème  qui  se  présentât 
dans  la  théorie  des  nombres,  non  seulement  rationnels,  mais  encore  algé- 
briques. Dans  cet  Article,  l'auteur  s'occupe  du  cas  le  plus  simple  des  nombres 
algébriques,  à  savoir  les  corps  de  nombres  quadratiques. 
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1.  Étude  des  nombres  de  K  (S)  pour  le  domaine  de  g.  L'anneau  R(^,  o) 
des  nombres  g-adiques  et  sa  décomposition  complète  en  corps  de  nombres. — 
Soit  D  un  entier  quelconque  ne  contenant  aucun  diviseur  carré.  A  cet  entier 
correspond  un  corps  algébrique  quadratique,  dont  tous  les  nombres  entiers  sont 
de  la  forme  a  +  6S,  oîi  a  et  6  sont  des  nombres  entiers  naturels  quelconques  et 

où  ^  =  yD  ou  -^^j  suivant  que  D  —  l\n-\-\>,  ':>  ou  D  =  4^  -l-  '•  Le  discri- 
minant A  du  corps  est  dans  les  premiers  cas  4D,  dans  le  dernier  D.  Les  divi- 
seurs du  discriminant  sont  les  facteurs  premiers  qui  entrent  dans  A. 

Si  g  désigne  un  nombre  entier  naturel,  tout  nombre  entier  a  du  corps  peut 
se  mettre  sous  la  forme 

a  =  a^-h  a,  0-+  a._,^^+.  .  .4-  a^g-?+  (x'<i+'^) gV\ 

où  a„,  a,,  ...,  a^  sont  réduits  (c'est-à-dire  que  leurs  coefficients  a-,  Z;,  sont  pris 
dans  la  suite  o,  i,  ...,  g  —  i)  et  où  ot^?^')  est  un  nombre  entier  du  corps.  On 
est  ainsi  conduit  à  introduire  les  nombres  algébriques  g-adiques  définis  par 
des  séries 

où  a  ,  a     ,,   ...  sont  des  nombres  entiers  algébriques  réduits  quelconques. 

La  théorie  de  ces  nombres  algébriques  ^-adiques  est  tout  à  fait  analogue  à 
celle   des    nombres    rationnels  ^-adiques;    du    reste,   tout    nombre    algébrique 

^-adique  est  de  la  forme 

a  -\-  bù.^ 

où  a  et  6  sont  deux  nombres  rationnels  g'-adiques. 

L'ensemble  des  nombres  algébriques  o-_adiques  forme  un  anneau  R(^,  5), 
car  la  somme,  la  différence  et  le  produit  de  deux  de  ces  nombres  est  encore  un 
nombre  algébrique  ^-adique. 

Si  g  est  décomposable  en  un  produit  de  facteurs  premiers  différents  />,  ^,  ...,  /•, 
tout  nombre  algébrique  g'-adique  peut  se  mettre  d'une  manière  et  d'une   seule 

sous  la  forme 

a  =  a,+  a,+.  .  •+  a.  {g), 

où  le  nombre  ^-adique  a  ,  par  exemple,  est  déterminé  par  les  équations 

a,,=  2c(/?),         a^=o(7),         ...,         a^,=  o(r). 

Il  résulte  de  là  que  l'étude  des  anneaux  \\{g,l)  se  ramène  à  celle  des 
anneaux  H(/?,  S),  où  /?  est  premier, 

Tandis  que  les  nombres  rationnels  /;-adi(iues  forment  toujours  un  corps,  la 
division  étant  toujours  possible,  il  n'en  est  pas  toujours  de  même  pour  les 
nombres  algébriques  /sadiques.  Cela  dépend  de  la  réductibilitè  du  poly- 
nôme a?-—  D  dans  le  domaine  des  nombres  rationnels /?-adiques.  5/ et' />o/(//()/>/i' 

est  irréductible,  c'esl-h-dire  ^i   l—j  —  -\,  l'anneau    K(/>,  o)   est   un   corps. 

Si  le  polynôme  est  réductible, 


x""  —  \^  =  {X  —  d)  {X  +  d), 
/l) 

7^. 


c'est-à-dire    si  /  — )  — +  i,  ranneuu  n'est  pas  un  corps. 


>G  SECONDE   PARTIE. 

Si  (—  I  =  — I,  l'auteur  fait  correspondre  au  nombre  premier  p  une  posi- 
tion |j,  et  convient  de  dire  que  a  =  a  est  la  valeur  de  a  pour  la  position  p.  Le 
corps  H  (y>,  2)  est  aussi  désigné  par  K  (p). 

Si  /— I  =H-i,  et  si  1)  z=  d- (p),  l'auteur  fait  correspondre  à  y?  deux  positions 
p  et  p'  et  convient  de  dire  que 

a  =  a  -I-  bel,  a'  =  a  —  bel 

sont  les  valeurs  respectives  de  ol  —  a  -\-  bo  pour  les  positions  p  et  p'  : 

a  =  a   (p),         a  =  a'   (p'), 

Les  nombres  rationnels />-adiques  qui  sont  les  valeurs  des  différents  nombres 
algébriques /?-adiques  pour  la  position  p,  forment  un  corps  K(p).Tout  nombre 
algébrique />-adique  peut  être  mis  sous  la  forme 

a  =  ap+  ap'   (p), 

où  ap  et  «p    sont  deux  nombres  algébriques   /^-adiques,  définis  d'une  manière 
unique  par  les  conditions 

«p  =  a  (p),         ap  =  o  (p'); 
<x^'r=  o   (p),         ap'=  a  (p'). 
On  a  d'ailleurs 

a,.  =  (a  -\-  bel)  7—  )  an'  =  ( «  —  bel) -j—  • 

9       ^  '     2el  V        ^  icl 

Une  décomposition  analogue  est  possible  si  ^  est  un  entier  quelconque,  de 
sorte  que  l'étude  du  corps  K  (o)  pour  le  domaine  d'un  entier  quelconque  g  est 
ramenée  à  l'étude  de  ces  nombres  pour  une  position  déterminée  p. 

2.  Ktueie  eles  nombres  ei'un  corps  pour  le  domeiine  el' une  position  p.  —  On 
convient  de  dire  que  la  position  p  qui  correspond  au  nombre  premier  réel  p  est 

du  premier  ou  du  second  ordre,  suivant  que  /— )  est    égal   à  +i    ou   à--i.  Le 

corps    K(p)    est    alors    du    premier    ou    du    second    degré    par    rapport     au 
corps  K  (/?). 

Le  nombre  a  sera  dit  entier  pour  la  position  p  si  les  coefficients  de  l'équation, 
irréductible  dans  K  (/>),  à  laquelle  satisfait  a,  sont  des  nombres  entiers 
/>-adiques.  Si  p  est  du  second  oidre,  celte  équation 

x"^  —  ax  +  b  —  o 

est  du  second  degré,  et  il  suffit  que  b  soit  entier.  Ce  nombre 

^  1=  aa'  =  a-—  D6» 

est  dit  la  norme  de  a  pour  la  position  p;  dans  le  cas  où  p  est  du  premier  ordre, 
la  norme  de  a  est  simplement  la  valeur  a  -\-  bel  de  a  pour  la  position  p. 
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Pour  qu'un  nombre  a  soit  entier  pour  la  position  p,  il  faut  et  il  suffit  donc 
que  sa  norme  soit  entière. 

De  là  résultent  plusieurs  conséquences  importantes.  En  particulier,  de  deux 
nombres  a  et  p  l'un  au  moins  est  divisible  par  l'autre.  On  appelle  unité  s  un 
nombre  qui  est  entier  ainsi  que  son  inverse.  Tout  nombre  entier  est  divisible 
par  toute  unité.  La  somme,  la  différence  et  le  produit  de  deux  nombres  entiers 
sont  aussi  des  nombres  entiers. 

L'ensemble  des  nombres  entiers  pour  la  position  p  forme  donc  un  anneau. 
Ceux  de  ces  nombres  qui  ne  sont  pas  des  unités  ont  leur  norme  divisible  par /?  ; 
parmi  eux  il  y  en  a  au  moins  un,  soit  tc,  dont  la  norme  est  divisible  par  la 
plus  petite  puissance  de  p.  L'auteur  appelle  ce  nombre  -  nombre  premier 
pour  la  position  p.  Tout  nombre  entier  ou  fractionnaire  a  est.  d'une  manière  et 
d'une  seule,  l'édiictible  à  la  forme  e~'^  où  c  est  une  unité,  0  un  exposant  positif, 
nul  ou  négatif. 

II  est  facile  de  déterminer  le  nombre  premier  ■:r.  Si  d'abord  p  est  du  premier 
ordre,  il  est  évident  qu'on  peut  prendre  ^.^.p.  Si  p  est  du  second  ordre  et  que 

p  soit  un  diviseur  de  D,  on  peut  prendre  ir  =  6  =  y/i).  Si  />  =  2  et  D  =  4'^~t~  -^i  on 
peut  prendre  7:  =  !  —  0.  Dans  tous  les  autres  cas,  on  peut  prendre  —  — /?.  En 
résumé,  x  est  égal  à  p,  sauf  si  p  est  un  diviseur  du  discriminant. 

Le  nombre  de  tous  les  nombres  entiers  incongrus  module  tt  est  égal  à  la 
norme  de  z,  qu'on  désigne  par  «(p).  Un  système  de  n  (p)  nombres  incongrus 
entre  eux  s'appelle  un  système  de  no /libres  réduits. 

Tout  nombre  a  est  représentable  par  une  série 

a  =r  £('")X'' -(-£('•")-'•+'  +  ..  .     (p), 

OÙ  les  coefficients  sont  des  nombres  réduits  et  ï  un  exposant  positif,  nul  ou 
négatif  (  e^''^  5^  o).  L'indice  r  est  l'ordre  de  a. 

On  peut  dire  ainsi  qu'on  a  des  nombres  -K-adiques. 

Etant    donné    un    nombre    o-adique  quelconque,  la  connaissance  des  ordres 

/i, /i',  A-,  ...,   /    de  ce  nombre   aux    différentes  positions,  p,  p',  q.  .....  r  permet 

d'écrire  une  équivalence 

x  f^  p''  p'''  q^  . . .  v'  ; 

le  second  membre  de  cette  équivalence  est  ce  qu'on  appelle  un  diviseur. 


Perron  [OsLai').  —  Calcul  de   la  solution  de  réqualion  de  Pell 

Dans  le  Tome  C\LIII  de  ce  journal,    liemak  a    indiqué,    pour  la    plus  petite 
solution  positive  de  l'équation  de  Pell 

■T-  —   D  J>'-  =::   I  , 

les  limites  supérieures 

où  g  désigne  la  partie  entière  de   >  \/D. 

L'auteur  indique,  en    s'appiiNanI    sui-    la    lliéorie   des   fraçli(Ui>  oiilinues.  les 


iS  secondiî:  i»Airni{. 

limites  bien  meilleures  suivantes  : 

/  .)  ^,2fc(H-l)-.4  /2  \  2/>(t,H-l)-4 

où  6  désigne  la  partie  entière  de  ^/ï). 

ScJiur  (./.).  —  Deux  lliéorèmes  sur  1(3S   équations  algébriques 
dont  toutes  les  racines  sont  réelles  ('y 5-88). 

On  doit  à  E.  Malo  {Journal  de  Mathématiques  spéciales,  4"  série,  t.  IV, 
1890,  p.  7)  le  tiiéorème  suivant  : 

Si  les  racines  de  l'équation 

f{x)  =  «^  -f-  a, ^  -t- . . .  +  rt,„ x'"  —  o        (  «,„  =^  0 ) 
sont  toutes  nulles,  si  celles  de  l'équation 

g{x)  =  b,-{-  b,x  +...+  b,^x"=  o        (è,.#  o) 

sont  toutes  réelles  et  de  même  signe,  l'éqnation 

h{x)  =  a^b^-h  a^b^x  -\-. .  .-\-  a^bf.x^  =  o, 

oii  k  est  le  plus  petit  des  nombres  m  et  n,  a  aussi  toutes  ses  racines  réelles. 
Si  m^  n  et  si  a^^b^  ^  o,  ces  racines  sont  distinctes. 

On  peut  démontrer  un  théorème  analogue  (théorème  I),  mais  d'une  plus 
grande  portée,  en  remplaçant  dans  l'énoncé  précédent  Téquation  h  (x)  =  o  par 

l'équation 

a^b^,-h  il  a^biX  -h  2  !  a^b^x'^-h. .  .^  k  !  a^  b^  x^  —  o. 

L'auteur  énonce  et  démontre  en  outre  un  second  théorème  : 

Thkorkme  II.  —  Soit  f{x)  —  o  une  équation  de  degré  n  dont  toutes  les 
racines  sont  réelles,  soit  x^^  la  plus  grande  racine  de  cette  équation  et  :r„_^ 
la  plus  grande  racine  de  la  r'^"""^  équation  dérivée.  On  a  non  seulement, 
d'après  le  théorème  de  Bolle, 

mais  encore 

/y*      /r>  <r    nr*  /y»  "-^  *C    ■T'     "T* 

1.   L'auteur  démontre  d'abord  le  lemme  suivant  : 
Soit 

Co-\-  CjX -h.,  .-h  C,,X"=  o  (CflC^T^.  0): 

une  équation  à  racines  toutes  réelles,  et  soit  f  (x)  un  polynôme  quelconque 
à  racines  également  toutes  réelles.  L'équation 

V{x)^^  c,  f{  x)  -h  c  J"  {  x)  -\- .  . .+  c,,  f'"Hx)  =0 
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a  toutes  ses  racines  réelles  et   toute    racine    multiple  de   cette  équation  est 
racine  de  f  {x). 

La  démonstration  de  ce  théorème  se  ramène  facilement  au  cas  n  =  1,  et  dans 
ce  cas  c'est  une  conséquence  facile  du  tliéorème  de  Rolle. 

2.  L'auteur   arrive  à   la  démonstration  du  théorème  I;   des  considérations  de 
continuité  permettent  toujours  de  se  ramener  au  cas 

«gèj  -^  o,  m  £  n. 

Dans  ce  cas,  l'équation 

^ {X)  =  b,f{x)  +  b,z  f  {X)  -^. .  .-\-  b„^z'"  fi"^){x) 

I  !  ni\ 

a,  d'après  le  lemme  précédent,  toutes  ses  racines  nulles,  quel  que  soit  z.  Il  en 
résulte  que  la  suite  des  polynômes 

P„(^),     P,(3),     ...,     P,„(^) 

est  une  suite  de  Sturm  ;   le  théorème  de    Sturm    montre    alors    que   l'équation 
Po(^)  =  o  a  ses  racines  réelles  :  c'est  justement  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

La  démonstration  s'applique  encore  au  cas  où  n  ">  m,  où  l'équation  ^(a:)  =  o 
a  ses  racines  toutes  réelles,  et  où  b^,  ^,,  ...,  6,,,  sont  de  même  signe. 

3.  Le  théorème  de  Malo  résulte  du   théorème  précédent  en  remarquant  qu'en 
même  temps  que  l'équation 

a^-h  a^x  -{-. .  .-\-  a„^x"'=  o 
a  toutes  ses  racines  réelles,  il  en  est  de  même  de  l'équation 

a,  a  „ 

ao -f — \x  -{-. .  .-\ '-',  X'"  =  o. 

I  !  ml 

Le  théorème  peut  être  généralisé  à  plus  de  deux  équations. 

4.  L'auteur  démontre  ensuite   le  théorème  H  :    il   suffit   de    démontrer  l'iné- 
galité 

et  cela  dans  le  cas  particulier  où  l'on  a  x^,_^  =  o,  x,,—-  i. 

vSi   des    n — t  did'érences    x-^^ — x,,    deux    sont  égales  entre   ollo.    lonlos  les 
aiitres  sont  égales. 

5.  Le  théorème  II  admet  des  applications  intéressantes.  Ou  priil.  p.ir  rviinplc. 
en  déduire  l'existence  d'un  entier  /;?(i^m^n),  tel  qu'on  ait 

ni   ~  ni  -\-\  ~  '  '~    n 


I      ^     2     "^  •  •  •  ^     fji^ 

Voici  une  autre  conséquence  : 

Soit 

Pp 

h^ 
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une  suite  infinie  de  nombres  tels  que  chacune  des  équations 


(/l  =  l,2,  ...) 


ait  toutes  ses  racines  réelles  :  il  suffit  pour  cela  que  la  série  entière 


I  !  ^  ! 


soit  une  fonction  entière  rationnelle  ou  transcendante  de  la  forme 
W  {x)  =  e-  r^''+^-^-  n  (  iH-  5,  x  )  e- V, 

v=  1 

où  les  ô  sont  réels,  y  étant  positif  ou  nul.  Dans  ces  conditions,  si  x„  désigne  la 
plus  grande  racine  de  G„(^'),  la  dilïérence  x,,—  :r„  ,  tend  vers  une  limite), 
quand  n  augmente  indéfiniment,  et  )v  est  un  nombre  positif  égal  à  l'inverse  de 
la  plus  petite  racine  positive  de  W(x)  \\  est  nul  si  W{x)  n'a  pas  de  racine 
positive]. 

Pôlya  ((j .)  et  Schar  [J .).  —    Stir  deux  espèces  de  stiites  de 
facteurs  dans  la  théorie  des  équations  algébriques  (89-1  i3). 

Cet  Article  se  rattache  intimement  au  précédent,  dont  il  peut  être  considéré 
comme  une  suite. 

Les  suites  de  facteurs  dont  il  est  question  ont  déjà  été  considérées  par 
Laguerre  dans  de  nombreux  cas  particuliers.  Une  suite  de  facteurs  de  pre- 
tnière  espèce  est  une  suite  infinie  de  nombres  réels 

«0)      ^r      ••■'      «„.       ••• 
telle  que  si 

ff (1  +  «1  a:  -I- . .  .  +  a^,^  x"'  =  0 

est  une  équation  quelconque  à  racines  toutes  réelles,  l'équation 

x^a^-h  y.,a,x  -h...-h  a„.a,„x'"=  o 

est  également  à  racines  toutes  réelles.  Une  suite  de  facteurs  de  seconde 
espèce 

est  au  contraire  telle  que  si 

h(^-hb^x-h.    .-hb,„a:'"—o 

est  une  équation  quelconque  à  racines  toutes  réelles  et  de  même  signe, 
l'équation 

p,6o+P,Z>,.r+...H-[i,„^»^^"'=o 

a  toutes  ses  racines  réelles. 

L'auteur  indique  des  critères  simples,  nécessaires  et  suffisants,  pour  ces  deux 
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espèces  de  suites  de  facteurs.  Les  uns  sont  de  nature  algébrique,  les  autres  de 
nature  transcendante.  En  particulier,  la  recherche  des  suites  de  facteurs  est 
liée  à  la  recherche  de  certaines  fonctions  entières  de  nature  spéciale. 

1.  Propriétés  éiénienlaires  des  suites  de  facteurs.  —  Si,  dans  une  suite  de 
facteurs  de  première,  espèce  deux  termes  sont  nuls,  tous  les  termes  intermé- 
diaires sont  également  nuls;  la  suite  de  ceux  des  termes  qui  ne  sont  pas  nuls 
ne  présente  que  des  permanences  ou  ne  présente  que  des  variations. 

Si,  dans  une  suite  de  facteurs  de  seconde  espèce,  deux  termes  consécutifs  sont 
nuls,  tous  les  termes  précédents  ou  tous  les  termes  suivants  sont  nuls.  Deux 
termes  non  nuls  séparés  par  un  terme  nul  sont  de  signes  contraires. 

Deux  suites  de  facteurs  de  première  espèce  donnent,  par  multiplication,  une 
suite  de  facteurs  de  première  espèce.  Une  suite  de  première  espèce  et  une  suite 
de  seconde  espèce  donnent,  par  multiplication,  une  suite  de  seconde  espèce. 

Si  les  termes 

r„o,     T„P     ••••     T„v.     •••         (/i  =  i,  2,3,  ...) 

forment,  quel  que  soit  n,  une  suite  de  facteurs  de  première  (ou  de  deuxième) 
espèce,  et  si 

les  nombres 

T(M     Ti  '     •  •  •  >     Tv     •  •  • 

forment  une  suite  de  facteurs  de  première  (ou  de  deuxième)  espèce. 

2.  Sur  deux  classes  de  fonctions  entières  à  coefficients  réels.  —  L'auteur 
désigne  sous  le  nom  de  fonctions  entières  du  type  I  une  fonction 

f^  (  jT  )  =  a^  H 1-  ^  +  ~X'-\-... 

a  coefficients  réels  dont  la  décomposition  en  facteurs  primaires  soit  de  la 
forme 


•t>  (  j; )  =  TT  •^'^  ^^'^  I   I  (  '  +  Tv«2^  )j 


où 
Il  désigne  sous  le  nom  àe  fonction  entière  du  type  11  une  fomtion 

à  coeflicicnts  réels  dont    la    décomposition   en    fonctions    primaires    soil    de    la 
forme 


U'(a:)  =  •^a;'-c-ï'^'"^'--J[|( 


I  H-  6„.r)  c  V, 


3 

.  j.rjj-ï.t'io.t- 
Vzrl 
1 

Pour  qu'une  série   de   puissances    "l'',a)    a    ( ocllicienls   rools    rcproentc    une 
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fon<  lion  entière  du  type  I,  il  faut  et  il  suffit  qu'il  existe  une  suite  de  poly- 
nômes •I'„(.r)  à  racines  toutes  réelles  et  de  mètne  signe,  et  convergeant  unifor- 
mément vers  *I»(J7)  dans  un  cercle  |^|^p. 

Pour  qu'une  série  de  puissances  W  (x)  à  coefficients  réels  représente  une 
fonction  entière  du  type  II,  il  faut  et  il  suffit  qu'il  existe  une  suite  de  poly- 
nômes à  racines  toutes  réelles,  qui  convergent  uniformément  vers  W{.x)  dans 
le  cercle  |x|  ^  p. 

Le  premier  théorème  a  déjà  été  démontré  par  Laguerre,  mais  en  supposant 
que  la  convergence  de  <t>„(x)  vers  <^{x)  soit  uniforme  dans  tout  domaine 
borné. 

La  démonstration  donnée  entraîne  comme  conséquence  que  si  une  suite  de 
polynômes  Unix),  dont  toutes  les  racines  ont  les  parties  imaginaires  positives 
ou  nulles,  converge  uniformément,  pour  |x|ip,  vers  une  série  de  puis- 
sances Q.{x),  cette  série  représente  une  fonction  entière  de  genre  deux 
au  plus. 

3.  Critères  algébriques  pour  les  suites  de  facteurs.  —  Pour  qu'une  suite  de 
nombres  réels 

soit  une  suite  de  facteurs  de  première  espèce,  il  faut  et  il  suffit  que  chacune 
des  équations 

*o+  (       )^i-2^+(      ja^x^-}-.  .  .4- a„^"=  o  (  «  =  i,  2,  3,  .  .  .) 

ait  toutes  ses  racines  réelles  et  de  même  signe. 
Pour  qu'une  suite  de  nombres  réels 

Po>      Pp      Pp      ... 

soit  une  suite  de  facteurs  de  seconde  espèce,  il  faut  et  il  suffit  que  chacune  des 
équations 

?0+(    '[^^,X  +  ylyp-,^'  +  -  '  •+   ^n^"  =  ^  (/i   =   I,2,.3,    ...) 

ait  toutes  ses  racines  réelles. 

Dans  la  démonstration  de  ces  critères,  l'auteur  se  sert  de  la  loi  de  composition 
énoncée  dans  le  théorème  I  de  l'article  précédent. 

De  ces  théorèmes  résulte  une  nouvelle  loi  de  composition  plus  générale  que 
celle  de  Malo,  et  qui  est  la  suivante  : 

«  Etant  données  deux  équations 

/(  a:  )  =  ao -f- a,  X -t- . .  . -+- a,„  .2;'"  ^  o, 
g{x)  =  bç)-\-  b^x  -\-. . .+  b^,  X"  =  o, 

dont  les  racines  sont  toutes  réelles,  celles  de  la  seconde  étant  de  plus  de  même 
signe,  l'équation 
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où  k  est  le  plus  petit  des  entiers  m  et  n,  a  aussi  toutes  ses  racines  réelles  si 

^'"    TT'    T\'     '" 

est  une  suite  de  facteurs  de  première  espèce,  et  réciproquement.  » 

4.  Critères  transcendants  pour  les  suites  de  facteurs.  —  Pour  qu'une 
suite 

^07     ^U     ^-25     •  •  • 

soit  une  suite  de  facteurs  de  première  (ou  de  seconde)  espèce,  il  faut  et  il  suffit 
que  la  série  entière 

I  !  2  ! 

représente  une  fonction  entière  du  type  I  (ou  II). 

5.  Exemples.  —  La  fonction  entière  x'e'^  du  type  I,  où  /•  est  un  entier 
positif,  donne  une  suite  de  facteurs  de  première  espèce  évidente.   Les  fonctions 

entières  e  2  ^  cos^,  sin^,  donnent  des  suites  de  facteurs  de  secontic  espèce 
très  simples. 

Étant  donnée  une  suite  de  m  nombres  réels 

Tn      T'i»       •  •  •  '       Tm> 

si  l'on  veut  que  l'équation 

^.      .            ^     .             xg'{x)            x'^g"{x)                         X"'g''"''{x) 
G{x)  =  ff{x)+y,-^:^'  +  y,—^ — +.  ••+!,„ ^^^^,  =o 

ait  toutes  ses  racines  réelles,  quel  que  soit  le  polynôme  g{x)  à  racines  toutes 
réelles,  il  faut  et  il  suffit  qne  l'équation 

I  -{-  —,  X  -h  ^x--+-...-\-  -^ X'"  =  o 
I  !  2  1  ml 

ait  toutes  ses  racines  réelles  et  négatives.  Si  Ton  veut  que  la  propriété  do  G  (x) 
ait  lieu  simplement  lorsque  le  polynôme  g(x)  a  ses  racines  réelles  et  de  même 
signe,  il  faut  et  il  suffit  que  i'èciuation  précédeute  ait  toutes  ses  racines  réelles. 
De  là  résulte,  par  exemple,  que  les  nombres 

iH- V  H- V-,         i-i-av-(a<4)         ('^  =  o,  i,  _>,  3,  . . .) 

forment  deux  suites  de  facteurs  de  première  espèce  et  (jue  lo>  noinhres 

I  — 3vH-v'         (v  =  o,  1 ,  2,  3,  .  . .) 

forment  une  suite  de  facteurs  de  .seconde  espèce. 

6.  Applications  aux  fonctions  transcendantes  entières  de  genres  o  et  i.  — 
La  relation  des  fonctions  entières  des  types  1  et  11  avec  les  polygones  à  racines 
réelles  fournit  une  méthode  permettant  de  pénétrer  plus  prt)l\»ndemcnl  les  |)ro- 
priétés  de  ces  fonctions  entières.  Ou  peut  ainsi  démontrer  faciknicnl  ks  tlico- 
rèmes  suivants  : 

Bull,  des  Sciences  mathem.,  2"  série,  t.  XL.  (Mars  njiO.)  U.3 
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La  dérivée  d'une  fonction  entière  du  type  I  {ou  II)  est  encore  une  fonc- 

.1- 
tion  entière  du  même  type.  —  Ce  théorème,  appliqué  à  la  fonction  e      -  ,  nionlre 
iminédiatemeiit  la  propriété  des  racines  des  polynômes  d'Ilcimite. 

Les  coefficients  ^^  de  toute  fonctio.i   entière  du  type  11  satisfont  aux  iné- 
galités 

?v  -?._.?,.+,  ^o. 

Une  fonction  entière  du  type  11^  dont  les  coefficients  sont  tous  positifs  ou 
nuls,  est  une  fonction  du  type  I  de  la  forme 


V  -1 

Pour  quune  série  entière 


Y„+Ii.r+^x^ 


représente  une  fonction  entière  du  type  II  {ou  I),  il  faut  et   il  suffit  que 
chacune  des  équations 

yo.2;"+ r M Yi^"-' +  rMr-i •>«?""' +----^-T«=o        (/z  =  i,2,  ...) 

ait  ses  racines  toutes  réelles  {ou  réelles  et  de  même  signe). 
Si  les  deux  séries 

Pû+  77-2?+  h.^'^-" 

représentent,  la  première  une  fonction  entière  du  type  /,   la  deuxième  une 
fonction  entière  du  type  //,  la  série 

«o?o+  Yp-^  ^"l!    "^  "^••• 
représente  une  fonction  entière  du  type  IL 

Groinmer  (J-)-  —   Fonctions  transcendanles  entières  à  zéros 
tous  réels  (i  i4-i66). 

Ce  Mémoire  se  rattache  au  même  problème  que  les  deux  articles  pré- 
cédents; mais  le  point  de  vue  est  tout  diirérent.  On  sait  que,  pour  qu'un  poly- 
nôme 

g{z)  =l-\-c,z-h...-hc,^z- 
k  coefficients  réels  ait  toutes  ses  racines  réelles,  il  faut  et  il  suffit  que  les  déter- 
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minants 


A„  = 


(m  =  I,  2,  ..../O 


soient  tous  positifs,  ou  du  moins  que  les  v  premiers  d'entre  eux  soient  positifs, 
les  suivants  étant  nuls.  On  a  désigné  par  s_^  la  somme  des  puissances  sem- 
blables, d'exposant  — a,  des  racines  du  polynôme;  ces  quantités  sont  encore 
définies  par  la  formule 


=  s^,-\-  s.z  -\-  s_.z^-i- 


Cette  dernière  formule  définit  les  quantités  s_^  dans  le  cas  où  g{z)  est  une 
fonction  transcendante  entière;  dans  ce  cas,  que  signifie  le  fait  que  les  déter- 
minants A„,  sont  positifs?  Si  g{z)  est  de  genre  o  ou  i,  il  n'est  pas  difficile  de 
démontrer  directement  que,  si  les  zéros  de  g{z)  sont  tous  réels,  les  déter- 
minants Al,„  sont  positifs.  Le  résultat  principal  du  Mémoire  est  que,  sans  avoir 
à  faire  aucune  hypothèse  sur  le  genre  de  g{z),  le  fait  que  les  dëlernii- 
nanls  A,,^  sont  positif  s  entraine  la  réalité  des  zéros  de  g{z);  de  plus,  g{z) 
est  nécessairement  de  genre  o  ou  i,  à  un  facteur  près  de  la  forme  e-i'^',  ou 
p  est  positif. 

Pour  arriver  à  ce  résultat,  l'auteur  utilise  la  théorie  des  fractions  continues 
et  la  théorie  des  formes  quadratiques  à  une  infinité  de  variables. 

I.  Développements  formels.  —  Une  série  de  puissances 

•'-T  +  é  +  è+--     "«-»> 

donne  en  général  naissance  à  une  fraction  continue  de  la  forme 


X  +-«,-H 


1  -+-  a. 


c. 


A  -H  a. 


qui  détermine    à    son    tour  complètement  la  série  F.  Les  numérateurs  partiels 
c,,  c.^,  ...  sont  donnés  par  la  formule 

_  _  _  A„^i  A„_i 

où  l'on  a  posé 

t,       t.,    ...    t„ 


A_r= 


^,,-1      ^,.       ^•-       f-:.-. 


A„=I. 


Cette  formule  montre  que  le  développement  est  |)ossible  si  aucun  des  dcter 
minants  A„  n'est  nul.  On  a  de  plus 


a„  = 


"A  A    ' 
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où  Ion  a  posé 


A.  = 


''(1—2  ''71 


il- 


L'auteur  se  place  maitUenant  dans    le  cas   paiticuliei-    on    les    a„   sont   réels, 

les  c„  étant  réels  et  négatifs  {c„  =  —  bn)',  il  suppose  de  plus  /„=i.  Pour  (ju'il 

en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffit  que  les   déterminants    A„  soient    tous  positifs. 

P   Ck) 
Dans  ce  cas,  si  l'on  désigne  par      "  la  /i'^""  réduite  et  si  l'on  applique  l'algo- 

rithine  d'Euclide  à   la   recherche    du    plus   grand    commun    diviseur   des  poly- 
nômes P,i()k)  et  Q,i(X),  on  arrive  à  une  suite  de  polynômes 


Q„(>.),       QC_.(>^)  =  P,.(>.),       q;u(>o, 


0^">  —  I 


dont  le  terme  de  plus  haut  degré  a  pour  coefficient  i  et  qui  forme  une  suite 
de  Sturm.  Par  suite,  Q,i(X)  a  toutes  ses  racines  réelles  ainsi  que  P,i(>0  ^^  les 
racines  de  P«(>v)  séparent  celles  de  Q«()0- 

Réciproquement,  si  deux  polynômes   A"(>.),  li'k),  de  degrés    n  —  \    et   n,   ont 
toutes  leurs  racines  réelles,  et  si  les  racines  de  kÇk)  séparent  celles  de  /(>v),  la 

fraction  ■  est  développable   en   une  fraction    continue   à  numérateurs  tous 

négatifs.  Ou  encore  les  coefficients  i,  <„  t.^.,  ...  du  développement 


satisfont  aux  inégalités 

A..= 


/>(A) 


/, 

p 


il 
X3 


(l   =1,  2,    ...,  /l). 


Si  Ton  applique  le  résultat  précédent  à  la  fraction  * 


,  on  retrouve  la  con- 


dition  nécessaire  et  suffisante  de  réalité  des  racines  du  polynôme   g O^)  '•  c'est 
que  les  déterminants 


•^1 

5., 


(i    =1,    Lî,     ...,/l) 


soient  tous  positifs. 

Le  même  résultat,    appliqué   à    la    fraction 

I 


-■  V 


(^-) 


?(-) 


,  où  9(^  )  est  un  poly- 


nôme de  degré  n,  et  où  z  =  ■^j  donne  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 

A 

qu'un  polynôme  de  degré  n  ait  toutes  ses  racines  distinctes  et  positives   :  c'est 
que  les  déterminants 


As- 


soient tous  positifs. 


s..  S;, 


(i-i,2,  ...,  n) 
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Plus  généralement,  pour  qu'un  polynôme  réel  g  {'k)  de  degré  n  ait  toutes 

\    réelles    ) 
ses  racines  distinctes  et  .  .         ,  il  faut  et  il  suffit  que  les  déterminants 

[  positives  )        "^  jj     ^ 


ik) 


H  +  i-  i 


'k  +  i 


'A-+/-2 


Si. 


t+2t'-2 


{i  =z  I,  2,  ...,  n) 


soient  tous  positifs;  k  désigne  un  entier  quelconque  \  .  }  ,  et   g  (o)   e 

(  impair  ) 
supposé  différent  de  zéro. 


st 


îontinue  K()^)  =  K  f  -  j  ,  les  réduite 


II.  Convergence  de  la  fraction  continue  engendrée  par  une  série  de  puis- 
sances convergente.  —  Supposons  que  la  série  de  puissances 

f{z)  =  z---t,z''-+t,z'  +  ... 

soit  convergente  à   l'intérieur    d'un    cercle    K.    Si    elle    engendre    une   fraction 

P„(>v)    ,  ,        . 

s  — — r—  de   cette   traction   continue   con- 

vergent  unifornriément  vers/ (2)  à  l'intérieur  de  tout  cercle  intérieur  à  K. 

Ce  théorème  de  convergence  repose  au  fond  sur  la  propriété,  démontrée  par 
l'auteur,  que  les  inverses  des  racines  de  Q„()0  ne  sont  pas  intérieures  au 
cercle  K. 

III.  Représentation  de  la  fraction  continue  par  une  intégrale  définie.  — 
A  toute  fraction  continue  K()v),  à  numérateurs  partiels  négatifs,  l'auteur  fait 
correspondre,  avec  Stieltjes,  une  suite  de  fonctions  9,,  (  u)  d'une  variable  réelle  u. 
Si  l'on  pose 


(V;"<>.';'^<...<x;;"), 


les  résidus  M^/^'  sont  positifs.  On  pose  alors 


pour  u  <,  V"  , 


m;"'h-...  +  mj;" 

Cette  fonction  .p,i(w)  est  comprise  entre  o  et  i,  et  l'on  a 

) 


0..(X)       .1  \  —  u 


Cela  posé,  il  est  possible  de  choisir  une  suite  infinie  (rentiers  croissants 

telle  que  la  fonction       "''  tende    uniformément    vers    une    limite   diiiis    t<Mil 

domaine  G   du  plan  des  X.  à  abscisses  (inies.  et  adnieltant  une  distance  minima 
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positive  de  l'axe  réel;  cl  l'on  a  alors 

P-„.(>o      r^"^  dw{u 


ou 


dX{u) 


M*(  M  )  =  lim  sup  o,^   (m), 
X(  m)  =  lim  inf  c5„  (  u  ), 


^Hu)  = 


pW{u)  -h  qXjrj) 
p-h  q 


d^{u) 


{P  =  ^-  ^io^  y?  +  7>o). 


Le  choix  de  la  suite  des  indices  /?^  est  en  général  nécessaire;  par  exemple,  si 
l'on  suppose 

(c>i), 


(i..  =  o, 


bl  =  c" 


on  obtient  une  fraction  continue  dont   les  réduites  successives  divergent  sur 
l'axe  imaginaire. 
II  existe  cependant  un  cas  particulier  intéressant  dans  lequel  la  convergence 

uniforme  des  réduites  — ^ — : —  est  assurée  pour  n  =  oc  :  c'est  celui  où  la  conver- 

gence  a  lieu  pour  une  infinité  de  valeurs  de  X,  ayant  au  moins  un  point  limite 
non  réel;  la  convergence  uniforme  a  alors  lieu  dans  tout  domaine  fini  G  du  plan 
des  \  situé  à  une  dislance  minima  positive  de  l'axe  réel. 

IV.  Application  à  la   théorie  des  fonctions.  —  L'auteur  revient  à  une  série 
de  puissances 

f{z)  =  Z-htiZ^-htoZ^-h... 

qu'il  suppose  convergente  dans  un  cercle  de  rayon  R;  il  suppose  de  plus  les 
déterminants 

1         t,     t.         ...     /„.  , 


A   = 


t., 


(  n  =  K  2 ,    .  .  .  ) 


tous  positifs. 
Dans  ces  conditions,  la  fonction /(z)  engendre  une  fraction  continue  K(-) 

à   coefficients    réels  et    numérateurs   partiels   négatifs.   Cette  fraction  continue 
converge  nécessairement  à   l'intérieur  du  cercle  de  rayon  R,  et,  par  suite,  pour 

toute  valeur  non  réelle  de\—  —.  Comme  enfin  les  racines  X^"'  de  Q„()0  sont 


toutes  inférieures  ou  égales   à  —,  on  a 

R 


/,.,  =  K„0^/,     '^^ 


ormule  qui  montre  que,  pour  \  non  réel,  /(-)  est  fini  et  différent  de  zéro. 

L'auteur  suppose  alors  cjue  la  série  f{z)    est  élément   d'une  fonction  méro- 

morphe.  Les  pôles  a  (et  les  zéros)  de  cette  fonction  sont,  d'après  ce  qui  précède. 
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tous  réels.  L'étude  de  la  fonction  <!>(?/)  montre  que,  dans  l'intervalle  qui  sépare 
les  inverses  de  deux  pôles  consécutifs,  cette  fonction  est  constante.  L'auteur 
arrive  ainsi  à  la  formule 

/(^) ^-'-"{i)'-  V,       K,  /.        H 


=  —  <i*(o)H ^-^ —  _c-^>     '—  C^o,  — '>0 

Z    Z;  Â^i     Z    Zr  \  Z- 


f  (  ") 

On    arrive    ainsi    à    la    décomposition  de   la    fonction    - — —   en  éléments 

z 

simples  d'après  Mittag-Lejffler. 

Les  hypothèses  faites  sur  les  déterminants  A„  reviennent  à  supposer  que  les 
formes  quadratiques 


^    ^i+K^t-'^k 


i,  A-  =  0 

sont,  pour  chaque  valeur  de  n,  définies  et  positives. 

On  arrive  ainsi  au  théorème  suivant,  dans  l'énoncé  duquel  on  a  posé 

Une  fonction  méromorphe   réelle   r{z),  régulière  à   l'origine,  a  tous  ses 
pôles  et  tous  ses  zéros  réels  et  distincts,  si  la  forme  quadratique 

n 

/,  k  —  a 

est  définie  positive  pour  chaque  valeur  de  n.  La  fonction  r{z)  admet  alors 
un  développement  de  Mittag-Lefjler  sans  termes  complémentaires  assurant 
la  convergence,  avec  une  constante  additive  négative  ou  nulle.  Les  résidus 
sont  du  tnème  signe  que  les  pôles  correspondants.  En  particulier,  r{z)  est 
une  fonction  rationnelle  de  z  quand  les  formes  quadratiques 

n 

i,  A=() 

sont  simplement  semi-définies  positives  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  n. 
La  réciproque  de  ce  théorème  est  vraie. 

Le  cas  où  les  formes  quadratiques 

n 

i,  A  =  0 

sont  définies  positives,  m  désignant  un  entier  posilil  donné,  correspond  au 
développement 


H  -: 


m 


C  Z"'. 


40 


SECONDK   PARTIE 


Ces  théorèmes,  appliqués  à  la  rlérivée  logarithmique  d'une  fonction  entière, 
donnent  le  nouveau  théorème  suivant  : 

l^our  qu  une  fonction  entière  réelle  g{z)^  ne  s'annulant  pos  pour  z  =  o, 
ail  tous  ses  zéros  réels,  et  pour  que  de  plus  cette  fonction  soit  de  genre  zéro, 
à  un  facteur  e~^"  près  (c^o),  il  faut  et  il  suffît  que   la  forme  quadratique 


2^  '^-{i+v+\)  ^i^k 

i.  /.=o 
soit  définie  positive  pour  chaque  valeur  de  n. 

Hurwitz  a  donné  un  critérium  pour  qu'un  polynôme  réel  P(«)  n'ait  que  des 
racines  dont  les  parties  réelles  soient  négatives.  Ce  critérium  peut  s'étendre  aux 
fonctions  transcendantes  entières.  Pour  qu'une  fonction  entière 

g{z)  ^i-^g^z-\-  g^z-"^... 

n'ait  que  des  zéros  à  partie  réelle  négative,  il  faut  et  il  suffit  que  les  mineurs 
principaux  du  déterminant 


ëx 

I 

o 

0 

O 



gi 

^2 

gx 

l 

O 



g:, 

^4 

g-i 

!n  -1 

gx 

I       o        .  .  . 

soient  tous  positifs. 

L'auteur  termine  son  Mémoire  en  appliquant  les  résultats   obtenus  à  la  fonc- 

n  COt*^.2!/  I 

— ^ ,  dont  Lambert  a  donné  un  développement  en  fraction  continue, 


tion 


et  aux  fonctions  de  Bessel  I^,  ( 


E.   Cartan. 


ANNALI  DI  MATEMATICA  PURA  ED  APPLIGATA  ^  ). 
Série  III,  Tomo  VIII,  igoS. 

Ciani  {E .  ).  —  Sur  les  groupes  finis  de  collinéations  quaternaires, 
holoédriquemenl  isomorphes  aux  groupes  des  polyèdres  régu- 
liers (1-37). 

Ce  problème  est  un  cas  particulier  du  problème  général,  résolu  par  Maschke 
dans  le  champ  ternaire  ou  quaternaire  de  la  détermination  des  groupes  finis  li- 
néaires, holoédriquemenl  isomorphes  au  groupe  symétrique  ou  au  groupe  alterné 
de  n  éléments.  L'auteur  reprend,  par  des  considérations  géométriques,  le  cas  parti- 


(^)  Voir  Bull,  des  Se  math.,  t.  XXXIX-,,  p.  78-90. 
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culier  des  groupes  isomorplies  aux  groupes  de  rotation  des  polyèdres  réguliers. 
Il  retrouve  ainsi  les  douze  types  possibles  :  trois  types  télraédriqnes,  cinq  octac- 
driques  et  cinq  icosaédriques.  Dans  une  deuxième  partie,  il  étudie  plus  particu- 
lièrement l'un  des  cinq  groupes  icosaédriques  G^„,  caractérisé  par  la  propriété 
suivante  :  il  existe  deux  systèmes  de  cinq  droites  invariants  par  les  substitutions 
du  groupe  ;  les  droites  de  chacun  des  systèmes  ne  rencontrent  aucune  des  droites 
du  môme  système  et  en  rencontrent  quatre  de  l'autre  sysième.  Le  groupe  Gg,,  est 
aussi  le  seul  des  cinq  groupes  icosaédriques  qui  possède  des  cubiques  gauches 
invariantes  non  décomposabics.  Enfin,  parmi  les  groupes  trouvés,  c'est  le  seul 
pour  lequel  les  surfaces  invariantes  de  degré  minimum  soient  du  quatrirmc 
degré.  L'auteur  étudie  en  particulier  une  surface  invariante  remarquable  qui 
contient  60  droites  groupées  en  trois  systèmes  invariants  contenant  respecti- 
vement 10,  20  et  3o  droites. 

Fubini  {G.).  —  Sur  les  espaces  qui  admellenl  un  groupe  coiiiinu 
de  mouvemenls  (premier  Mémoire)  (Sg-Si). 

Ce  Mémoire  contient  d'abord  quelques  théorèmes  généraux  relatifs  à  la 
recherche  des  espaces  qui  admettent  un  groupe  continu  de  mouvements. 
L'auteur  donne  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'un  groupe 
puisse  être  considéré  comme  un  groupe  de  mouvements.  Signalons  entre  autres 
résultats  le  suivant:  On  peut  déterminer  par  de  simples  résolutions  d'équatiorts 
algébriques  les  transformations  infinitésimales  de  tous  les  groupes  (jui  peuvent 
être  considérés  comme  des  groupes  de  mouvements  et  par  de  simples  quadra- 
tures les  transformations  finies  de  ces  mêmes  groupes,  ainsi  c|uo  les  éléments 
linéaires  des  espaces  correspondants. 

L'auteur  recherche  ensuite  ceux  de  ces  gioupes  qui  sont  à  \,i,  3  ou  \  para- 
mètres. F.orsque  le  nombie  des  transformations  infinitésimales  dépendantes  est 
inférieur  ou  égal  à  3,  on  peut  les  considérer  comme  des  groupes  de  mouvement 
d'un  espace  à  trois  dimensions  au  plus  et  ces  derniers  groupes  ont  été  déter- 
minés par  i\L  Hianclu.  !\L  Fubini  détermine  ensuite  parmi  les  groupes  eluM-chés 
ceux  qui  sont  à  quatre  paramètres  et  à  transformations  infinitésimales  indé- 
pendantes. Vient  ensuite  une  méthode  pour  la  recherche  des  sous-groupes  finis 
discontinus  de  mouvements  :  appliquée  à  deux  espaces  considérés  par  M .  lîianchi, 
cette  méthode  conduit  à  des  représentations  géométriques  remarquables  de  ces 
espaces  sur  la  sphère  ou  sur  la  pseudosphère. 

Le  Mémoire  se  termine  par  la  détermination  des  espaces  admettant  un  groupe 
de  mouvements  à  i,  2,  3  ou  4  paramètres.  Le  cas  d'un  groupe  à  plus  de  i  para- 
mètres avec  4  transformations  infinitésimales  indépendantes  est  réservé  pour  un 
Mémoire  ultérieur.  On  détermine  la  forme  de  l'élément  linéaire  pour  chaeiiu 
des  espaces  ainsi  trouvés,  ainsi  que  les  relations  qui  doivent  exister  entre  les 
coefficients  de  cet  élément  linéaire. 

Nicolettl  {O.)'  —  Sur  la  foiiimlc  de   Taylor  (^8^»-().")). 

Généralisation  de  (juclques  résultats  relatifs  aux  séries  iloublos  de  lavloi 
démontrés  antérieurement  par  l'auteur  {Hcndiconti  Lincci\  ujot).  Ici  les  sc'ries 
envisagées  sont  des  séries  à  n  vaiiablcs.Dans  la  formule  de  Taylor  à  n  variables, 
le  reste  peut  s'exprimi>r  par  ui\e  somme  d'intégrales  nuilti|tles  portiiit  sur 
des  fonctions  dépendant  d'une  façon    simple  de   la   fonction   donnée,    he   celte 


h-  SECONDE  PARTIE. 

forme  du  reste  on  déduit  d'autres  formes  généralisant  diverses  formes  classiques 
du  reste  connues  pour  les  fonctions  d'une  seule  variable,  reste  de  Schiômich  et 
Roche,  reste  de  Lagrange,  reste  de  Cauchy.  Du  reste  de  Gaucliy,  l'auteur  déduit 
les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  la  série  de  Taylor  relative  au 
point  a,,  a.^,  ...,  a^  converge  absolument  dans  le  champ  \x-—a-\  <  U-  et  ail 
pour  somme  la  fonction  donnée. 

Marletta  (G.).  —  Etude  géométrique  de  la  quartiquc  gaiiclie 
rationnelle  (97-128). 

La  quartique  gauche  rationnelle  peut  être  considérée  (d'après  ClifTord) 
comme  projection  de  la  quartique  normale  de  l'espace  à  4  dimensions.  C'est  à 
ce  point  de  vue  qu'est  étudiée  ici  la  quartique  gauche  rationnelle  dont  on 
retrouve  ainsi  par  une  voie  uniforme  les  propriétés  projectives  bien  connues 
établies  à  d'autres  points  de  vue  par  divers  auteurs.  Cas  particuliers  de  la 
quartique  équi-anharmonique  (c'est  celle  dont  la  développable  osculatrice  possède 
une  conique  triple  au  lieu  de  la  sextique  double  du  cas  général),  de  la  quartique 
à  point  double  et  de  la  quartique  ayant  une  ou  deux  tangentes  stationnaires. 
Un  dernier  Chapitre  est  consacré  à  l'étude  de  quelques  involutions  remarquables 
relatives  à  la  courbe  et  qui  sont  des  cas  particuliers  des  involutions  considérées 
par  M.  Berzolari  pour  une  courbe  rationnelle  d'un  espace  quelconque, 

Tedone  {O.).  —  Essai  d'une  théotie  générale  des  équations  de 
l'équilibre  élastique  pour  un  cor|)s  isotrope  (premier  Mémoire: 
corps  limités  par  un  plan  ou  par  une  sphère)  (129-180). 

On  sait  que  les  équations  indéfinies  de  l'équilibre  élastique  d'un  corps 
isotrope  S  peuvent  prendre,  avec  les  notations  habituelles,  l'une  des  deux  formes 
suivantes  : 

l      A^M  H — -    =   o, 

1  \y.       ôx 

I    ,„  X  +  UL  (99  ,,        du        ôv        ôw 

(i)  '    ^^'  V  A T--  —-  =  0,         0=-^ 1-- 1--— > 

I  V-      oy  ôx       ày        âz 

i     ,  \  +  \i  d^ 

f    A^WH ■ =0, 

I  \i.       Oz  ' 

().4-.^)--4-.^     -T-—      ==0, 


/ 


.    ^       1   , ,  ,  (?&  /  dc33        Ors 


I  /t)iv 

Ov 
ôz 

I  /  Ou 
■2  \0z 

ôw 

ôx 

I  /  ai' 

^^=    2[0X 

ou 

ôy 

ôy  \  Ox         ôz 

1    .-  ,  (96  (Ou,        ôrn,\ 

\   ^'^-^'^^Tz-^'^'[-ôy--ô-xV 

où  )v,  [i.  sont  les  constantes  de  Lamé  et  u,  v,  w  les  composantes  du  déplacement. 
Soient  d'autre  part  L,  M,  N  les  composantes  de  la  tension  agissant  sur  un  élé- 
ment de  la  surface  u  qui  limite  le  corps  S.  Il  s'agit  de  déterminer  un  système 
de  fonctions  u,  v,  w  vérifiant  les  équations  (1),  ou  (2).  en  tout  point  de  S  et 
telles  que  trois  des  fonctions  u,  v,  w,  L,  M,  N  convenablement  choisies  pren- 
nent des  valeurs  données  sur  la  surface  7. 
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La  mélhode  de  M.  Tedone  consiste  à  regarder  provisoirement  comme  connue 
la  dilatation  cubique  8,  à  calculer  alors  u,  v,  w,  puis  à  ol.tenir  0  en  exprimant 
les  conditions  aux  limites.  Il  introduit  à  cet  effet  :  i"  la  fonclion  de  Green  G 
définie  dans  S,  admettant  pour  pôle  un  point  ^,  y,  z  intérieur  à  S  et  assujettie 
à  s'annuler  sur  la   surface  c;  2°  la  fonction  de  Green  G,  analogue  à  G  dans  S, 

mais  telle  que  sur  a-  la  dérivée  normale  —^-^  ait  une  valeur  constante.  Les  éana- 

dn  ^ 

lions   (i)    entraînent   comme   conséquence   le   fait   que   u-i — ^ —xb   est    une 

2  IJ. 

fonction  harmonique  dans  S  :  en  appliquant  à  cette  fonction  et  à  la  fonction 
harmonique  G  le  théorème  de  Green,  M.  Tedone  obtient  l'équation 

(  o  )  M  =  -T —    lu  -j—  dr: ^  ^  0  +  — - — '-    /    ;0  -7-  dr:  ; 

k-^J^      dn  2[j.  S-ru.   J^      dn 

la  fonction  G,  fournit  une  formule  analogue.  Les  formules  ainsi  obtenues  jouent 
un  rôle  fondamental  dans  la  méthode  de  M,  Tedone. 

Soit  maintenant  à  traiter  le  problème  de  l'équilibre  élastisque  quand  on 
donne  à  la  surface  a  les  valeurs  des  déplacements  u,  v,  iv;  dans  l'équation  (3) 
le  premier  terme  est  alors  connu;  en  portant  les  valeurs  de  m,  v,  <v  données 
par  la  formule  (3)  et  par  les  formules  analogues  dans  l'équation 

au        dv        dw 

6  =  —  +  —  +  ^— , 
ôx       ôy        az 

on  obtient  pour  6  une  équation  où  6  figure  dans  des  intégrales  étendues  à  j. 
Le  problème  revient  à  déduire  de  cette  équation  les  valeurs  que  doit  prendre  6 
sur  la  surface  a  :  la  fonction  6  qui  est  harmonique  dans  S  est  alors  déterminée 
par  ses  valeurs  à  la  surface. 

Dans  le  cas  où  l'on  se  donne  trois  des  quantités  u,  c,  ce,  L,  INI,  N  choisies 
autrement,  on  emploie  une  méthode  analogue.  Le  problème  revient  donc  à 
déterminer  la  fonction  harmonique  6,  ou  des  fonctions  analogues,  à  Taide  d'une 
équation  intégrale.  L'auteur  laisse  de  côté  dans  ce  Mémoire  le  théorème  d'exis- 
tence de  la  solution.  Il  examine  seulement  les  cas  particuliers  suivants,  où  la 
solution  dépend  d'équations  différentielles  ou  aux  dérivées  partielles  tandis  (jue 
le  cas  général  conduit  à  des  équations  intégrales  : 

1°  Problèmes  où  le  corps  élastique  est  limité  par  un  plan  indéfini.  —  Si 
ce  plan  est  le  plan  -s  =  o  et  si  le  domaine  S  est  le  domaine  r  >  o.  on  a 

G^i--L 
r        r, 

en  désignant  par  r  et  r,  les  distances  du  point  variable  au  [xunt  x,  >  ,  :^  et  à 
son  symétrique  par  rapport  au  plan  ^  =  o.  On  a  de  même 

G.=  l^--i. 

r        /•, 

L'auteur  traite  alors  complètement  le  prt>blème  de  rè(|uilihre  d.iu'^  les  divers 
cas  où  l'on  donne  sur  le  plan  c  =  o  les  valeurs  des  trois  quantités  de  I  un  dos 
groupes  suivants  :  u,  r,  iv;  L,  M,  N;  u,  \\  N;  L,  INI,  w;  u.  M,  N  ;  L,  r,  ^. 

-!"  l*roblènics  dans  les(/uels  le  corps  est  limité  par  une  sphère.  —  Ici  encore 
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la  fonction  G  a  une  expression  simple.  Il  y  a  deux  prohiènne^  à  traiter  suivant 
que  le  domaine  S  est  l'intérieur  ou  l'extérieur  de  la  sphère  :  la  méthode  est 
appliquée  successivement  à  ces  deux  problèmes  lorsqu'on  se  donne  sur  la  sur- 
face <y  de  la  sphère  soit  ?/,  v,  w,  soit  L,  M,  N,  soit  L,  r,  «',  soit  enfin  u,  M,  N. 
Revenant  ensuite  au  cas  général,  l'auteur  indique  quelques  autres  formes  de 
conditions  à  la  surface  pour  lesquelles  le  calcul  des  variations  suffit  à  démontrer 
l'existence  et  l'unicité  de  la  solution. 

Boggio  (T.).  —  Sur  l'intégration  de  quelques  équations  linéaires 
aux  dérivées  partielles  (i8 1-232). 

L'auteur  se  propose  d'établir  la  condition  pour  que  deux  équations  linéaires 
aux  dérivées  partielles  d'ordre  quelconque  aient  une  solution  commune,  problème 
qui,  dans  le  cas  de  deux  équations  du  second  ordre  à  deux  variables,  a  été  traité 
par  M.  Blanchi  {Atti  Lincei,  1886). 

Le  Chapitre  I  contient  quelques  formules  obtenues  en  introduisant  les  déri- 
vées fonctionnelles  d'expressions  différentielles  linéaires,  Soit  CQ  w  une  expres- 
sion différentielle  linéaire 

COw  =  Sa,  D'à, 

où  D  est  le  symbole  de  la  dérivation  ordinaire.  L'expression  (S^[xu)  —  ^(D(i/) 
est  égale  à  lia,/ D'  'w,  et  pour  celte  raison  on  l'appelle  dérivée  fonctionnelle 
de  (D(t/).  On  peut  considérer  des  dérivées  fonctionnelles  d'ordre  quelconque. 
La  définition  s'étend  aux  expressions  différentielles  linéaires  à  un  nombre 
quelconque  de  variables,  dont  on  définit  les  dérivées  fonctionnelles  partielles. 

Dans  le  Chapitre  11,  on  suppose  les  coefficients  a-  constants  et  l'on  montre 
comment  on  peut  obtenir  dans  ces  conditions  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion tO^M  =  o  connaissant  des  solutions  de  l'équation  Oc)m  =  o. 

Dans  le  Chapitre  III,  on  détermine  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
que  deux  équations  linéaires  à  coefficients  constants  et  à  deux  variables  indé- 
pendantes, dont  l'une  homogène,  aient  des  solutions  communes. 

Dans  le  Chapitre  IV,  on  montre  d'abord  que  toute  fonction  U  qui  vérifie 
l'équation  (Q'"U  =  o  peut  être  représentée  par  la  formule 

U  =  .2r'"-i  M,  -t-  ^"'-2  U^  —  .  .  .+  X  M,„_i  H-  M^, 

où  les  u  sont  des  fonctions  vérifiant  l'équation  (Dw  =  o.  Puis  on  considère  le  cas 
où  (0  est  décomposable  en  facteurs  :  son  intégrale  générale  s'exprime  alors  à 
l'aide  d'intégrales  de  certaines  autres  équations  plus  simples. 

Les  Chapitres  V  et  VI  sont  relatifs  aux  équations  à  coefficients  variables  :  on 
étend  à  ces  équations  certaines  des  propriétés  établies  précédemment  pour  les 
équations  à  coefficients  constants. 

Le  Chapitre  VII  contient  deux  applications,  l'out  d'abord  l'auteur  démontre 
que,  si  u  est  une  fonction  vérifiant  l'équation  (Dm  =  o  à  coefficients  constants 
et  si  l'on  doit  avoir  aussi  (D^[(^^H- JK^)  m]  =  0,  l'expression  (1D  se  réduit  au 
symbole  A^  de  Laplace.  Une  deuxième  application  est  relative  à  l'équation 

•^"   /p  f-i    sont   des   fonctions   de  x,  y   el  a   une   constante.  L'auteur   montre 
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comment  on  peut  intégrer  celte  équation  dans  l'espace  indéfini  limité  pui  le 
plan  ^  =  o  connaissant  sur  ce  plan  la  valeur  de  la  fonction  U  et  de  ses  m  —  i 
premières  dérivées  prises  suivant  la  normale  au  plan. 

Bottasso  {lyf.)-  —  Sur  les  conic^nes  bi tangentes  aux  surfaces  algé- 
briques (233-243). 

Mémoire  de  géométrie  énumérative  dans  lequel  l'auteur  établit  la.  condition 
pour  qu'une  conique  soit  bitangente  à  une  surface  générale  d'ordre  n.  La  mé- 
thode suivie  consiste  à  réduire  les  problèmes  relatifs  aux  coniques  de  l'espace  aux 
problèmes  analogues  résolus  par  Zeuthen  pour  les  coniques  du  plan  :  l'auteur 
s'appuie  pour  cela  sur  un  théorème  d'Malphen  relatif  aux  caractéristiques  des 
coniques  de  l'espace.  Application  à  la  détermination  du  nombre  des  coniques 
de  l'espace  bitangentes  à  quatre  surfaces  de  degré  donné,  les  plus  générales  de 
leur  degré.  En  particulier  il  y  a  44^  coniques  de  l'espace  bitangentes  à  quatre 
quadriques  données. 

Bortolotti  {E')*  —   Sur  la  Hmile  du  quotient  de  deux  fonctions 

(245-286). 

Si  en  un   même  point  les  deux  fonctions  /,  cp  d'une   variable  x  sont   loules 

deux  nulles  ou  infinies,    il  peut  arriver  que  la   limite  de  -  existe  sans  que  la 

9 
limite   du   rapport    des    dérivées    existe,    ou    réciproquement.  Létude  de  celte 
question  amène    l'auteur  à  se  poser  la  question  suivante  : 

Soit  [x]  l'ensemble  des  points  d'un  intervalle  {x^^,  ...-f-oo)  pour  lesquels  les 
dérivées  /',  cp'  ne  sont  pas  simultanément  nulles  ou  inlinies  et  pour  lcs(iutls  on 
a  une  relation  de  la  forme 


'■D 


Soit,  d'autre  part,  [,^]  l'ensemble  des  points  du  même  intervalle  [)our  les(|uels 
les  conditions  précédentes  ne  sont  pas  toutes  réalisées.  Quelle  relation  doit-il 
y  avoir  entre  les  mesures  des  ensembles  \x]  et  |ç|  pour  qu'on  soi  l  assu/c  de 
l'existence  d'un  intervalle  (jr„,  „,  ...-t-oc)  en  c/iacun  des  points  duquel 
on  ait 

l 


ni\ii^ 


vî\I, 


[1,    V    étant    deux    nombres   indépendants   de  x,    différents   de   zéro    et  de 
l'infini? 

L'auteur  démontre  que,  sous  les  hypollièses  babil  ucllcs  <|u'on  fail  dans  ce 
genre  de  recherches,  une  condition  suflisantc  est  (|ne  rcnsemble  [Ç]  soit 
discret,  c'est-à-dire  que  sa  mesure  extérieure  soit  nulle.  Si  l'on  introduit  en 
plus  l'hypothèse  que  l'une  au  moins  des  fonctions  |/|,  l  -f  |  dcviiiinc  infinie  eu 
croissant  constamment,  une  condition  suffis;inte  est  (juc  le  rapport  des  mesures 
des  ensembles  [;  |,  [x]  relatifs  à  l' intervalle  (.z\,,  .  . .,  x)  devienne  infiniment 
petit  pour  X  injini.  Passant  à  la  recherche  des  conditions  nécessaires,  lauleur 
suppose  que  les  fonctions  /,  9  soient  monotones,  linies,  continues,  dérivablcs 
dans  l'intervalle  {x^^,  ..., -i- ce),  ((tie  l'une  au  moins  devienne  infinie  en  croissant 
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constamment  et  que  l'une  au  moins  des  deux  dériAées  /',  o'  soit  intégrable 
dans  tout  intervalle  fini  (^r^,  ...,x).  Alors  la  condition  suffisante  qui  précède 
devient  aussi  nécessaire. 

/       /' 
Lorsque  les  rapports  -  et  "^  sont  l'un  et  l'autre  déterminés  pour  x  infini,  on 

obtient   des  critères  qui  permettent  de   tirer  parti  du   théorème  de   L'Hôpital 

/"'  ûC  o 

même  quand  le  rapport  ^  a  la  forme  —  ou  la  forme  -• 

^  cp  co  o 

Une  application  de  la  théorie  précédente  est  la  détermination  de  l'ordre  d'infi- 
nitude  des  fonctions  monotones  qui  vérifient  la  relation 


lim 


/(^-t-0 

/(^) 


Ces  fonctions  sont  appelées  par  l'auteur  fonctions  de  la  première  classe.  Les 
fonctions  monotones  qui  ont  une  dérivée  logarithmique  infiniment  petite 
appartiennent  à  cette  première  classe  et  les  fonctions  de  la  première  classe 
croissent  moins  rapidement  que  l'exponentielle  e'""  {a.  réel  et  positif).  Sous 
certaines  conditions,  les  réciproques  sont  aussi  vraies,  de  sorte  que  la  question 
suivante  est  résolue  : 

«  Sous  quelles  conditions  les  deux  faits  pour  une  fonction  monotone  d*avoir  une 
dérivée  logarithmique  infiniment  petite  et  de  croître  moins  rapidement  que  e"'^ 
sont-ils  conséquences  l'un  de  l'autre?  » 

Nicoletti    (0.).    —    Quelques    théorèmes    sur   les    déterminants 

(>.87-297). 


Un  déterminant  d'ordre  n  étant  mis  sous  la  forme 

D 


A     P 

Q     B 


où  A,  Bdésignent  deux  matrices  complémentaires  et  P,Q  les  matrices  adjacentes,  on 
peut  développer  ce  déterminant  D  comme  une  fonction  quadrilinéaire  des  mineurs 
des  divers  ordres  des  quatre  matrices  A,  B,P,  Q.  On  obtient  ainsi  un  théorème  qui 
généralise  un  théorème  de  Hesse.  L'auteur  examine  des  cas  particuliers  qui  le 
conduisent  à  des  déterminants  nuls  ou  à  des  déterminants  décomposables  en 
produits  de  deux  facteurs  rationnels  par  rapport  aux  éléments  du  déterminant. 
La  théorie  est  étendue  ensuite  aux  déterminants  décomposés  en  un  nombre 
quelconque  de  matrices, 

Graf  (I.-fJ.).  —  De  la  détermination  de  certaines  fonctions  d'après 
des  conditions  données  (299-319)  (en  français). 

Relations  fonctionnelles  diverses  relatives  à  la  fonction 


/îr=  00 

/"'^       .       ,  s  dx       v^  X" 

f{x)=J       -log(i-^)—  =2-7^ 
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Détermination  d'un  polynôme  de  degré  n  tel  que,  pour  |:r[<i,  les  termes 
en  ^"+',  a;"+-,  ...,  a;^"  dans  le  développement  du  produit  log(n-a;) — f{x) 
soient  nuls.  Détermination  à  l'intérieur  du  cercle  de  centre  0  et  de  rayon  i 
d'une  fonction  dont  on  connaît  la  composante  réelle  sur  la  circonférence  de  ce 
cercle.  Autres  problèmes  analogues  dans  le  cas  oii  la  fonction  présente  certaines 
discontinuités  de  nature  donnée. 


Série  III,  Tomo  IX,  1904. 

Levi-Civita   (T.).   —    Trajectoires  singulières  et  chocs  dans  le 
problème  des  trois  corps  (i-S^). 

Dans  le  problème  des  trois  corps  se  pose  la  question  suivante  :  «  Quelles  sont  les 
conditions  initiales  singulières  pour  lesquelles  il  y  a  choc  dans  l'avenir  ou  dans 
le  passé?  »  Cette  question  est  résolue  ici  par  l'auteur  dans  le  cas  du  problème 
restreint  des  trois  corps,  c'est-à-dire  d'une  masse  infiniment  petite  P  attirée 
par  deux  masses  finies  S,  J  animées  d'un  mouvement  de  rotation  uniforme  dans 
un  même  plan  autour  du  centre  de  gravité  de  l'ensemble  de  ces  deux  masses. 

Soient  [jl  et  v  les  masses  respectives  des  deux  corps  S  et  J.  On  peut  choisir 
l'unité  de  masse  de  façon  que  [x  -h  v  soit  égal  à  i  et  choisir  aussi  les  unités  de 
longueur  et  de  temps  de  façon  que  la  distance  constante  SJ  soit  égale  à  i,  ainsi 

que  la  vitesse  angulaire  constante  de  la  droite  SJ.  Soient  alors  SP  =  /*,  JP  =  A, 
JSP  =  9.  L'auteur  met  les  équations  du  problème  sous  la  forme 


(S) 

en  posant 


db'  ,,^,       ,  W 


''-%  ^-\^'^ 


W=  sin6(  I—  — 


H  =±  i /av  —  î^fCp-  +  2[Jip-  (-^  —  /-cose)  —  p'^0'--t-  f 

et  en  désignant  par  C  la  constante  introduite  par  une  première  intégration. 
La  méthode  des  fonctions  majorantes  permet  d'élablir  l'existence  d'une  infinité 
d'intégrales  holomorphes  du  système  (1)  telles  que,  pour  p  =  o,  0  prenne  une 
valeur  arbitraire  6„  et  0'  la  valeur  —  i.  L'auteur  démontre  ensuite  la  proposition 
suivante  : 

Les  trajectoires  singulières  il  le  long  desquelles  il  y  a  choc  entre  P  et  S  à 
une  époque  Jinie  correspondent  aux  solutions  du  système  (-)  holomorphes 
pour  p  z=  o  et  ce  sont  les  seules  trajectoires  singulières  :  les  chocs  futurs 
s'obtiennent  en  prenant  le  signe  -+-  devant  le  radical,  les  chocs  passés  en  prenant 
le  signe  ~, 

11   existe  entre  les   éléments  p,  6,  G'  qui   déterminent  le   mouvement  a    un 
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inslant  tlonné  une  lelalion  caractéristique  (|ui  exprime  qu'il  y  a  eu  ou  (|u'il  y 
aura  choc  dans  le  mouvement  obtenu  à  paitir  des  données  initiales  p,  0,  0'. 
M.  Levi-Civita  montre  que  celle  relation  est  de  la  forme 

où  /  est  une  fonction  périodique  de  0  régulière  pour  p  suffisamment  petit,  et  il 
calcule  les  premiers  termes  du  développement  de  /  suivant  les  puissances 
croissantes  de  p. 

Si  l'on  suppose  nulle  la  masse  |jl  du  corps  J,  les  trajectoires  singulières 
absolues  sont  des  droites  passant  par  P  et  les  trajectoires  relatives  par  rap|)ort 
à  des  axes  tournant  avec  SJ,  trajectoires  données  par  le  système  (-),  sont  des 
courbes  fermées,  si  la  constante  C  est  positive.  L'auteur,  examinant  si  cette 
propriété  subsiste  dans  le  cas  général,  établit  la  proposition  suivante  : 

Si  la  masse  jj.  est  suffisamment  petite  et  si  la  constante  C  est  supérieure  à  i, 
les  trajectoires  singulières  issues  de  S  reviennent  toutes  en  S  après  un  parcours 
fini, 

Fubini  [G.).  —  Sur  les  espaces  à  quatre  dimensions  qui  admettent 
un  giroupe  continu  de  mouvements  (33-r)o). 

Ce  Mémoire  est  la  suite  du  travail  publié  dans  le  Volume  précédent  des 
Annali.  Le  cas  des  groupes  de  mouvements  à  trois  ou  quatre  paramètres  ayant 
été  traité  dans  ce  premier  Mémoire,  l'auteur  s'occupe  ici  de  la  recherche  de  tous 
les  espaces  à  quatre  dimensions  qui  admettent  un  groupe  à  plus  de  quatre 
paramètres.  Cette  recherche  est  basée  sur  le  théorème  suivant  démontré  tout 
d'abord  : 

Si  un  groupe  C^(/'  =  2,  3,  4»  '^,  G,  7,  8)  est  un  groupe  de  mouvements  d'un 
espace  à  quatre  dimensions,  il  admet  un  sous-groupe  à  r  —  i  paramètres. 

Pour  toute  autre  valeur  de  r,  l'espace  S4  ou  bien  n'existerait  pas,  ou  bien 
serait  à  courbure  constante. 

Il  résulte  de  ce  théorème  qu'il  suffira  de  chercher  d'abord,  parmi  les  espaces  S, 
trouvés  dans  le  premier  Mémoire,  (juels  sont  ceux  qui  admettent  un  groupe  Tv 
contenant  comme  sous-groupe  le  grv)upe  Gj  admis  par  l'espace  S,;  puis  on 
cherchera  de  même,  parmi  les  espaces  S',,  ainsi  trouvés,  quels  sont  ceux  qui  ad- 
mettent un  groupe  G^  contenant  le  groupe  G^  admis  par  S'j  ;   et  ainsi  de  suite. 

En  suivant  cette  marche,  l'auteur  détermine  complètement  tous  les  espaces 
cherchés  :  il  donne  pour  chacun  deux  la  forme  de  l'élément  linéaire  ainsi  que 
les  transformations  infinitésimales  du  groupe  de  mouvements  admis  par  cet 
espace, 

Jung  {G.).  —  Louis  Creinona  (9 1-92). 

Notice  nécrologique  de  Cremona,  né  à  Pavie  le  7  décembre  i83o,  mort  à  Horne 
le  10  juin  i(jo3. 

Nicoletù  (O.).    —    Sur   une  classe  d'équations   à   racines  réelles 
(93-, 38). 

On  sait  que  la  réalité  des  racines  de   l'équation  du   troisième  degré   qui  se 
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présente  dans  la  recherche  des  directions  principales  d'une  quadrique  (équation 
en  S)  peut  être  établie  en  s'appuyant  sur  l'orthogonalité  des  deux  directions 
principales  correspondant  à  deux  racines  distinctes  de  Téquation.  Cette  méthode 
appliquée  à  des  problèmes  analogues,  mais  beaucoup  plus  généraux,  conduit 
l'auteur  â  une  classe  d'équations  à  racines  réelles  dont  l'équation  en  S  n'est  qu'un 
cas  très  particulier. 

M.  Nicoletti  considère  à   cet  effet  deux  formes  bilinéaires  A.  H  des  variables 
x.j^.  jK.,  et  l'équation 


(0 


D(to)  =  ja^,^_6,,,oj  I  =0 


obtenue  en  égalant  à  zéro  le  discriminant  de  la  forme  \  —  oj|5.  lùi  supj)osant 
que  A  et  B,  sont  deux  formes  d'Hermite  de  première  espèce  dont  l'une,  lî  par 
exemple,  n'est  pas  indéfinie,  l'équation  (i)  a  toutes  ses  racines  réelles:  il  en  est 
de  même  des  équations  obtenues  en  égalant  à  zéro  les  mineurs  principaux 
deD(w);  en  outre  deux  mineurs  principaux  dont  les  ordres  diffèrent  d'une 
unité  et  dont  l'un  est  contenu  dans  l'autre  fournissent,  en  les  égalant  à  zéro,  deux 
équations  telles  que  les  racines  de  chacune  d'elles  soient  séparées  par  les  racines 
de  l'autre. 

L'auteur  établit  dans  cette  voie  diverses  autres  propositions,  pour  le  cas  où 
toutes  les  formes  du  faisceau  A  —  w  B  sont  indéfinies  :  l'équation  (i)  a  alors  des 
racines  complexes,  mais  la  méihode  sert  à  limiter  le  nombre  de  ces  racines. 
On  peut  aussi  obtenir  ainsi  différentes  inégalilés  où  interviennent  la  partie 
réelle  et  la  partie  imaginaire  des  racines.  Signalons  enlre  autres  propositions 
la  proposition  suivante  dont  la  première  partie  est  due,  dans  des  cas  particu- 
liers, à  M.  Bendixon  et  à  M.  Hirtsch  : 

Si  B  est  une  forme  d'Hermite  définie  et  A  une  forme  quelconque,  la  partie 
réelle  p  d'une  racine  p  +  qi  de  Téquation  (i)  est  comprise  entre  la  plus  grande 
et  la  plus  petite  racine  de  l'équation 


-ViX 


<^^,.v 


le  coefficient  f/  de   la  partie   imaginaire  est  compris  enlre   la   plus  grande  cl  la 
plus  petite  racine  de  l'équation 


%.  —  a. 


vu.  -, 

—   —  (0  6>,, 


L'auteur  applique  aussi  la  méthode  à  un  système  de  trois  formes  linéaires  A. 
B,  C  et  à  l'équation  en  w  obtenue  en  égalant  à  zéro  le  discriminant  de  la  forme 
bilinèaire  A  +  2  0)  B -h  w'-G.  On  obtient  ainsi  de  nouvelles  classes  d'éqniilimis  à 
racines  l'éelles. 

Une  autre  généralisation  consiste  à  partir  de  diMix  réseaux  projeetil>  de 
formes  bilini'aires  :  on  obtient  ainsi  des  systèmes  de  •  équations  à  J  inconnues 
ayant  toutes  leurs  solnlions  réelles. 


Cipolla  {M.).   —    Sur  les   nombres  composes    P  (nil  NciirKMil    la 
coiigriience  de  h>rmal  a^*'^^^  i  (mod  IM  (i3()i ()(»). 

La   congruence   précédente  est   vérifiée   par   tout    noinbie   jiremiei-    P   ([ui    ne 
Bull,  des  Sciences  mathéni.,  x'  série,  l.  XL.  (Avril   ij)»*'.)  B  î 
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divise  pas  a  :  c'est  le  théorème  de  Fermât.  L'auteur  démontre  qu'il  y  a  en 
outre  une  infinité  de  nombres  P  non  premiers  vérifiant  la  même  congruence 
pour  une  base  a  donnée  et  il  donne  une  méthode  permettant  de  trouver  ceux 
d'entre  eux  qui  sont  inférieurs  à  un  nombre  donné  :  par  exemple,  si  a  =  2  et 
P  <  1000,  il  y  a  trois  solutions  :  P  =  34i,  P  =  56i,  P  =  64i.  D'autre  part,  étant 
donné  le  nombre  non  premier  P,  l'auteur  indique  comment  on  peut  reconnaître 
s'il  existe  des  bases  a  différentes  de  i  et  de  — \,  pour  lesquelles  la  congruence 
est  vérifiée  et  comment  on  peut  trouver  toutes  ces  bases,  s'il  en  existe. 

Morandl  {E.).  —  Sur  quelques  problèmes  de  statique  des  corps 
élastiques  (i6i-i83). 

Les  corps  élastiques  envisagés  dans  ce  travail  sont  l'espace  indéfini  S  situé 
d'un  certain  côté  d'un  plan  et  l'espace  S'  limité  par  deux  demi-plans  ortho- 
gonaux entre  eux.  L'auteur  traite  pour  chacun  de  ces  espaces  le  problème  de 
l'équilibre  élastique  lorsqu'on  donne  à  la  surface  trois  des  six  quantités  m,  (^,  w 
(composantes  du  déplacement)  et  L,  M,  N  (composantes  de  reffort),  mais  en 
prenant  les  trois  quantités  en  partie  dans  le  groupe  u,  t',  w  et  en  partie  dans  le 
groupe  L,  M,  N.  La  méthode  çn)ployée,  basée  sur  le  principe  des  images,  est 
analogue  à  celle  employée  par  Gesaro  pour  établir  les  formules  de  Cerruti  rela- 
tives à  la  déformation  du  plan  indéfini,  dans  le  cas  de  déplacements  donnés  à 
la  surface.  L'auteur  retrouve  ainsi,  en  ce  qui  concerne  l'espace  S,  les  formules 
établies  par  INI,  Boussinesq  {Comptes  rendus^  1888)  et  il  établit  des  formules 
analogues  en  ce  qui  concerne  l'espace  S'. 

Pirondifii  (G.).  —  Interprétation  géométrique  de  quelques  équa- 
tions différentielles  (i85-i8^). 

Un  problème  de  géométrie  relatif  aux  courbes  gauches  conduit  l'auteur  à  la 
proposition  suivante  :  l'intégrale  générale  de  l'équation 

/dxV       ,,      dy       ^,    ,       /^        M-\    -Aï'/-*- 
où  M  et  N  sont  deux  fonctions  de  x  données,  est 


r 


=  e    V^''''sin(    /  i/N j-  dx -h  c) . 


Nielsen  {N.).  —  Recherches  sur  le  carré  de  la  dérivée  loga- 
rithmique de  la  fonction  gamma  el  sur  (juelques  fonctions  ana- 
logues (189-210)  (en  français). 

A  la   dérivée  logarithmique  de  la   fonction   T{x)   se  rattachent  les  fonctions 
suivantes  : 


^■'(^^  ^  li  (f^t;  -  Tr—.y     "--^^  =  1! 


(-!)•' 


^  -H  V 
/l  =  0  V  =  0 


kiîvuiî;  diîs  publications  5i 

Elles  admettent  les  représentations  suivantes  par  des  intégrales  définies 


dl 


lorsque  la    partie  réelle  de  x  est  positive. 

L'auteur  établit  dans  ce  Mémoire  des  représentations  intégrales  analogues 
aux  précédentes  pour  le  produit  de  deux  quelconques  des  fonctions  s, (a;), 
*,  (  I  —  x),  Œ,(ic),  cr,(i  —  x)  et  pour  le  carré  de  l'une  quelconque  de  ces  fonc- 
tions. Ces  expressions  intégrales  permettent  de  développer  les  fonctions  corres- 
pondantes en  séries  de  factorielles,  lorsque  ce  développement  est  possible;  pour 
reconnaître  sa  possibilité,  il  suffit  d'ailleurs  d'appliquer  à  la  représentation 
intégrale  la  condition  nécessaire  et  suffisante  obtenue  par  l'auteur  (Annales  de 
r  Ecole  Noiinaie,   1902)  pour    le   développement   en    série   de    factorielles   des 

lonctions  de  la  forme  /      f(t).i^^^dt. 


f  Ai) 


Nielsen  {N.).  —  Note  sur  quelques  séries  de  puissances  trouvées 
clans  la  théorie  de  la  fonclion  gamma  (21  1-2  18)  (en  français). 

On    sait   que   V {\ -\- x)   est    holomorphe   au    point    x  =  o   et  que  la    série   de 
puissances  correspondante 

V  {l  -\-  x)  =  I  -t-  C,,27  H-  C2X-  +  .  .  .-H  C„X"-t-.  .  . 

a    son    rayon    de   convergence  égal    à  i.    L'auteur   s'est   proposé  de    calculer  le 
coefficient  c„.  Il  donne  son  expression  explicite  à  l'aide  des  nombres 

I  I  1 

"        I  "        2"        3" 

Il  trouve  que  c„,  et  de  même  le  coeflicicnt  a„  de  x"   d.ins  le  développoment  de 

)  sont  (les  polynômes  entiers  et  liomoi;ènes,  à  coefficients  ralioiintl-i.  du 

V{j-hx)  '  ^ 

degré   n  par   rapport  aux  nombres  s,,  s^,   .s„,  en   attribuant. à  a-,,  le  degré  /•. 

Y„    se   déduit   de   .s„   en    y   remplaçant    s,,    par   —s,.    H   détermine  de  même   les 
coefficients  0,^  et  ,3,,  des  séries 

■2      \     'j         ■?.  /         ■-> 

Nielsen  {N.).  —   llecIiorclu>s  sur  dos  gént'ralisations  d'une  (onc- 
tion de  Legendre  et  d'  Vhel  (sn)-^^;"))  (en  français). 

Ce  travail  concerne  des  fonctions  (|ui  généralisent   la  loneiion  L..  (,r)  envisagée 
par  Legendre  et  Abel 

X  X-  J?'  X"  II- 

L,(x)  =  --H  — +  —  -+-•• --H  --^+-.-,         I-^I^'- 
I-         3-  0  /i 
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Désignons  par  C^,'  le  coefficient  de  x"-f  dans  le  produit  ci-après,  ordonné  suivant 
les  puissances  croissantes  de  ^, 

x{x  +  i)..  .(.27 -I-  n  —  i)  =  C  f.  a?" -^C,|.r  "-'-}-... -f-Q   ^x 
et  S(nt 

cj: 


n -p-l _ 


t')fî  est  égal  à  la  somme  de  tous  les  produits  de  p  facteurs  diflérents  pris 
parmi  les  nombres  -i  -i  77'  •••»  -•  L'auteur  étudie  dans  ce  travail  les 
fonctions 

La  fonction  L„  (^)  peutètre  prolongée  analytiquement  à  l'aide  de  son  expres- 
sion par  une  intégrale  définie  : 


La  fonction   analytique  ainsi  définie  admet  comme  seule  singularité  à  dislance 
tinie  le  point  critique  logarithmique  x  =  i  ;  l'auteur  étudie  la  permutation  des 
<liverses  branches  de  la  fonction  autour  de  ce  point  critique. 
En  posant 

on    obtient    des   séries   numériques  s„  .,,  g     ,,  a„  „  entre  les   sommes  desquelles 

1  11,11 1         n^jt  II  ^p  1 

l'auteur  établit  diverses  relations.  En  particulier,  on  peut  sommer  s„  à  l'aide  des 
nombres  s^  introduits  dans  le  Mémoire  précédent  :  5„  est  un  polynôme  entier 
en  .So,  S'.,,  ...,  5,,^    à  coefficients  rationnels. 

Niehen  (^V. ).  —  Evaluation  nouvelle  des  formules  de  Binet, 
Giidermann  et  Raal)e  concernant  la  fonction  gamma  (237-245) 
(en  Français). 

Nouvelle  démonstration  des  développements  en  séries  tie  factorielles  trouvés 
par  Binet  pour  les  deux  fonctions 

iù{x)  r=WiV{x)  —  \x  —  M  Iog.r  -\-  X  —  log  (\  a-), 
0),  (.2?)  —  log  a;  —  D^.  log  r  (ic) 

et  démonstration  de  la  convergence  uniforme  dans  certaines  aires  des  fonctions 
obtenues. 

Blanchi  [L.).  —  Sur  la  déformation  des  paraboloïdes  (247-309). 
Dans    une    Note    antérieure    {Atti    Torino^    '9o3),    l'auteur    a    envisagé    les 
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surfaces  admettant  un  élément  linéaire  de  la  forme 

(i)     cls^=  {a^\'x--\- '.la^^^y. -h  a^^_)  dy} 

zfc  2(cf,,afi  -ha^.'x  +rtj,;3  +  «.,)<:/a  d'^  +  (a,Ji'+  ia^/^-^a^^)  d'f-, 

où  les  coefficients  «,j,  sont  constants.  Ces  surfaces  comprennent  comme  cas 
particulier  les  paraboloïdes  auxquels  est  consacré  plus  spécialement  le  présent 
Mémoire. 

La  déformation  des  surfaces  (i)  se  rattache  à  l'intégration  des  équations  aux 
dérivées  partielles  de  Tun  des  types 

-T—T  ±  — — •  =  sinoj  coso), 

air        av^ 

A  toute  solution  d'une  pareille  équation  correspond  une  triple  inlinité  de 
surfaces  admettant  l'élément  linéaire  (i)  et  leur  déteimination  dépend  de  l'inté- 
gration d'un  système  linéaire  et  homogène  d'équations  aux  différentielles  totales 
à  4  fonctions  inconnues.  En  comparant  ce  système  à  celui  qu'il  a  obtenu  dans 
ses  recherches  sur  les  transformations  des  surfaces  à  courbure  constante,  l'auteur 
constate  que  les  deux  systèmes  se  ramènent  aisément  l'un  à  l'autre.  Les  propriétés 
connues  des  transformations  des  surfaces  à  courbure  constante  permettent 
d'étudier  les  déformées  des  paraboloïdes  :  les  surfaces  à  courbure  constante 
qu'on  est  amené  à  considérer  sont  des  surfaces  d'un  espace  non  euclidien  pour 

lequel  on  a 

ds^  =  dx'- -h  dy"-  —  dz^. 

I/autcur  est  ainsi  coiitluit  au  résultat  suivant  : 

On  peut  déterminer  par  de  simples  quadratures  les  équations  intrinsèques 
d'une  infinité  de  surfaces  applicables  sur  un  paraboloide  quelconque  et 
dépendant  d'un  nombre  arbitraire  de  constantes. 

Les  déformées  des  paraboloïdes  sont  ainsi  déterminées  par  leurs  équation^ 
intrinsèques,  c'est-à-dire  par  les  deux  formes  dinércnticllcs  (]uadiiili(|ucs  fondd-- 
mentales  relatives  à  la  surface  déformée. 

Le  Mémoire  se  termine  par  l'étude  du  pioblème  tic  la  déteniiinalion  des 
systèmes  cycliques  dont  les  cercles  sont  situés  dans  les  plans  tangents  aux 
surfaces  d'élément  linéaire  (1),  en  particulier  dans  les  plans  tangents  à  un 
paiaboloïde  :  cette  détermination  se  îattache  encore  à  l'étude  des  lransformati<)ns 
de  Hiicklund  des  surfaces  à  courbure  e(»n^lantc. 


Bi'usolti  [L.).  —'  Sur  la  coiirhc  rjilloiinelle  normiilc  de  Tosparc  à 
\  (liinciisi()ii.s  (iM  !-.)52). 

Ce  Mémoire  a  pour  objet  r.ipplieatioii  de  la  Ihéorii  <lcs  formes  binaires  à 
l'étude  de  la  courbe  rationnelle  normale  C  de  Tespace  S,  à  (iu;ilie  dimensions. 
I^lanl  donnée  la  forme  bi(iuadrati(iue 

/  —  a,,  a"  ~[-  I  a ,  ,r]  .r.,  -t-  6  a.  .v]  .rlj  -h-  '\  rt.,  a-,  x]  -4-  a,  a\ , 


54  SEGONDH    PAUTIIL 

on  peut  inlerpréler  les  coefficients  «^  comme  coordonnées  projectives  homogènes 
d'un  point  P  de  Sj.  En  égalant  à  zéro  un  invariant  de  /,  on  obtient  l'équation 
d'une  hypersurface  de  S..  En  particulier,  en  annulant  le  hessicn,  on  a  pour  les 
coordonnées  de  P  des  \aleurs  de  la  forme 

«0  :  «1  :  «2  •  «3  •  (^\  =  Vy  '•  V\  ij  :  \\  \l  •  Hi  H  '■  'il, 

c'est-à-dire  que  P  décrit  une  courbe  rationnelle  normale  G,  du  quatrième  ordre, 
de  l'espace  S^.  Les  divers  invariants  de  /  égalés  à  zéro  définissent  diverses 
variétés  de  S,,  en  relation  avec  C.  En  envisageant  deux  ou  trois  formes  biqua- 
dratiques,  Pauteur  étudie  ensuite  diverses  autres  variétés  algébriques, 
systèmes  de  droites,  de  plans  et  d'hyperplans,  en  relation  avec  la  courbe  C. 


Série  IF],  Tomo  X,  tgo). 

Fubini  (G.).  —  Sur  les  fonctions  aiitomorplies  et  li\  peilticlisiennes 
de  plusieurs  \  ai  tables  indépendanles  (i-i  i). 

Ce  travail  fait  suite  au  Mémoire  de  l'auteur  :  Sulle  forme  quadratiche, 
Hermitiane  e  sui  sisteini  dl  tali  forme  {Altl  dell'Accademia  Gioenia^ 
Catane,  4*  série,  t.  WII).  M.  P'ubini  considère  un  espace  S^,  dont  l'élément 
linéaire  est  la  somme  des  éléments  linéaires  de  plusieurs  espaces,  à  deux  ou 
trois  dimensions  et  à  courbure  constante;  il  suppose  ((ue,  pour  ceux  de  ces 
espaces  qui  sont  k  trois  dimensions,  la  métrique  soit  celle  de  Lobachewski  :  à 
un  groupe  proprement  discontinu  de  mouvements  d'un  pareil  espace  corres- 
pond un  groupe  pioprement  discontinu  de  transformations  à  deux  variables  \,  a 
de  la  forme 

■{'h  ->t-  0  '  ya  +  S 

S'il  y  a  i  espaces  subordonnés  à  trois  dimensions  et  k  à  deux  dimensions,  ix 
tout  groupe  discontinu  de  mouvement  G  de  l'espace  S^  correspond  un  groupe 
discontinu  H  de  substitutions  linéaires  opérant  sur  "îi-y-k  variables  complexes, 
chacune  des  opérations  du  groupe  étant  le  produit  de  2i-hk  transformations 
linéaires  opérant  chacune  sur  une  seule  des  variables  :  l'auteur  donne  une 
méthode  générale  pour  la  construction  d'un  domaine  fondamental  d'un  pareil 
groupe.  A  l'aide  des  transformations  du  groupe,  il  construit,  à  la  manière  de 
Poincaré  et  de  M.  f^icard,  des  séries  qui  sont  multipliées  par  un  facteur 
constant  lorsqu'on  effectue  sur  les  variables  l'une  des  transformations  du 
groupe. 

L'auteur  généralise  ensuite  la  théorie  précédente  en  construisant  certains 
groupes  discontinus  opérant  sur  des  variables 

l(/-  {l  -  l,   2,   .  ..,  V\    i  =  1,2, "/  —  l), 

en  nombre  n^-\-  n^  . .  .-\-  ii^ — v,  chacune  des  transfonnaticjns  du  groupe  étant 
de  la  forme 


u\  — 


a)  ^u\-^. . . H-  a]  „  _ ,  -^ a'. 


a.,^Jl\-^...^a„^n^ 
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On  peut  construire  des  fonctions  invariantes    par  toutes   le?   transformations 
d'un  pareil  groupe. 

Les  groupes  ainsi  étudiés  comprennent   comme  cas  particuliers  les  groupes 
hyperabéliens  de  M.  Picard,  ainsi   que   les  groupes  étudiés  par  M.  Blumentha 
{Math.  Annalen.,  1908  ). 

Tedone  (O.).  —  Essai  d'une  théorie  générale  des  équations  de 
l'équilibre  élastique  pour  un  corps  isotrope  (second  Mémoire) 

(i3-64). 

Ce  Mémoire  fait  suite  à  celui  publié  par  Tauteur  au  Tome  VIII  des  Annali, 
Il  est  consacré  aux  problèmes  d'équilibre  élastique  pour  les  corps  isotropes 
limités  soit  par  deux  plans  parallèles,  soit  par  deux  sphères  concentriques.  La 
méthode  suivie  est  celle  du  premier  Mémoire. 

Si  le  domaine  considéré  est  le  domaine  S  compris  entre  les  deux  plans  t,,  3-„ 
d'équalions  respectives  ^  =  o,  ^  =  A,  la  fonction  de  Green  relative  à  ce  domaine 
peut  s'obtenir  de  la  façon  suivante.  Soit  A  un  point  de  S;  A,,  A^,  ...,  les 
images  sucessives  de  A  par  rapport  aux  plans  o-j,  «r^  altcrnalivemenl,  en  com- 
mençant par  a,  ;  A,,  K'.,,  ...,  les  images  successives  de  A  par  rapport  aux  mêmes 
plans,  mais  en  commençant  par  1.^.  Soient  t\,  r,^,  ...,  et  r[,  /Ç,  ...  les  distances 
respectives  de  ces  points  au  point  (  'i,  r,,  Ç  )  de  S  et  /-la  distance  de  A  au  même 
point.  Les  séries 


^"    \'  In  '  2 «-Ht  / 


considérées  comme  fonctions  de  ;,  o»  ^  dérinissent  dans  S  des  funclions  harmo- 
niques et  régulières;  g  prend  la  valeur  o  sur  (t,,  la  valeur  —  sur  z.r.  g'  prend  la 

valeur  o  sur  a.^,  la  valeur  -7-  sur  a,.  La  fonction  G  de  Green  relative  à  l'espace  S 
et  au  point  A  intérieur  à  S,  assujettie  à  s'aniuilcr  sur  T;  el  sur  c.,,  est  alors 

_   I  I  I         %^     T  i  Y'i  _i _i ^ 


On  peut  construire  d'une  façon  analogue  la  fonclion  de  Green  G  qui  est  nulle 
sur  a,  et  dont  la  dérivée  normale  est  nulle  sur  cr.,. 

A  l'aide  de  ces  fonctions  on  peut  construire  les  fondions  harnioniquos  régu- 
lières dans  S,  dont  on  donne  soit  les  valeurs  sur  t,  et  î...  soit  la  valeur  sur  t, 
et  la  valeur  de  la  dérivée  normale  sur  j..,  soii  les  valeurs  de  la  diM-ivce  iiormaU^ 
sur  a,  et  sur  u^. 

L'auteurlraite  alors  le  problème  de  l'équilibre  élastique  avcr  diverses  condi- 
tions aux  limites  en  se  donnant  certaines  dis  valeurs  de  it.  w  «v,  !..  M.  N  sur 
l'un  et  l'autre  plan. 

Le  cas  d'un  corps  limité  par  deux  sphères  concentriques  se  traite  d'une  façon 
analogue,  eu  introduisant  les  images  déduites  de  V  par  des  inversions  succes- 
sives par  rapport  à  Tune  el  à  l'autre  sphère. 
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Vitall  [G.).  —  Sjir  les  séries  de  fondions  analytiques  (60-82). 

Dans  quels  cas  une  série  de  fondions  analytiques  convergente  dans  un 
domaine  connexe  a-t-ellc  pour  somme  une  fonction  analyti(}ue  dans  ce  domaine? 
L'auteur  a  généralisé  dans  un  travail  antérieur  {Rendiconti  Istituto  Lotnbardo^ 
1900)  un  théorème  de  M.  Osgood  relatif  à  ce  sujet  :  il  reproduit  ici  la  démons- 
tration du  théorème  généralisé,  en  y  adjoignant  quelques  résultais  nouveaux. 

Un  premier  Chapitre  est  consacré  aux  familles  G  de  fonctions  de  variables 
réelles  définies  dans  un  intervalle  a,  b  et  comprises  entre  deux  limites  Hxes. 
L'auteur  y  établit,  d'apiès  les  travaux  d'Arzelà,  la  condition  nécessaire  et 
suffisante  pour  que  la  famille  G  admette  une  fonction  limite  continue. 

Dans  un  second  Chapitre,  les  résultats  précédents  sont  appliqués  à  la  démons- 
tration du  tiiéorème  de  M.  Osgood  généralisé  dont  voici  l'énoncé  ; 

Soit  une  série 

de  fonctions  analytiques  uniformes  dans  une  région  C  telle  que.  pour  tous  les 
points  de  C  et  pour  toutes  les  valeurs  de  n,  on  ait 

|s„(c)|>:m, 

M  étant  une  constante  fixe  et  S,,(3)  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la 
série  (i).  Il  existe  alors  une  ou  plusieurs  fonctions  analytiques  vers 
lesquelles  convergent  uniformément  certaines  suites  extraites  de  la  suite 

(2)  S.(.-).     S,(..),     ...,     S„(2). 

Si,  en  outre^  la  série  converge  en  une  infinité  de  points  admettant  un  point 
limite  intérieur  à  C,  la  suite  (2)  admet  une  fonction  limite  unique  vers 
laquelle  elle  converge  uniformément. 

Le  Chapitre  III  est  consacré  aux  séries  convergentes  de  fonctions  analytiques. 
L'auteur  y  établit  la  proposition  suivante  due  à  M.  Osgood  :  Si  une  série  de 
fonctions,  analy tiques  et  uniformes  dans  un  domaine  T,  converge  en  tout 
point  de  T,  il  existe  dans  toute  portion  de  T  un  domaine  partiel  Cdans 
lequel  la  série  représente  une  fonction  analytique  et  converge  uniformément 
vers  cette  fonction.  Il  peut  exister  dans  le  domaine  T  un  ensemble  dénoni- 
brable  de  domaines  C  extérieurs  les  uns  aux  autres  dans  chacun  desquels  la 
série  représente  une  (onction  analytique  el  converge  uniformément.  L'auteur 
en  construit  un  exemple. 

Le  Chapitre  IV  est  consacré  à  des  fondions  analytiques  ne  prenant  jamais 
certaines  valeurs  exceptionnelles.  L'auîeur  démontre  la  proposition  suivante  : 
Si  une  suite  de  fondions  analytiques  finies  et  uniformes  converge  en  tout 
point  d'un  domaine  C  simplement  connexe  et  si  en  outre  les  fonctions  consi- 
dérées ne  prennent  Jamais  les  valeurs  o  et  i,  la  suite  converge  vers  une 
fonction  analytique  finie  et  uniforme  dans  C.  Dans  cet  énoncé,  les  valeurs 
exceptionnelles  o  et  i  peuvent  être  lemplacées  par  deux  nombres  quelconques 
différents  p  et  q.  (Jn  peut  aussi  supposer  que  les  fonctions  u^  de  la  suite  ne 
prennent  jamais  les  valeurs  j)^^  et  7,,  vaiiables  avec  /i,  mais  tendant  vers  deux 
limites  finies  et  dilférentes  p  et  q. 
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Nicoletti  [O.).  —  Sur  une  équation  à  racines  réelles  (83-(j4). 

Ce  Mémoire  complète  celui  qui  a  été  publié  par  l'auteur  dans  le  Volume 
précédent  des  AnnalL  II  est  relatif  à  l'équation  en  w  obtenue  en  égalant  à 
zéro  le  discriminant  de  la  forme  A  +  2  Bo)  +  Cco^  oij  A,  B,  C  sont  trois  formes 
d'Hermite  de  première  espèce.  L'auteur,  en  faisant  diverses  hypothèses  sur  les 
formes  A,  B,  C,  indique  des  catégories  d'équations  de  cette  espèce  qui  ont 
nécessairement  toutes  leurs  racines  réelles. 

Blanchi  (L.).  —  Sur  quelques  classes  de  congruences  reclilignes 
dans  les  espaces  à  courbure  constante  (95-i45). 

Recherches  de  géométrie  non  euclidienne  relatives  aux  congruences  de  droites  : 
ces  congruences  peuvent  être  définies  en  se  donnant  l'une  des  nappes  S  de  la 
surface  focale  et,  en  chaque  point  de  S,  la  direction  du  rayon  de  la  congruence. 
On  en  déduit  les  éléments  de  la  deuxième  nappe. 

L'auteur  donne  des  formules  générales  relatives  aux  cas  où  la  surface  S  est 
rapportée  soit  à  ses  lignes  de  courbure,  soit  à  ses  lignes  asymplotiques  et  il 
applique  les  formules  trouvées  à  l'étude  de  trois  classes  particulières  de 
congruences  généralisant  des  classes  de  congruences  de  l'espace  euclidien  dont 
l'étude  est  bien  connue. 

1°  Congruences  de  GuicJiard,  dans  lesquelles  les  développabies  de  la 
congruence  coupent  les  deux  nappes  de  la  surface  focale  suivant  leurs  lignes  de 
courbure. 

La  détermination  de  ces  congruences  dépend  de  l'équation  aux  dérivées 
|)artielles 

=  sinO. 


du  ôv 


Deux  solutions  arbitraires  réelles  de  cette  équalioii  définissent  une  congruence 
de  Guichard  de  l'espace  elliptique;  deux  solutions  imaginaires  délinissont  une 
congruence  de  Guichard  de  l'espace  hyperbolique.  Ces  congruences  se  ratta- 
chent ainsi  aux  surfaces  pseudosphériques  de  l'espace  euclidien  et  celles  de  ces 
dernières  surfaces  qui  sont  imaginaires  ont  ainsi  une  représentali(»n  léelledans 
l'espace  hyperbolique. 

2°  Congruences  conformes  et  congruences  de  Thybaut.  —  l  ne  conntuence 
est  dite  conforme  lorsqu'on  obtient  une  représentation  conforme  de  l'une  îles 
nappes  de  la  surface  focale  sur  l'autre  nappe  en  faisant  correspondre  à  tout 
point  M  de  Tune  des  nappes  le  point  focal  M' de  l'autre  nappe  situé  avec  M  sur 
un  même  rayon  de  la  congruence.  Les  congruences  de  Thybaut,  ([iii  admettent 
deux  surfaces  minima  comme  nappes  de  la  surface  focale,  sont  des  congruences 
conformes  et  les  lignes  asymplot iijues  ainsi  que  les  lignes  de  courbure  se 
correspondent  dans  la  représentation  de  l'une  des  nappes  sur  l'aulre.  L'auteur 
étend  aux  espaces  elliptique  et  hyperbolique  les  propriétés  de  ces  congruences 
connues  dans  l'espace  euclidien  ainsi  (jue  leurs  rol.ilions  avec  les  détormccs 
du  paraboloïde  de  révolution. 

■>  Congruences   \V,o\i  congruences  pour  les(iucllcs  les  lignes  asyniptoliqncs 
se  correspondent  sur   les  deux  nappes  de  la  surface  focale,  ces  deux   nappes 
Bull,  des  Sciences  mat  héni.,  i"  série,  t.  XL.  (Mai   m)|''-)  I^-^ 
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ayant  en  outre  même  courbure  en  deux  points  corespondants.  Les  surfaces 
focales  de  pareilles  congruences  constituent  une  classe  de  surfaces  S  comprenant 
comme  cas  particulier  les  surfaces  à  courbure  constante.  De  toute  surface  S 
on  peut  déduire  cc^  nouvelles  surfaces  de  la  même  classe,  définies  comme 
secondes  nappes  de  la  surface  focale  des  go^  congruences  W  auxquelles  appar- 
tient la  surface  S  donnée.  Dans  le  cas  des  surfaces  à  courbure  constante,  la 
transformation  ainsi  définie  est  la  transformation  de  Bâcklund. 

Nielsen  {N.).    —    Sur  quelques  transformations  d'une    série   de 
puissances  (i 47-1  56)  (en  français). 

Soit  f{x)    une  fonction   holomorphc  dans  le   domaine  du   point  x  =  o.   La 

fia:) 
fonction     '  est  aussi  holomorphc;  soit 

V/l  —  37- 

sj  1  —  x^ 
son  développement  en  série.  Soit  d'autre  part 

le  développement  de  la  fonction  holomorphc  /(  — -^^  )•  Entre  les  coefficients 
de  ces  deux  séries,  l'auteur  établit  la  relation 


et  il  donne  les  régions  de  convergence  des  séries  qui  se  trouvent  dans  les  deux 
membres.  L'identité  précédente  permet  d'effectuer  le  prolongement  analyti(jue 
dans  un  certain  domaine  de  la  série  située  dans  le  second  membre. 

Autre  relation  analogue,  et  remplissant  le  même  but,  relative  aux  dévelop- 
pements  en    séries  de  — r  et   de   g"  /         '^ 1,  où    six)   est   une   fonction 

\'\-  x^  "  y  y/j  _  ;-2  y  o  V    / 

holomorphc  dans  le  domaine  du  point  x  —.  o. 

Cas  particuliers  et  applications  des  relations  obtenues.  Application  à  la  fonc- 
tion L,  „(^^),  en  désignant  par  L,  „(;r)  la  fonction  dont  l'auteur  s'est  occupé 
dans  le  Volume  précédent  des  Annali. 

Gebbia  (M.).    —    Les  déformations   typiques   des    corps    solides 
élastiques  (second  Mémoire)  (157-200). 

Suite  du  Mémoire  publié  par  l'auteur  sous  le  même  titre  au  Tome  VII  des 
Annali  et  que  nous  avons  analysé  précédemment.  L'auteur  se  propose  ici  de 
construire  les  expressions  analytiques  des  trois  déformations  qu'il  a  appelées 
typiques,  dans  le  cas  où  le  potenliel  d'élasticité  a  sa  forme  la  plus  générale. 
Pour  cela,  il  commence  par  considérer  une  force  appliquée  en  un  point  O  d'un 
milieu  élastique  indéfini  et  il  étudie  la  déformation  correspondante  du  n)ilicu, 
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qu'il  appelle  déformation  élémentaire  et  qui  constilue  rélémenl  analogue  à  la 

fonction  -  de  la   théorie  du  potentiel   ne^tonien.   Prenant  d"abord    le   point  O 

pour  origine  et  la  direction  de  la  force  connme  l'un  des  axes  de  coordonnées, 
il  détermine  les  composantes  du  déplacement.  Les  trois  axes  fournissent  ainsi 
trois  groupes  de  trois  fonctions.  La  construction  de  ces  neuf  fonctions  dépend 
de  la  recherche  d'une  solution  convenablement  choisie  d'une  équation  linéaire 
aux  dérivées  partielles  du  6"=  ordre  avec  des  coeflicients  constants  dépendant 
des  coefficients  d'élasticité.  A  l'aide  de  ces  neuf  fonctions,  l'auteur  donne  les 
expressions  analytiques  des  trois  déformations  typiques.  Puis  il  revient  à  l'équa- 
tion aux  dérivées  partielles  dont  il  s'agit  d'avoir  une  certaine  solution 
et  il  détermine  cette  solution  dans  un  cas  assez  étendu  pour  comprendre 
les  trois  cas  suivants  :  1°  corps  isotropes,  2°  corps  admettant  un  axe  d'élasti- 
cité, 3°  milieu  élastique  imaginé  par  Green  pour  expliquer  le  phénomène  de  la 
double  réfraction.  Ces  trois  cas  sont  étudiés  en  détail;  dans  le  cas  d'un  corps 
isotrope,  M.  Gebbia  retrouve  les  expressions  générales  des  trois  déformations 
typiques  qu'il  avait  obtenues  par  une  autre  méthode  dans  son  premier 
Mémoire. 

Guldberg  (A.).   —   Mémoire  sur  les  congruences  linéaires  aux 
différences  finies  (201-209)  (en  français). 

Extension  de  quelques  propriétés  des  congruences  algébriques  et  arilhnn- 
tiques  aux  congruences  dont  le  premier  membre  est  une  forme  linéaire  aux 
différences  finies  à  coefficients  entiers.  Système  complet  de  restes.  Solution 
d'une  congruence  linéaire  aux  différences  finies  de  degré  n.  Généralisation  du 
théorème  de  Fermât. 

Bigiavi  (C).  —  Sur  quelques  équations  différentielles  linéaires 
réductibles  (21  1-226). 

Ce  Mémoire  est  relatif  à  un  cas  général  de  réductihililé  des  équations  diffé- 
rentielles linéaires  à  coefficients  rationnels  pour  lesquelles  trois  seulement  des 
points  singuliers  sont  des  points  critiques  de  l'intégrale:  dans  l'énoncé  inter- 
viennent des  relations  entre  les  substitutions  subies  par  les  intégrales 
lorsqu'on  tourne  autour  des  points  critiques.  Dans  le  ras  du  second  ordre,  on 
obtient  la  condition  nécessaire  et  suffisante  suivante  :  pour  (|u'unc  équation 
linéaire  du  second  ordre,  à  coefficients  rationnels  et  admettant  seulenuM\t  trois 
points  critiques,  soit  réductible,  il  faut  et  il  suffit  que  la  sonnnc  ohtcMiue  en 
additionnant  entre  elles  une  racine  de  chacune  de  trois  équations  détiMininanics 
relatives  aux  trois  points  critiques  soit  réelle  et  entière.  Application  .1  liMpia- 
tion  hypergéométrique. 

Lenzi  (E.).  —  Sur  la  recltetrlte  d'une  (|iialritMn(^  mlri;t.»l(*  du 
second  degré  du  système  d'équations  diflércnliellcs  du  moiixc- 
nient  d'un  corps  solide  dans  un  liquide  indclini  (22--25o). 

Soient  II,  \,  \V  les  composantes  de  la  vitesse  de  l'onginc  diin  s\  stcnic  d'.ivos 
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rectangulaires  liés  au  corps  solide  par  rapport  à  ces  axes  mobiles,  P,  Q,  H  les 
composantes  île  la  rotation  instantanée  par  rapport  aux  mêmes  axes.  I^osons 

_  dT  _  dT  _    âT 

_  dT  _  àT^  _  ÔT 

où  T  est  l'énergie  cinétique,  fonction  homogène  et  du  second  degré  en  x-,  y-. 
Les  équations  du  mouvement  du  corps,  sous  la  forme  donnée  par  Clebsch, 
admettent  les  intégrales  premières 

^1 -h  JP2  + -273  =  const.,         ;r,  j', -f- ^.^^^2+ ^3  jK3^=  const.,         T  =  const. 

Clebsch  a  recherché  à  quelles  conditions  il  existe  une  qualrièine  intégrale  du 
second  degré.  Aux  cas  trouvés  par  Clebsch,  M.  Stekloff  a  ajouté  un  nouveau 
cas.  L'auteur  démontre,  a  priori,  qu'on  n'a  pas  ainsi  tous  les  cas  possibles,  car,  en 
désignant  par  cp  l'intégrale  cherchée,  il  y  a  réciprocité  entre  T  et  cp.  Au  cas 
trouvé  par  jM.  Stekloli'  doit  donc  correspondre  un  cas  corrélatif.  L'auteur 
reprend  la  question  en  recherchant  systématiquement  les  conditions  d'existence 
d'une  quatrième  intégrale  et  l'expression  de  cette  quatrième  intégrale  :  il 
retrouve  ainsi  tous  les  cas  déjà  connus  en  même  temps  que  ce  cas  nouveau;  ce 
dernier  a  été  également  trouvé  par  M.  Liapounoff,  mais  par  une  méthode 
entièrement  différente. 


Fano  (G.).  —  Recherches  sur  la  variété  cubique  générale  de 
l'espace  à  quatre  dimensions  et  sur  Jes  espaces  pluritangents  à 
cette  variété  (25i-285). 

Dans  ce  Mémoire  sont  traitées  quelques  questions  de  caractère  projectif 
concernant  la  variété  cubique  générale  (sans  points  doubles)  de  l'espace  à 
quatre  dimensions.  L'auteur  détermine  en  particulier  les  espaces  tangents  à 
cette  variété  en  2,  3  ou  4  points  différents,  il  donne  quelques  propriétés  de  la 
surface  relatives  à  ces  espaces  et  il  traite  à  ce  sujet  diverses  questions  de  géo- 
métrie énumérative. 

Nielsen  {N.).  —  Recherches  sur  les  polynômes  et  les  nombres  de 
Slirling  (286-3  18)  (en  français). 

Ce  Mémoire  contient  d'abord  un  aperçu  de  la  théorie  des  polynômes  de 
Bernoulli;  l'auteur  montre  les  relations  qui  existent  entre  ces  polynômes  et  la 
fonction  Ç  de  Kiemann;  il  montre  aussi  comment  ces  polynômes  permeiteiit 
d'exprimer  les  sommes  des  puissances  semblables  des  n  premiers  nombres 
entiers. 

Les  nombres  cle^  Stirling  de  rang  n -\-  i  sont  les  nombres  C/^  ^  définis  par 
l'identité  en  x 

x{x -\- I).  ■.  {x-^  n)  =2]    C«+i^"+'-^ 

s  =  <) 
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Les  nombres  de  Slirling  de   rang   —  («  +  i)   sont  les   nonribres  C^+j   définis 
par  l'égalité 

.V  ^  00 

— -  =  >     ,  \a:\>n. 

n  )       jLjl    /t  +  I  +  s 


X(^X  ^  \).  .  .{X  +  11) 


S  =  Ç, 


L'auteur  établit  des  relations  entre  ces  nonnbres  et  les  nombres  de  Bernoulli, 
ainsi  que  diverses  formules  de  récurrence.  Il  démontre  que  les  nombres  C//4-1 
et  <!I^//+i  de  Stirling  peuvent  s'exprimer  sous  la  forme  de  polynômes  entiers  en 
n  du  degré  ar,  à  coefficients  rationnels  indépendants  de  n. 

Tous  les  nombres  de  Stirling  dont  l'indice  supérieur  a  une  valeur  donnée  /• 
peuvent  être  calculés  à  l'aide  du  polynôme  W^^{x)  de  degré  ir  en  x  vérifiant 
l'équation  aux  différences  finies 


et  les  conditions 


xV,^{x  +  x)=^W,Xx)-\-{x-ri)y\\^_^{x). 


'^\{x)-=\,         W^(o)  =  o     pour     /•  >  o, 


L'auteur  démontre  qu'on  a,  pour  /•  >•  o, 

W.^^.  (x)  =  {x  -^i)x{x  —  !)...{ ^  —  r  -^  i)  ^^^i  {x), 

où  ^r-i(^)  ^^^  ""  polynôme  entier  en  x  de  degré  /■  — i.  Ce  sont  ces  poly- 
nômes ^^_i{x)  que  l'auteur  appelle  polynômes  de  Stirling.  Il  donne  des 
formules  de  récurrence  pour  le  calcul  des  coefficients  de  ces  polynômes  ainsi 
que  le  calcul  explicite  des  six  premiers  de  ces  polynômes,  d'où  l'on  déduit  le 
calcul  des  nombres  de  Stirling,  pour  n  quelconque,  et  /' ^  6,  à  l'aide  des  for- 
mules suivantes  qui  relient  les  nombres  de  Slirling  aux  polynômes  de  Stirling: 

(gr,^,  =  (_i)'-i  ^^^^^'  W,._,(-  n  -  .). 


Nielsen  (N.).  —  Note  sur  quehjues  applic  liions  analytiques  des 
polynômes  de  Stirling  (Sig-SiS). 

Élude  de  quelques  séries  de   puissances  dont   les    cocfli'Ments   s'expriment    à 


"log(i  —  .^•) 
l'aide  des   polynômes   de  Stirling.  Développements  de  log     — -^ 

Conséquences  relatives  aux  nombres  de  Slirling. 

S.  Lattes. 


et  (le 
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RENOrCONTI    DEL    GIRGOLO    MATEMA^TIGO    DI    PALERMO. 
Tome  XFIl,  1899  (i).  (i'*  Partie  :  Memorie  e  Com niiitiica zioni.) 

De  Franchis  {M.).  —  Réduction  des  faisceaux  de  courbes  planes 
de  genre  2  (i  -2-). 

Ce  travail  se  i^attaclie  à  des  recherches  classiques  sur  là  réduction  des  sys- 
tèmes linéaires  de  courbes  planes;  il  se  divise  en  deux  parties.  Dans  la  pre- 
mière, l'auteur  recherche  tous  les  systèmes  possibles  a  piiori,  et  birationnel- 
lement  distincts;  dans  la  seconde,  il  étudie  l'existence  elTective  des  systèmes 
ainsi  obtenus.  La  première  partie^  de  nature  arithmétique,  repose  sur  la  dis- 
cussion des  égalités 

'  '  2  2 

et  de  quelques  inégalités  évidentes  {n,  degré  des  courbes;  /■„  ordre  du  point- 
base  A,).  En  cherchant  à  abaisser  l'ordre  n,  moyennant  des  transformations 
crémoniennes  dont  les  points-base  coïncident  avec  quelques-uns  des  A-, 
l'auteur  obtient  sept  types  arithméliquemenl  possibles.  La  seconde  partie  est 
d'allure  géométrique;  la  considération  des  systèmes  adjoints  et  l'emploi  de 
courbes  auxiliaires  permettent  d'éliminer  l'un  des  systèmes  et  de  construire 
elTectivement  les  autres.  L'auteur  retrouve  notamment  des  faisceaux  de  sex- 
tiques  à  neuf  points  doubles  étudiés  par  Halphen. 

Daniele  {E .).  —  Sur  l'équilibre  des  réseaux  (28-85). 

Appelons  réseau  {rete,  filet)  une  surface  flexible  et,  en  général,  extensible, 
mais  telle  que  toutes  les  courbes  des  deux  systèmes  u  =  const.,  v  =  const, 
soient  inextensibles;  ces  courbes  seront  les  Jils  du  réseau.  L'auteur  se  propose 
d'étudier  l'équilibre  d'une  telle  surface  en  se  servant  des  méthodes  données  par 
Beltrami  pour  les  surfaces  flexibles  et  inextensibles.  Il  considère  un  réseau 
comme  un  système  déformable  soumis  aux  liaisons  SE  =  o  =  6G.  L'application 
du  théorème  des  vitesses  virtuelles  et  des  multiplicateurs  de  Lagrange  lui 
fournit  les  équations  indéfinies  et  les  conditions  aux  limites;  si  l'équilibre  est 
réalisé,  les  composantes  des  forces  suivant  les  courbes  coordonnées  et  la  nor- 
male s'expriment  au  moyen  des  symboles  de  Christofl'el;  enfin  les  multiplica- 
teurs de  Lagrange  fournissent  les  tensions.  Puis  l'auteur  énonce  le  théorème 
suivant  :  Un  système  de  forces,  qui  tient  en  équilibre  une  surface  flexible 
et  inextensible,  tient  aussi  en  équilibre  un  réseau  dont  les  fils  sont  formés 
par  deux  systèmes  de  lignes  de  la  surface,  conjugués  par  rapport  aux 
tensions.  On  peut  ainsi  transporter  aux  réseaux  tous  les  théorèmes  relatifs  aux 
surfaces  flexibles  et  inextensibles.  Comme  application,  l'auteur  examine  des  cas 
où  les  fils  admettent  une  définition  géométrique  remarquable  :  il  en  est  ainsi  pour 


(')  Voir  fUilL  des  Se.  math.,  t.  XXXIX,,  p.   ivj-i  1» 
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les  surfaces  de  révolution,  les  surfaces  réglées,  et  les  surfaces  développables. 
Puis  il  étudie  le  problème  suivant  :  connaissant  en  chaque  point  du  réseau  les 
composantes  d'un  système  de  forces  suivant  les  fils  et  la  normale,  trouver  les 
conditions  auxquelles  doivent  satisfaire  ces  composantes  pour  que  le  système 
maintienne  le  réseau  en  équilibre»;  ces  conditions  revêtent  diverses  formes  où 
interviennent  notamment  les  paramètres  de  Christoffel;  l'auteur  montre  qu'elles 
ne  se  réduisent  pas  à  des  identités.  Enfin,  il  termine  en  recherchant  dans  ce 
problème  l'expression  des  tensions  :  en  général,  elles  peuvent  se  déterminer 
sans  intégration;  mais,  dans  certains  cas,  il  n'en  est  plus  ainsi.  La  cir- 
constance la  plus  remarquable  se  produit  lorsque  les  fils  forment  le  faisceau 
des  asj^mptotiques  :  on  est  alors  ramené  à  intégrer  une  équation  hyperbolique 
de  Laplace. 

Vivanti  (G.).  —  Sur  les  ensembles  parfaits  (86-88). 

L'auteur  donne  une  démonstration  nouvelle  du  théorème  de  G.  Cantor  :  tout 
ensemble  fermé  P  peut  toujours  se  décomposer  en  un  ensemble  dénombrable  R 
et  un  ensemble  parfait  S;  il  établit  en  outre  que  la  décomposition  n'est 
possible  que  d'une  seule  façon.  La  démonstration  repose  sur  les  lemmes  sui- 
vants : 

L  Si  un  ensemble  parfait  se  décompose  en  deux  ensembles  dont  l'un  est 
fermé,  Vautre  est  dense  en  lui-même  et  a  une  puissance  supérieure  à  la 
première. 

IL  L'ensemble  des  points  communs  à  deux  ensembles  parfaits  est  fermé. 

Pizzetli  {P.).  —  Nouvelle  démonstration  de  certains  théorèmes 
relatifs  aux  fonctions  sphériques  contenus  dans  une  Note  du 
professeur  Paci  (8()-9i). 

Gegenbaue?'  {L.).  —  Généralisation  de  quelques  théorèmes  sur 
les  fonctions  sphériques  contenus  dans  une  Note  du  professeur 
Paci  (c)'^-()'|). 

Ces  deux  Notes  se  rapportent  à  un  travail  de  M.  Paci  sur  le  calcul  de  la 
densité  d'une  couche  ellipsoïdale  équipotenliellc  {Lincei liendic,  5",  Vil,  IS98, 
p.  i3i-i38). 

Enriqucs  {F.).  —  Une  propriété  des  séries  continues  de  courbes 
appartenant  à  une  surface  algébrique  régulière  (95-98). 

L'auteur  établit  le  théorème  suivant  :  Sur  une  surface  régulière  ip„  =  />^) 
toute  série  continue  de  courbes  C  est  contenue  totalement  dans  un  système 
linéaire.  La  démonstration  repose  sur  la  considération  de  deux  systèmes 
linéaires  complets  [K]  et  [K,]  contenant  totalement  deux  séries  rationnelles 
formées  chacune  de  m  courbes  C.  L'étude  du  système  subadjoint  à  |K]  et 
l'application  du    principe   «  de  la  conservation   des  entiers  »   montrent   t|ue  les 
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courbes  C  sont  contenues  totalement  dans  le  système  [K  —  {m  —  i)C].  La 
démonstration  peut  se  simplifier  à  l'aide  d'un  théorème  de  M.  Castclnuovo  sur 
la  série  caractéristique  d'un  système  linéaire  complet. 

Alagna  (/?).  —  Des  congruences  hinomes  relatives  à  un  module 

premier/?,  ou  à  une  de  ses  puissances,  dans  le  cas  où 

un  nombre  premier,   ou  le  double   d'un  nombre  premier  (99- 
129). 

Ce  travail  renferme  des  formules  générales  permettant  d'éviter  les  essais  aux- 
quels conduit  la  méthode  des  racines  primitives.  L'auteur  envisage  successive- 
ment les  deux  cas  où  p  est  de  la  forme  4A  -h  i  et  4^  +  3  ;  dans  chaque  cas,  il 
recherche  les  exposants  auxquels  appartiennent  les  nombres  1,  2,  ...,/? — i  ; 
puis  il  étudie  les  congruences 

x"^ — I  ^E  o,         X'" — N  Hs  o         (mod/?) 

et 

:r"'— N  =  o        (mod/j^)        (  m  =  2,  4,  A,  2  A,  4  A). 

De  Franchis  (il/.).    —   Réduction  des  systèmes  linéaires  00^  de 
courbes  planes  de  genre  3,  pour  A  >>  i  (i3o-i6*o). 

L'auteur,  poursuivant  les  recherches  qu'il  a  publiées  au  début  de  ce  Tome, 
aborde  les  systèmes  oo*^(/i:>i)  de  courbes  planes  de  genre  3.  Le  Mémoire 
actuel,  comme  le  précédent,  se  divise  en  deux  parties,  arithmétique  et  géomé- 
trique; en  définitive,  l'auteur  obtient,  par  une  méthode  analogue  à  la  précé- 
dente, 12  systemesbirationnellementdistincts.il  s'attache  surtout  aux  systèmes 
surabondants  (la  surabondance  est  l'excès  de  la  dimension  effective  d'un  sys- 
tème sur  sa  dimension  arithmétique,  calculée  sans  tenir  compte  des  relations 
entre  les  points-base).  Les  recherches  de  M.  Castelnuovo  avaient  déjà  montré 
que  les  seuls  systèmes  surabondants  de  genre  3  et  de  dimension  supérieure  à  1 
sont  de  trois  espèces  :  ou  c»^  de  degré  4?  ou  oo^  de  degré  3,  ou  00^  de  degré  2. 
M.  de  Franchis  définit  explicitement  tous  ces  systèmes;  il  en  existe  respec- 
tivement 7,  4  et  9  pour  les  trois  espèces  précédentes. 

Gerbaldi  (F.).   —    Sur  le  groupe  simple    de    36o    coUinéations 
planes  (161-199). 

Ce  Mémoire  est  la  suite  d'un  travail  antérieur  du  même  auteur,  inséré  au 
Tome  XII  de  ce  Recueil  (p.  23-(j4).  Reprenons  les  mêmes  notations;  l'auteur 
établit  les  relations 

6  6 

3{u,x,^  w^x^-h  u,x,y-  =  'V  /, cp,  =^  f.  cp'. , 

les /■,/';•  étant  calculées  au  point  {Xy,  x.^,  x.^);  lescp^,  cp'^,  sur  la  droite  (w,,  m^,  «3). 
Annulons  le  discrirrnnanl  de  l'éciualion   /.fi'^i  considérée   comme   forme  qua- 
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dratique  en  MpM.^,  m,;  nous  aurons  une  identité  0'(/)=o;  on  aurait,  de 
même,  0'(ï)')  =  o,  e(/')  =  o,  8(9)  =o.  Ces  relations,  du  troisième  degré, 
invariantes  par    les  transformations   de   G-^ç^,   jouent   un    rôle    important  dans 

6 

le  Mémoire.   A  toute  conique  y  définie  par  l'équation     7  ^/fi^  o,   l'auteur  fait 

1 
correspondre  le  point   de  l'espace  R.,  dont  les  coordonnées  homogènes  sont  /■; 
l'équation  ©'(/)  =  0  représente  alors  une  variété  cubique  de  H^.   Mais,  si  l'on 
substitue  au    sextuple  fondamental  S   le    sextuple  associé  S',  l'équation   de  y 

6 

s'écrira    ^^rf'/  =  0  et  les  //  sont  liés  homographiquement  aux  l  ;  dansées  rela- 

1 
tions  homographiques  remplaçons  li  par  — — -  :  on    obtient  ainsi  une  trans- 

formation  corrélative  qui  change  les  sextuples  S  et  S';  multipliée  par  les 
transformations  de  63^^,  cette  transformation  engendie  un  groupe  étendu  r.„g 
dont  l'auteur  étudie  systématiquement  les  sous-groupes.  De  plus,  il  existe 
encore  entre  quatre  des  fonctions  /  (  par  exemple  )  des  relations  biquadratiques, 
auxquelles  correspondent  des  surfaces  de  Steiner.  Enfin  M.  Gerbaldi  termine 
ce  second  Mémoire  en  introduisant  deux  sextuples  remarquables  de  quadriques 

dans  Rj  :  l'un  d'eux,  par  exemple,  comprend  les  surfaces  -  j-^  =  o. 

De  Franchis  (M.).   —   Sur  les  réseaux  suiabondanis  de  (  ourbes 
planes  de  genre  "i  (200-201). 

L'auteur  signale  une  omission  dans  un  travail  de  I\L  Martinetti. 

Bourlet  (C .),  —  Sur  la  délemnination  de  la  surface  d'une  piste  de 
vélodrome  (202-209). 

Proposons-nous  le  problème  suivant  :  Trouver  une  surface  telle  que.  en  cha- 
cun de  ses  points^  il  existe  une  relation  donnée  entre  la  pente  du  plan  tan- 
gent et  le  rayon  de  courbure  de  la  ligne  de  niveau  qui  passe  en  ce  point. 
M.  C.  Bourlet  montre  qu'on  est  conduit  à  une  équation  de  Monge-Ampère,  en 
général  non  intégrable.  Après  avoir  démontré  qu'il  existe  toujours  une  solution 
déterminée,  l'auteur  la  calcule  ex|)liciicmcnt  quand  la  ligne  de  niveau  imposée 
comme  donnée  à  la  frontière  est  un  cercle. 


Lovett  [E .-O.).  —   Note  sur  les  transformations  de  conlacl  des 
surfaces  développables  (210-224). 

Cette  Note  contient  sous  forme   finie  l'expression  de  toutes  les  transforma- 
tions de  contact  qui  laissent  invariante  l'équation 


A.     P12 


Pu, 

P:n 


/^.l    Pni    •••    P.,„ 
Les  calculs  sont  développés  seulement  dans  le  cas  où  /?  =  3 . 
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Almansi  {E.).  —  Sur  la  recherclie  des  fonctions poljharmoniques 
clans  une  aire  plane  simplement  connexe  et  satisfaisant  à  des 
conditions  à  la  frontièi^e  données  (225-262). 

Considérons  une  aire  intérieure  à  un  contour  fermé  y  et  admettant  une 
représentation  conforme  sur  le  cercle  au  moyen  de  polynômes  harmoniques; 
M.  Almansi  donne  une  méthode  pour  intégrer  l'équation  A(^")  =  0  connaissant 
les  valeurs  prises  le  long  du  contour  y  par  la  fonction  inconnue  et  ses  n  —  i 
premières  dérivées  normales.  La  méthode  repose  sur  les  lemmes  suivants  : 

I.  Toute  fonction  (n)  —  harmonique  peut  se  mettre  sous  l'une  ou  l'autre 
des  formes 

n  —  1  n  —  1 

\   X'  u-        ou  y    (  /-^  —  I  y'  (V -, 

les  u-  et  les  w-  étant  harmoniques. 

II.  A  toute  fonction  harmonique  v,  on  peut  en  faire  correspondre  une 
seconde  r'  telle  que  l'on  ait 

ùv  ôv'  àv'        ,  ôv  ôv'  ôi^' 

ôx  ùx  Oy  '  dy  Oy       "^  ôx         ^ 

h  y  et  /i.-;  étant  deux  constantes. 

Dans  l'application  de  ces  lemmes,  ces  constantes  se  déterminent  au  moyen  des 
conditions  à  la  limite.  L'auteur  applique  ses  formules  au  cas  où  y  est  un  lima- 
çon de  Pascal. 

Vivanti  (G.).  —  Sur  le  concept  de  dérivée  dans  la  théorie  élémen- 
taire des  fondions  analytiques  (263-2^3). 

La  théorie  des  fonctions  analytiques  de  Weierstrass,  basée  sur  les  propriétés 
des  séries  de  puissances,  est  déjà  indépendante  du  concept  d'intégrale  curvi- 
ligne; la  Note  de  M.G.Vivantia  pour  but  de  l'afiranchir,  en  outre,  du  concept 
de  dérivée  tel  qu'il  est  exposé  d'habitude.  A  cet  ed'et,  l'auteur  définit  la  dérivée 
d'une  série  de  puissances  par  un  procédé  purement  formel;  puis  il  retrouve  les 
propositions  classiques  du  calcul  différentiel. 

Morale  (M.).    —  Involutions   de  degré   n  et   d'espèce   i  dans  un 
espace  an  —  1  dimensions  (2^4*284). 

Les  courbes  d'ordre  n  passant  par  n  -+-  2  points  d'un  espace  S„  rencontrent 
un  espace  ii„_j  en  n  points;  elles  déterminent  sur  2„_j  une  involution  de 
degré  n.  Le  lieu  de  ses  points  k-upies  est  une  variété  à  n  —  k  dimensions  et  de 
l'ordre  k\.  Lorsqu'un  point  décrit  une  variété,  les  n — i  autres  pointsdécri- 
vent  une  variété  dite  conjuguée  de  la  première;  l'auteur  étudie  les  relations 
générales  entre  deux  variétés  conjuguées. 
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Poincaré [IL).  —  Complément  à  VAnalysis  situs  ('285-343). 

Dans  un  Mémoire  du  Journal  de  l'École  Polytechnique  (')  intitulé  Ana- 
lysis  situs,  l'auteur  avait  énoncé  le  théorèntie  suivant  :  Pour  toute  variété 
fermée,  les  nombres  de  Betti  également  distants  des  extrêmes  sont  égaux. 
Or,  dans  sa  dissertation  inaugurale  (-).  M,  P.  Heegaard,  revenait  sur  cette 
question;  et,  d'après  lui,  l'énoncé  et  la  démonstration  du  théorème  seraient 
entièrement  erronés.  Il  fallait  donc  élucider  complètement  la  question  :  tels 
sont  l'origine  et  le  but  du  complément  à  VAnalysis  situs. 

Voici  maintenant  la  conclusion  du  Mémoire  :  il  existe  deux  définitions 
distinctes  des  nombres  de  Betti  :  celle  de  Betti  lui-même  et  celle  de  VAna- 
lysis situs;  le  théorème  en  question  n'est  vrai  que  pour  la  seconde  définition. 
Mais  la  démonstration  de  VAnalysis  situs  est  insuffisante;  le  théorème  doit 
être  établi  par  une  méthode  absolument  différente. 

Examinons  d'abord  les  définitions  des  nombres  de  Betti.  Soit  V  une  variété 
fermée  à  p  dimensions;  et  soient  ^,.  v^,  ...,  v,^,  n  variétés  indépendantes  à 
q  dimensions,  situées  dans  V;  si,  quelle  que  soit  la  variété  c',,^,,  on  peut  trouver 
une  variété  située  dans  V  et  dont  v^,  .  . .,  v^^^  constituent  la  frontière  complète, 
on  dit  que  le  nombre  de  Betti  est  égal  à  /i -f  i  pour  les  variétés  à  q  dimensions. 
Mais  il  faut  préciser  le  mot  indépendantes  :  ou  bien,  on  entend  par  là  qu'il 
n'existe  aucune  variété  à  ^+i  dimensions  dont  v^,  ...,  v,^  prises  chacune  une 
fois  constituent  la  frontière  complète;  on  a  alors  la  première  définition,  et 
l'on  écrit  avec  H.  Poincaré  que  l'homologie  f,-h. .  .H- v^„~  o  n'a  pas  lieu;  ou 
bien  on  affirme  par  le  même  mot  qu'il  n'existe  aucune  variété  dont  t',,  ....  t'„ 
prises  chacune  un  nombre  de  fois  arbitraire  consùluenl  la  frontière  :  en  d'autres 
termes,  il  n'existe  aucune  homologie  ^j  t",  H-.  •  .4-\,  t^„~  o,  où  les  \  sont  des 
entiers  positifs  ou  négatifs,  et  c'est  là  la  seconde  définition.  Elle  peut  évidem- 
ment conduire  à  un  nombre  de  Betti  plus  petit  que  la  première  :  c'est  ce  qui 
arrive  avec  l'exemple  de  M.  Heegaard,  et  avec  un  autre  exemple  dû  à  II.  Poin- 
caré lui-même. 

Esquissons  maintenant  la  méthode  de  l'auteur.  On  peut  toujours  remplacer 
la  variété  V  par  un  polyèdre  homéomorphe  P  ;  à  l'aide  d'un  Tableau  arithmé- 
tique T,  H.  Poincaré  calcule  les  nombres  de  Betti  réduits  relatifs  à  ce  polyèdre; 
le  terme  réduit  signifiant  que,  dans  la  définition  des  nombres  de  Betti,  on 
n'envisage  que  les  variétés  v  linéairement  indépendantes,  obtenues  en  combi- 
nant les  variétés  constitutives  du  polyèdre.  On  démontre  d'ailleurs  que  les 
nombres  de  Betti  réduits  sont  identi(iucs  aux  nombres  de  Betti  proprement 
dits,  définis  de  la  seconde  façon.  Gela  étant,  l'auteur  constate,  au  moyei»  du 
Tableau  T,  que  le  nombre  de  Betti  réduit,  d'ordre  q,  peur  le  polyèdre  P  est 
égal  au  nombre  de  Betti  réduit  d'ordre />  —  q  pour  le  polyèdre  P',  réciproque 
de  P,  qu'on  définira  tout  à  l'Iioure.  Or,  on  vertu  même  de  la  réciprocité,  les 
nombres  de  Fîetti  réduits  d'ordre  q  sont  identi(jues  pour  les  diMix  polyèdres  : 
dès  lors,   la   conclusion  est  immédiate. 

Entrons  enfin  dans  quelques  détails.  Désignons  par  a^  les  vaiiétes  à  q  dimen- 
sions du  polyèdre;  par  définition,  on  a  la  congruence 


(3)  «j-v^:o^'y 


7    t 


(')  ■.>"  série,  i"''  cahier,  p.   i-rii. 
('-')  Kopeidiavn,   i8ij8. 
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où  les  t'jj  sont  égaux  à  o,  +  i,  ou  —  i  suivant  que  «J  '  n'est  pas  frontière 
de  af,  ou  bien  est  frontière  et  en  relation  directe  ou  inverse.  L'ensemble  des 
relations  (3)  où  i  et  ^  prennent  toutes  les  valeurs  possibles  s'appelle  le  schéma 
du  polyèdre.  Des  congruences  (3)  on  déduit  les  homologies 


supposons  les  aj  simplement  connexes;  on  démontre,  en  déformant  au  besoin 
ces  variétés,  qu'il  ne  peut  exister  entre  elles  aucune  autre  homologie  :  ce  point 
est  essentiel  dans  la  démonstration.  Enfin,  les  £  doivent  satisfaire  aux  équations 


(5)  Y. 


f.£97^ 


e/.e 


îJVh 


Appelons  a^  le  nombre  des  variétés  aj  et  P  le  nombre  de  Betti  réduit  corres- 
pondant. Le  scbéma  du  polyèdre  et  les  équations  (5)  conduisent  immédiate- 
ment à  la  formule 


^-V 


(p,,-,-0+...±(p.-i) 


identique  à  la  formule  d'Euler  généralisée,  de  VAnaljsis  situs^  mais  où  les  P 
seraient  remplacés  par  les  nombres  réduits.  Cela  étant,  subdivisons  chaque 
variété  aÇ  en  plusieurs  autres  b^^ ;  soient  b^-'^  les  frontières  des  b^^,  b^J''  celles 
des  b^  ,  ...  ;  on  aura  ainsi  un  polyèdre  P'  dérivé  Au.  premier.  A  cette  subdi- 
vision correspond  un  schéma  indicateur;  en  s'appuyant  sur  ce  schéma  et  sur 
l'hypothèse  que  les  «J  sont  simplement  connexes,  on  démontre  que  la  subdi- 
vision n'allère  pas  le  nombre  de  Betti  réduit.  Dès  lors,  soit  W  une  variété  à 
q  dimensions  située  sur  P;  on  peut  toujours  construire  un  polyèdre  P',  dérivé 
de  P,  et  tel  que  W  soit  une  combinaison  des  èj  du  polyèdre  P'  :  on  a  donc 
démontré  l'identité  des  nombres  de  Betti  réduits  avec  les  nombres  de  Betti  de 
la  seconde  définition. 

Il  s'agit  maintenant  de  définir  le  polyèdre  réciproque  P';  le  procédé  de 
H.  Poincaré  revient  à  décomposer  chaque  case  en  tétraèdres  généralisés.  Asso- 
cions ces  tétraèdres  suivant  une  nouvelle  loi  :  on  obtient  ainsi  un  polyèdre 
homéomorphe  au  polyèdre  réciproque.  Pour  donner  une  idée  de  la  loi  adoptée 
par  l'auteur,  plaçons-nous  dans  l'espace  ordinaire;  décomposons  chaque  face 
d'un  cube  en  huit  triangles  par  ses  axes  de  symétrie;  et  associons  les  six 
triangles  adjacents  à  chacun  des  sommets  pour  n'en  faire  qu'une  seule 
face  :  le  polyèdre  qui  admettra  ces  huit  nouvelles  faces  sera  homéomorphe  à 
l'octaèdre  régulier  qui  est  ainsi  le  réciproquedu  cube.  Or  on  démontre  la  pro- 
position suivante  :  Le  nombre  des  congruences  distinctes  entre  les  variétés  à 
q  dimensions  est  le  même  pour  P  et  P',  en  ne  considérant  pas  des  con- 
gruences comme  distinctes^  quand  une  combinaison  linéaire  des  premiers 
membres  de  ces  congruences  est  homologue  à  zéro.  D'où  cette  conséquence  : 
P,,=  P'. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  définir  le  Tableau  T;  pour  p  =  4  ce  Tableau  est  de  la 
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forme 


a.,. 

I    o    . 
o    I    . 


a, 


o  o   .    .    I       s  e    .    .    e 
£   £    .    .    £       o  o   ,    ,   o 

£     £     .     .     £  o    o     .     .     o 


il  a  a.^+a.,  colonnes,  ca^-h  ot.^  lignes.  Les  éléments  des  a3  dernières  colonnes  sont 
les  £//  (ou  des  o);  les  éléments  des  a,  dernières  lignes  sont  les  e/y  (ou  des  o). 
En  opérant  par  permutation,  addition  ou  soustraction  des  lignes  ou  des  colonnes, 
on  obtient  une  transformation  arithmétique  du  Tableau;  on  opérant  en  outre  par 
division  on  obtient  des  transformations  algébriques;  ces  dernières  sont  inter- 
dites avec  la  première  définition  des  nombres  de  Betti.  On  peut  effectuer  les 
transformations  de  façon  à  simplifier  la  forme  du  Tableau;  lorsque  la  simpli- 
fication est  la  plus  grande  possible,  le  Tableau  est  dit  réduit.  Sa  constitution 
permet  alors  de  trouver  toutes  les  congruences  et  les  homologies  possibles;  et 
par  permutation  des  lignes  et  des  colonnes  on  passe  au  polyèdre  réciproque;  on 
déduit    de   là  l'égalité  P        =  P'.   Le    théorème    en    question  résulte  donc    du 

o  p-q  ^ 

rapprochement  de  cette  égalité  avec  l'égalité    précédemment  obtenue. 

Le  Mémoire  se  termine  par  l'exposé  d'un  certain  nombre  de  résultats  complé- 
mentaires. D'abord,  la  démonstration  d'une  proposition  auxiliaii'e,  établie  et 
utilisée  dans  VAnalysis  situs  et  critiquée  par  M.  Heegaard;  puis,  un  critérium 
pour  reconnaître  à  l'aide  de  T  la  coïncidence  des  deux  définitions  de  Betti;  puis, 
un  nouveau  procédé  pour  former  toutes  les  homologies  du  polyèdre.  Ce  procédé, 
de  nature  arithmétique,  ne  s'appuie  que  sur  les  propriétés  des  schémas  et  des 
tableaux;  il  ne  présuppose  pas  l'existence  du  polyèdre.  Enfin,  l'auteur  termine 
en  montrant  qu'il  est  possible  d'effectuer  la  subdivision  des  a^  en  6,  de  telle 
sorte  que  toutes  les  variétés  introduites  soient  simplement  connexes.  Sa 
démonstration  utilise  la  définition  la  plus  générale  des  variétés  par  le  prolon- 
gement analytique;  elle  s'appuie  sur  une  perspective  de  la  variété  elTecluée 
d'un  point  intérieur  comme  centre  :  à  l'aide  des  rayons  perspectifs  on  peut 
décomposer  la  variété  en  tétraèdres  ou  troncs  de  tétraèdres  généralisés. 

Picard  {h\).   —  Sur  les  systèmes  linéaires  de  lignes  tracées  sur 
une  surface  algébrique  (344-346). 

M.  Enriques  avait  établi  précédemtnent  une  formule  pour  calculer  le  genre 
du  système  linéaire,  somme  de  deux  systèmes  donnés;  sa  mctiiode,  assez 
délicate,  s'appuyait  sur  la  théorie  de  la  connexion.  L'auteur  retrouve  la  même 
formule  par  un  procédé  intuitif,  fondé  sur  des  considérations  de  géomolne 
éniimérative. 

Ciani  (E.).   —    Les  divei\s    types  possibles  do  quarliques  pl.im^s 
plusieurs  fois  lioniologico-harinoiiiques  (347-373). 
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Dans  ce  travail,  raulcur  recherche  Ions  les  types  possibles  de  quartiques  planes 
qui  peuvent  se  transformer  en  elles-mêmes  par  des  homologies.  En  étudiant  la 
coni(|ue  polaire  y  du  centre  de  Thouiologie,  on  voit  immédiatement  que  les 
homologies  sont  harmoniques  lorsque  y  est  irréductible;  les  deux  cas  où  il  n'en 
est  pas  ainsi  peuvent  être  caractérisés  faciletrient.  Cela  étant,  l'auteur  recherche 
toutes  les  quartiques  qui  admettent  deux  homologies  harmoniques;  sa  discussion 
procède  suivant  la  nature  des  points  d'intersection  de  la  courbe  avec  la  droite 
qui  joint  les  centres  d'homologie.  Elle  conduit  à  deux  types  généraux,  d'où 
l'on  déduit  aisément  toutes  les  quartiques  qui  admettent  d'autres  homologies. 
En  défmilive,  l'auteur  obtient  huit  types  de  quartiques  invariantes  par  des 
homologies  harmoniques.  L'une  de  ces  quartiques, 


y. 


^i-^  ^(i±v/— 7)  y]^] 


^k 


avait  été  signalée  déjà  par  M.  Klein;  elle  admet  21  homologies.  M.  Ciani  ter- 
mine en  étudiant  la  configuration  formée  par  les  points  d'inflexion  de  la  courbe. 

René  Garnier. 


COMPTES    RENDUS   hebdomadaires  des  séances  de  l'Académie 
DES  Sciences,  publiés  par  MM.  les  Secrétaires  perpétuels  ('). 

Tome  160,  i"'  semestre  191 5. 

Camicliel^    Eydoux   et   Lhériaud.    —    Sur    l'ajutage    Venturi. 

(28-31). 
B  2810. 

Lecornn    {L.).    —    Sur   le    ilambement   des    liges    cylindriques. 

(43-47). 
B  3610. 

Bompiani  {E.).  —  Pour  la  géométrie  de  l'équation  de  Laplace. 

(57-6,). 
A  4840. 

Guichard  {C).  —  Sur  les  surfaces  telles  que  le  lieu  des  centres 
(')  V..ir  Bull,  des  Se.  math.,  t.  XXXIX.,,  p.  90-9'). 
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des  sphères  osculalrices  aux  lignes  de  courl)ure  d'une  série  soll 
un  paraboloïde  de  révolution.  (89-93). 

A  8830,  8870. 

Miller  (G. -A.).  —  Sur  le  théorèuie  de  Sylow.  (97). 
A  1210. 

Stoïlow  (S.).  —   Sur  les  fonctions  quadruplement  périodiques. 

(129-134). 

A  4070. 

Mansion  (P-).  —  Démonstration  de  la  loi  des  grands  nombres. 

(.34-137). 

A  1630. 

Goursat  (^.).  —  Sur  une  classe  d'invariants  intégraux.  (200-201). 
A  4830. 

Délassas  {E .).  —  Sur  la  théorie  des  liaisons  finies  unihiléralcs. 

(202-203  ). 
B  2000. 

Guicliard  {€.).  —  Sur  les  surfaces  telles  (jue  les  lignes  de  cour- 
bure se  correspondent  sur  la  surface  primitive  et  sur  \a  surface 
lieu  des  centres  des  sphères  osculatrices  aux  lignes  de  courbure 
d'une  série  de  la  surface  primitive.  (222-227). 

A  8830. 
Alezais.  —   Sur  une   propriété  des  progressions    arithmétiques. 

(232-233). 

A  3220. 

Globa-Mikhaïlenho.   —  Figures  ellipsoïdales  d'écpilllbre    d  uiu' 
masse  tluide  en  rotation  (piand  on   lient  complc  de  hi  pression 
capillaire.  (•>',33-:>.3,')). 
W  2470. 
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Giiillel  (A.).  —  Roue  à  deiilure  harmonique,  application  à  la 
consliiK^lion  d'un  clironomèlre  de  laboratoire  à  mouvement 
uniforme  et  continu.  (235-23^). 

B  0150. 

ÂIiitag-LeJ/Iei'  (G.).  —  Sur  un  nouveau  théorème  dans  la  théorie 
des  séries  de  Dirichlet.  (2^1-273). 
A  3630. 

Taçani (J.).  —  Sur  l'intégrale  T  (^:))  el  ses  relations  avec  d'autres 
intégrales  définies.  [2'j/i-2'j6). 

A  3-260,  1410. 

Haton  de  la  GoupilUère.  —  Sur  les  sommes  de  pjiissances  sem- 
blables des  nombres  entiers.  (292-2()7). 
A  1625. 

Sierpinski  (  W .).  —  Sur  une  courbe  dont  tout  point  est  un  point 
de  ramification.  (3o2-3o5). 
A  0430. 

Garnier  {R-).  —  Sur  une  classe  de  systèmes  abéliens  déduits  de 
la  théorie  des  équations  linéaires.  (33i-334). 
A  4070. 

Valcovici  (  F.).  —  Sur  le  théorème  des  moments  des  quantités  de 
mouvement.  (334-336). 
B  0820. 

Sparre  {de).  —  Elude  générale  du  coup  de  bélier  dans  une  con- 
duite de  diamètre  constant.  (383-384). 
B  2800. 

Keraval  {E .).  —  Sur  une  famille  de  systèmes  triplement  orthogo- 
naux. (389-392). 
A  8860. 

Scorza  (G.).  —  Sur  les  fonctions  abéliennes  irrégulières.  (392- 

394). 

A  4060. 
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Appell  {P')'  —  Sur  l'inversion  approchée  de  certaines  intégrales 
réelles  et  sur  l'extension  de  l'équation  de  Kepler  et  des  fonc- 
tions de  Bessel.  (419-423). 
A  3260. 

Esclangon  {E.).    —   Sur  les  intégrales  bornées  d'une  équation 
différentielle  linéaire.  (475-478). 
A  4850. 

Guichard  {C .).  —  Sur  une  série  de  surfaces  et  sur  les  équations 
de  Laplace  qui  se  reproduisent  par  une  transformation  (/??,  n) 
de  M.  Darboux.  (495-5oo). 

A  3830,  4840. 

Riquier.  —  Sur  les  systèmes  partiels  linéaires  composés  d'équa- 
tions   en  jiombre   égal  à  celui  de    leurs  fonctions    inconnues. 
(5o4-5o6). 
A  4840. 

Soreau  (/?.).  —  De  l'anamorphose  circulaire.  (ooO-Sog). 
A  2440. 

Humbei't  {P.).  —  Sur  la  figure  piriforme  d'équilibre  d'une  masse 
fluide.  (5o9-5i o). 
B  2410. 

Globa-Mikhaïlenko  {B.).   —    Modification   des   figures  ellipsoï- 
dales d'équilibre  d'une  masse  fluide  en  rotation  sous  l'action  de 
la  pression  capillaire.  (5io-5i3). 
B  2470. 

Drzewiecki.  —  Sur  les  moteurs  à  vent.  (5i3-5i6). 
B  2830. 

Darboux  (G.).  —  Représentation  sur  un  plan  de  la  surface  du 
quatrième  ordre  qui  admet  comme  courbe  double  une  conique. 

(531-536). 

A  8020. 
Bull,  des  Sciences  matkéni.,  i*  série,  t.  XL.  (Juin  lyiO.)  H. G 
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Bompiani   {E.).   —  Sur  les  équations  de    Laplace   a   invariants 
égaux. (55i-554). 
A  4840. 

Darboiix  (G.).  —  Représentation  sur  un  plan  de  Ja  surface  du 
quatrième  ordre  à  conique  double,  (d^o-o^c)). 
A  8020. 

Spa/'i'e  (H.  de).  —  Sur  la  trajectoire  des  projectiles  lancés  par 
des  avions  ou  dirigeables.  (584-589). 
B  2860. 

Kampé   de  Fériet  {J-).   —   Sur  la  généralisation  des  séries   de 
Lagraiige  et  de  Laplace.  (591-594). 
A  5610,  3630. 

Hambert  (P.)-  —  Sur  une  figure  d'équilibre  des  fluides  en  rota- 
tion. (594-396). 
B  2410. 

Boinpiaiii  {E.).   —   Sur  les  équations  de   Laplace    à    invariants 
égaux.  (61  5-6i  -). 
A  4840. 

Hardy  {G. -H.).  —  Sur  le  problème  des  diviseurs  de  Diriclilel. 

(617-619). 
A  2810,  2890. 

Délassas  (Et.).  —  Sur  les  mouvements  holonomes  à  formes  mul- 
tiples de  Lagrange.  (619-622). 
B  2020. 

Humbert  (G.).  —  Sur  les  formes  quadratiques  binaires  positives. 

(647-650). 
A  2850. 

Esclangon  {E.).   —  Sur  les  intégrales  quasi  périodiques  d'une 
équation  différentielle  linéaire.  (652-654)- 
B  4850. 
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Ocagne  {M.  cT).  — Remarques  au  sujet  de  l'anamorphose  circu- 
laire. (654-655). 
A  2440. 

Buhl  (A.).  —  Sur  de  nouvelles  applications  géométriques  de  la 
formule  de  Stokes.  (655-657). 
A  3270. 

Lattes  (S.).  —  Sur  les  multiplicités  linéaires  invariantes  par  une 
substitution  linéaire  donnée.  (671-674)- 
A  2030. 

Denjoy  (^.).  —  Sur  la  théorie  descriptive  des  nombres  dérivés 
d'une  fonction  continue.  (707-709). 
A  0430,  3210. 

Agnus.  —  Le  claquement  de  la  balle  et  de  l'obus.  (7'^3-736). 

B  2860. 

Guichard  (C).  —  Sur  les  congruences  W  qui  appartiennent  à  un 
complexe  du  second  ordre.  Cas  où  l'équation  en  S  a  une  racine 
triple.  (751-755). 
A  8455. 

Lebon  {E .).  —  Sur  une  nouvelle  table  des  diviseurs  d'un  nombre. 

(758-760). 
A  2810. 

Boinpiani  {E.).    —    Sur   l'élément    linéaire    des    hj[)ersurfaces. 

(760-768). 
A  8870. 

Denjoy  {A.).  —  Sur  les  nombres  dérivés.  (763-7()6). 
A  0430,  3210. 

Garnier  (B.).  —  Sur  la  représentation  des  inlôi;!  al-'s  des  équa- 
tions de  M.  Painlevé,   au    mojen   de   la   théorie  des  équations 
linéaires.  (795-798). 
A  4850. 
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Guichard  {€.).  —   Sur  les  congruences  W  qui  appartieiinenl  à 
un  complexe  du  second  ordre.  Cas  où   l'équalion   en  S  a  une 
racine  double.  (834-838). 
A  8455. 

Ftécliet   {M.).    —   Définition    de    l'intégrale    sur    un    ensemble 
abstrait.  (839-842). 
A  0430,  3260. 

Tome  161,  2*  semestre  igiS. 

Boussiiiesq  (/.).  —  Réflexions  sur  les  principes  de  la  Dynamique 
d'Aristole  et  sur  leur  accord  avec  Texpérience,  dans  le  cas  des 
phénomènes  à  allure  uniforme.  (21-27). 
B  000. 

Bouly gaine  (/•)•  —  Sur  la  représentation  d'un   nombre  entier 
par  une  somme  de  carrés.  (28-3o). 
A  2840. 

Boussinesq  (/.).  —  Existence,  dans  nos  sciences  phjsico-mathé- 
matiques,   de   Chapitres  fondamentaux   encore    au    même    état 
rudimen taire  que  la  Dynamique  d'Aristote.  (47-52). 
B  000. 

Boussinesq  (J.).  —  Importance  qu'a  eue  la  Dynamique  rudimen- 
taire  d'Aristote  dans   le  plus  grand  progrès  de  la  Civilisation 
méditerranéenne.  (65-71). 
B  000. 

Denjoy  (A.).  —  Les  quatre  cas  fondamentaux  des  nombres  déri- 
vés. (124-1  27). 
A  04.30,  3210. 

Appel/  (P-).  —  Contribution  à  l'étude  des  fonctions  9  de  degrés 
supérieurs.  (i6i-i65). 
A  4070. 

Pérès  (J.).  —  Sur  les  fonctions  de  Bessel  à  plusieurs  variables. 

(168-170). 
A  4420. 
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Humbert  (G.).  —   Sur  la  réduction  des  formes  d'Hermile  dans 
un  corps  quadratique  imaginaire.  (189-196). 
A  2840. 

Humbert  (G.).  —  Sur  la  réduction   des  formes  d'Hermite  dans 
un  corj)s  quadratique  imaginaire.  (227-284). 
A  2840. 

Pompeiu    (D.).    —    Sur    une    solution   double  de  l'équation   de 
Riccati.  (235-23^). 
A  4840. 

Boussinesq  (/.).  —   Gomment  le  débit  d'un  tujau  de  conduite 
affecté    d'un    rétrécissement    notable,    mais    graduel,    peut    se 
déduire  de  l'aljaissement  de  pression  qui  s'y  produit  le  long 
de  la  partie  rétrécie.  (253-258). 
B  2530. 

Aiiric.  —  Sur  une  série  quadruple  de  triangles  hexaliomologiques. 

(275-278). 
A  6810. 

Lipine  {N.).  —  Sur  la  réduction  des  périodes  des  intégrales  abé- 
liennes  et  sur  une  généralisation  du  théorème  d'Abel.  (278-281). 
A  4060. 

Galilzine  (/?.).  —  Description  d'un  appareil  destiné  à  la  détermi- 
nation directe  des  accélérations.  (281-284). 
B  0160. 

Galilzine  i^B.).  —  Mesure  directe  des  accélérations.  (3o4-3o8). 
B  0160. 

Boussinesq  («/•).  —  Remarques  et  calculs  montrant  que  la  com- 
plication des  formules  pour  les  grands  déplacements  est  (\uc. 
non  aux  déformations,  mais  aux  rotations.  (33o-335). 
B  3210. 

Humbert  (P-).  —  Sur  les  bifuications  des  ellipsoïdes  dr  Jncobi. 
(340-343). 
B  2470. 


7» 

Camicliel  {C .). 
(343-345). 
B  2800. 


SECONDK    PAUTIK. 
Sur  les  coups  de  bélier  :  oscillations  en  masse 


Appell  (P.)'  —  Sur  une  deuxième  forme  des  fonctions  9  du  qua- 
trième degré.  (373-3^9). 
A  4070. 

Haag  (/.).  —  Sur  un  système  de  formules  différentielles  concer- 
nant les  éléments  de  tir  d'un  projectile  soumis  à  une  résistance 
quadratique  de  l'air.  (3'y9-38i). 
B  1610,  28G0. 

Rabut  (Ch.).  —  Calcul  d'une  poutre  bandée.  (38i-384). 
B  3280. 

Camichel  [C .).  —  Sur  les  cou[)s  de  bélier  :  conduite  entièiement 
purgée.  (4  12-4  '4)« 
B  2800. 

Lecornu  (/>.).  —  Sur  le  flambemenl  d'une  tige  courbe.  (427-434)- 
B  3240. 

Dejust  (/.).  —  Sur  l'emploi  du  tube  de  Venturi  pour  la  mesure 
directe  du  débit  d'une  conduite.  (456-458). 
B  2530. 


Esclangon   (/^.).   —  Sur  les  intégrales  quasi  périodiques  d'une 
équation  différentielle  linéaire.  (488-490). 
A  4850. 

Angelesco   (A.).    —    Sur   des    polynômes    associés   à    plusieurs 
variables.  (490-492). 
A  3270. 

Haag  (./.).  —  Sur  la  méthode  d'Otto.  (524-520). 
B  1650. 

Séguier   [de).    —    Sur    les    constituants    transitifs    de    certains 
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groupes  à  invariant  bilinéaire  ou  quadratique  dans  un  cliamp  de 
Galois.  (553-556). 

A  1210. 

Ocagne  {M.  cT).  —  Sur  la  rectification  et  la  quadrature  des  épi- 
et  hjpocycloïdes.  (556-558). 
A  8460. 

Gronivall   [T. -H.).    —    Sur   les    surfaces    ininima    formant    une 
famille  de  Lamé.  (58i-583). 
A  8820,  8860. 

Haag  (/.).  —  Sur  le  calcul  du  temps.  (633-634). 
B  1650. 

Séguier  [de).  —  Equations  de  certains  groupes  linéaires  dans  un 
champ  de  Galois.  (6^o-6'^3). 
A  1210. 

Pigcaud.    —    Sur    l'équi]il)re   élastique    d'une    plaque    indéfinie, 
d'épaisseur    uniforme,    comprimée    par   deux    forces  égales    et 
opposées,   uniformément  réparties  sur  deux  droites   parallèles 
situées  dans  un  plan  normal  aux  bases.  (673-6^6). 
B  3250. 

Fremonl  [Cit.).   —  Un  échappement  d'horlogerie   au   treizième 
siècle.  (690-692). 
B  0150. 

Hambert  I^G.).  —  Sur  l'approximation  des  irralionnelles  réelles. 

(717-721). 
A  0420. 

Mesnager.   —    Sur   Técpiilibrc   élastique   d'une   pla(|U('  ni(l(''(inie, 
d  épaiss(Mii'    uniforme,    coiupriinée    par    deu\    forces    égiilcs    ri 
op|)osécs,   uniformément   réparties  sur   deux   droilc^s   parillrios 
situées  dans  un  plan  normal  aux  bases.  (730-702'). 
B  3250. 
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Span^e  {(Je).  —  Sur  la  trajectoire  des  projectiles  lancés  avec  une 
grande  vitesse  initiale  sous  un  angle  de  projection  voisin  de  4^^, 
et   sur    rinlluence    de    la    diminulion    de    la    densité    de    l'air. 

(767-771). 
B  1610,  1650. 

Kryloff  [N.).  —  Sur  la  convergence  des  quadratures.  (773-770). 
A  3-2()0. 

G.     GuiCHAllD. 


ANNALI   DELLA    R.   SGUOLA   NORMALE   SUPERIORE   DI    PISA 
(Scienze  fisiche  e  matematiche).  Pisa,  lip.  T.  Nistri  e  G.;  in-8  (*). 

Tomo  VII,  1S95. 

Fibhi  {C).  —  Les  systèmes  doublement  infinis  de  rayons  dans 
les  espaces  de  couibure  constante  (1-100  etune  page  d'errata). 

Les   points    d'un  espace    de  courbure  constante  73  ^^^^   déterminés  par  des 

coordonnées  de  Weierslrass.  Un  système  00-  de   droites   est  défini  en  su'^oosant 
que  chacune  de  ces  droites  soit  menée  par  un  point  variable 

d'une  surface  S  ayant  pour  équations 

^,=  Xi{U,   V)  (f  =  I,   2,  3,   4) 

et  qu'elle  soit  perpendiculaire   à    un    plan    iz  =.  (^,,  %^,  ^3,  ^4)  passant  par  P  et 
déterminé  par  ses  coordonnées 

\i=  \i{Uy   ^')  (i  =1,   2,   3,   4). 

On  a  les  identités 

Etant  X-  les  coordonnées  des  points  de  la  droite  passant  par  x^^  et  normale 
au  plan  ^-j  et  w  la  distance  du  point  X  au  point  x  (abscisse  de  X  ),  les  équations 
de  la  droite  sont 

(V  w 

X-=  ^,cos—  4-  Â-^,sin  —  (t  =  1,  2,  3,  4); 


(')  Voir  Bull,  des  Se.  math.,  t.  XIV.^,  p.  258. 
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étant  x\  W  w'  les  mêmes  quantités  relatives  à  une  autre  droite,  on   exprime  la 
distance/»  d'un  point  de  l'une  à  un  point  de  l'autre  par 

A"'  cos  ^  =  (\iX^Xi)  cos  -  cos  —  +  A"  (  ^x^i  )  cos  —  sin  — 

I  w  w'  I  iV         w' 

-+-  k{I.Xili)  sin  —  cos  —  +  A--(S^-^/  )  sin  —  sin  —, 
fC  /i  A'  A" 


d'où   l'on    déduit   les    équations   donnant  les   conditions   de    maximum   ou  de 
minimum  de  p  et  qui,  en  y  posant 

/■=Atang  — ,  r=A-tang— , 

donnent  les  abscisses  réduites  /',  r'  des   pieds  de  la  plus  grande  et  de  la  plus 
petite  distance  des  deux  droites. 

L'auteur  introduit  les  formes  différentielles 


(O 

(3) 


^.        ^.        l.        ^4 
dx^     dx^    dx^     dx 


—  E  diû  +  iY  dudv  +  Çf  dv"^^ 


=  E'  du"-  -h  2  F'  du  dv  +  G'  dv"^, 


d\^     d\^_     d\,     di^ 

^dx-dl-=  edu-+  {/■+-/')  dudv  +  gdv''- 


ùx\ 


Les  coefficients  de  ces  formes  sont 

Zd  ôa    (h>        \  Là  ^'  du  I  \^^'  àv  , 

L-^     OX-     ()C; 


e  = 


Ou   Ou 

OX.       01; 


1 

•^         Zd  (h'    Ou 
y  Ox_.  ()^  ^ 


et  il  y  a  entre  eux  trois    relations   que  l'aulcur  transfornio   m   introdiii-.ml    les 
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symboles  suivanls  : 

F  =Eg   -F  (/  +  /') +  G^, 
P'=E'^-F'(/-f-/")  +  G'e, 

E  =  E  -  A^E',        F  =  F  —  A2  F',        G  =  G  —  A^^G',        P  =  P  —  A^P', 
V  =  A  — A-^A'         (élaiit  A  =  EG  — F^     A' =  E'G'— F'^). 

Au  moyen   de    ces  transformations,  l'abscisse  réduite   /'  des  pieds  de  la  plus 
grande  et  de  la  plus  petite  distance,  sur  la  droite  (u^  v),  est  donnée  par 

j  edu''+(f-{-f')  du  dv  -h  gdv^  \  r^ 
+  j  Ediû  +'2?  dudv-hG  dv"-  \  r 
—  A-^  \  e  diû  +  {f  +  f)  du  dv  +  g  dv^     =  o, 


et,  en  posant 


__  e  du''  +  (/  4-  /'  )dudv-h  g  dv'' 
~  E  du''  +  2  F  c/a  c/f  H-  G  dv' 

En  cherchant  la  plus  grande  et  la  plus  petite  abscisse  des  pieds  des  plus 
grandes  et  des  plus  petites  distances  de  la  droite  (w,  v)  aux  droites  infiniment 
rapprochées,  l'auteur  trouve  les  points  limites  des  pieds  des  distances,  qui, 
dans  le  cas  de  Lobatschevvsky  (A^^<o),  sont  toujours  réels.  On  a  deux  points 
limites  L,,  L^  des  pieds  des  plus  peliles  distances  et  deux  L\,  h'^  des  pieds  des 
plus  grandes  distances. 

Les  abscisses  réduites  p,,  p^  des  points  {foyers)  où  la  droite  {u,  v)  est  ren- 
contrée par  les  (deux)  droites  infiniment  rapprochées,  sont  données  par 

A'  Vp^+  Pp4-  AV  =  o, 

et  l'on  a  :  dans  l'espace  de  Lobatschewsky,  les  deux  foyers  et  les  deux  points 
limites  ont  même  point  moyen. 

On  appelle /?/a/î5  principaux  les  deux  plans  passant  par  une  droite  (m,  v) 
du  système  et  contenant  respectivement  la  plus  grande  et  la  plus  petite  distance 
correspondant  aux  points  limites.  Ces  plans  sont  perpendiculaires  entre  eux; 
l'un  contient  la  plus  grande  et  la  plus  petite  distance  correspondant  aux  points 
limites  L,,  L'^,  et  l'autre  les  distances  relatives  aux  points  limites  L^,  L',. 

Les  plans  focaux  sont  des  plans  passant  par  la  droite  (m,  v)  et  contenant 
respectivement  les  deux  rayons  infiniment  rapprochés  qui  rencontrent  {u,  v) 
aux  foyers.  Ces  plans  sont  également  inclinés  sur  les  plans  principaux. 

Il  y  a  certaines  surfaces  liées  à  la  congruence  :  les  deux  surfaces  moyennes, 
lieux  des  points  moyens  du  segment  Lj,  L^  ou  du  segment  L'i,  hi;  les  quatre 
surfaces  lieux  des  points  limites;  les  deux  surfaces  focales^  lieux  des  foyers. 
De  ces  surfaces  l'auteur  expose  certaines  propriétés,  données  par  Kummer,  avec 
les  modifications  entraînées  par  l'application  aux  espaces  non  linéaii'es. 

Un  chapitre  est  destiné  à  la  détermination  de  la  densité  du  système  en  chaque 
point  de  l'espace.  Étant  donné  M  un  point  de  la  droite  (w,  v)  de  la  congruence, 
menons  un  plan  t:  perpendiculaire  à  cette  droite  et  décrivons  en  x  une  courbe 
fermée  infiniment  petite  c  dont  l'aire  soit  w,  et  qui  renferme  le  point  M.  Par  M 
conduisons  les  parallèles  à  toutes  les  droites  de   la  congruence  qui  passent  par 
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les  points  de  c;  ces  parallèles  déterminent,  sur  une  sphère  infiniment  petite  de 
rayon  r  ayant  M  pour  centre,  une  courbe  fermée  c'  dont  l'aire  soit  /-^o).  Le 
rapport 

e=  - 
(<> 

s'appelle  la  densité  de  la  congruence  au  point  M. 

Dans  l'espace  de  Riemann,  en  supposant  les  foyers  réels,  la  densité  est  tou- 
jours négative  dans  le  segment  des  foyers  et  dans  le  segment  des  deux  points 

ayant  des  deux  foyers  une  distance  -  kiz;  elle  est  infinie  en  ces  points  et  nulle 

aux  foyers;  partout  ailleurs,  elle  est  positive.  Il  y  a  un  maximum  au  point 
milieu  de  L,,  L^  et  un  minimum  en  celui  de  L',,  L^.  Si  les  foyers  sont  imagi- 
naires, la  densité  est  toujours  positive. 

Dans  l'espace  de  Lobatschewsky  on  a  des  propriétés  semblables  et,  de  plus, 
on  trouve  qu'à  distance  infinie  la  densité  est  toujours  égale  à  la  valeur  absolue 
de  la  courbure. 

Suit  l'étude  des  congruences  formées  par  les  normales  à  une  surface,  dont  la 
propriété  caractéristique  est  que  les  foyers  coïncident  avec  les  points  limites  des 
pieds  des  plus  petites  distances.  Pour  ces  congruences,  on  doit  avoir /  =  /',  et 
cette  condition  est  aussi  suffisante  pour  l'existence  d'une  série  de  surfaces  S 
orthogonales  à  la  congruence;  l'auteur  trouve  les  formules,  analogues  à  celles 
de  Codazzi,  pour  la  détermination  de  ces  surfaces;  puis,  de  la  condition /  =  /' 
il  déduit  le  théorème  de  Beltrami  relatif  à  la  déformation  de  la  surface  ortho- 
gonale, et  le  théorème  de  INIalus-Dupin  relatif  à  la  réflexion  et  à  la  réfraction. 

Enfin  l'auteur  étudie,  toujours  dans  les  espaces  à  courbure  constante,  les 
congruences  dans  lesquelles  est  constante  la  distance  des  foyers  et  celle  des 
points  limites,  auxquelles  il  conserve  la  dénomination  de  congruences  pseudo- 
sphériques,  par  suite  de  la  propriété  de  leurs  surfaces  focales,  ayant  même 
courbure  constante  négative. 


Enriques  {F-).  —  Sur  cerlaines  propriétés  métriques  des  com- 
plexes de  droites,  et  en  particulier  des  complexes  symétriques 
par  rapport  à  des  axes  (  1-55). 

Les  coordonnées  de  rayons  employées  par  l'auteur  sont  les  cosinus  a,  b,  c  et 
les  quantités 


/  = 


y    ^ 

b     c 


m  = 


z      X 
c      a 


X     y 
a     b 


x',  y\  z'  étant  un  point  de  la  droite. 

Les  droites  polaires  des  droites  d'un  plan,  par  rapport  à  un  complexe 
de  degré  p,  forment  un  système  rationnel  oo^  d'ordre  p  {p  ~  i)  -h  \,  et  de 
classe /?  (/?  —  i).  Ce  système  a  une  surface  focale  d'ordre  a  ■/;(/;  — 3)  h- 5  J 
et  de  classe  '^  \  p  {p  —  i)  -+-  4  [.  Des  propriétés  de  ce  système  on  déduit  relies 
des  systèmes  de  diamètres  d'un  romplt*\o  de  degré  />,  et  en  particulier  dos 
axes  centraux;  il  y  a  au  plus  /;-  de  ces  axes. 

Étant 

tp  =  0 
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un  complexe  de  degré  p,  les  complexes 

r 

9  —  A- (  «^ -I- 6' -j- c- ) '"^  =  o, 

lorsque  p  est  pair,  ou 

cp  — A-2(a2+6^+c^)/'=  o, 

lorsque  p  est  impair,  représentent  des  faisceaux  contenant  le  complexe  cp  et  le 

complexe  cyclique 

rt^+  ^^+  c-  =  0. 

Ce  sont  les  complexes  homocycliques-ho?nofocaux  de  9.  Ils  ont  la  propriété 
que  leurs  droites  ont  moment  statique  constant  avec  leurs  polaires  par  rapport 
à  'f.  Tous  ces  complexes  homofocaux  ont  même  système  diamétral,  même  sur- 
face centrale  et  mêmes  axes. 

Une  droite  est  un  axe  de  symétrie  du  complexe  cp  =  0,  lorsque  le  complexe 
est  transformé  en  lui-même  par  une  symétrie  orthogonale  par  rapport  à  la 
droite.  On  a  deux  espèces  d'axes  de  symétrie  :  pour  ceux  de  l'une,  la  congruence 
des  droites  perpendiculaires  à  l'axe  n'appartient  pas  au  complexe  (ou  elle  lui 
appartient  un  nombre  pair  de  fois);  pour  ceux  de  l'autre,  la  même  congruence 
appartient  au  complexe  un  nombre  impair  de  fois. 

Si  un  complexe  a  un  nombre  fini  d'axes  de  symétrie,  ces  axes  doivent  passer 
par  un  point,  et  l'on  a  les  cas  suivants  : 

a.  Ou  il  y  a  des  axes  dans  un  plan  et  disposés  symétriquement  autour  d'un 
point  et  un  axe  perpendiculaire  au  plan  et  passant  par  ce  point; 

b.  Ou  il  y  a  les  neuf  axes  du  cube; 

c.  Ou  bien  les  quinze  axes  de  l'icosaédre. 

En  général,  s'il  y  a  des  complexes  de  degré  p  ayant  une  certaine  symétrie 
par  rapport  à  des  axes  en  nombre  fini,  il  y  en  a  aussi  de  tout  degré  supé- 
rieur ^/?  (  mod  2  ). 

Un  complexe  de  degré/?  peut  avoir  un  nombre  quelconque  N^/?  d'axes  de 
première  ou  de  seconde  espèce  appartenant  à  un  faisceau.  La  droite  perpendi- 
cul;iire  au  faisceau  est  ou  n'est  pas  axe  de  symétrie,  suivant  que  le  nombre  N 
est  pair  ou  impair.  Le  complexe  peut  aussi  avoir  un  nombre  pair  quel- 
conque ^  2/?  d'axes  {p  de  première  et/?  de  seconde  espèce  )  et  la  droite  perpen- 
diculaire au  faisceau  est  alors  toujours  un  axe  de  symétrie. 

Le  dernier  Chapitre  traite  le  cas  du  nombre  infini  d'axes  de  symétrie.  En 
laissant  de  côté  le  cas  où  toutes  les  droites  de  l'espace  sont  des  axes,  ce  qui 
conduit  au  complexe  cyclique,  on  a  les  cas  suivants  : 

a.  Tous  les  axes  d'un  faisceau  et  la  droite  perpendiculaire  au  faisceau. 

b.  Les  axes  d'un  nombre  fini  de  faisceaux  parallèles  qui  appartiennent  à  un 
plan  et  sont  en  nombre  impair,  disposés  symétriquement  par  rapport  à  un  point, 
ou  bien  appartiennent  à  un  nombre  pair  de  plans  d'un  faisceau,  disposés  symé- 
triquement par  rapport  à  la  droite  commune,  qui  est  un  axe  du  complexe. 

c.  Les  axes  d'une  étoile  ayant  le  centre  à  distance  finie. 

cl.  Les  axes  d'une  ou  de  plusieurs  étoiles  ayant  les  centres  à  l'infini,  dont  les 
directions  sont  celles  des  axes  de  symétrie  d'un  polyèdre  régulier. 

e.  Les  axes  d'une  congruence  de  droites  orthogonales  à  une  directrice,  et  celte 
directrice  elle-même. 

/.  Les  axes  parallèles  à  un  plan  et  ceux  perpendiculaires  à  ce  même  plan. 
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Bonaventara  {P-)-  —  Sur  les  formules  générales  de  multiplication 
complexe  des  fonctions  elliptiques  (i-55). 

Le  calcul  des  formules  de  multiplication  ordinaire  de  l'argument  a  été  sim- 
plifié par  Weierstrass  par  l'introduction  de  la  fonction 

w  (z)=  lllii-il. 

L'auteur  étend  les  résultats  de  Weierstrass  au  cas  de  la  multiplication  complexe. 
Son  procédé  est  le  suivant  : 

Afin  que  la  multiplication  complexe  puisse  avoir  lieu,  c'est-à-dire  que  /;(«z) 
puisse  s'exprimer  rationnellement  par  p  {z),  il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait 

(   £(0  =3  a  0)  -t-  6  0)' , 
(  sw  =  cw  H-  atù  , 

a,  6,  c,  d  étant  des  entiers;  d'où  il  suit  qne  le  rapport 

est  indice  d'une  forme  binaire  quadratique  primitive  (A,  B,  C)  de  dclerminant 
négatif  —  D,  et  e  un  nombre  complexe  de  la  forme 

y  +  ix  v'd  , 

jK,  X  étant  entiers  tous  les  deux,  ou  bien  étant  tous  les  deux  moitié  de  nombres 
impairs.  Une  même  fonction  elliptique  correspond  à  toutes  les  formes  de  même 
classe  que  (A,  B,  C);  le  degré  de  la  transformation  (i)  est  donné  par 

N  =  ad  —  bc  —  y-  -h  x-D. 

La  forme  (A,  B,  C)  étant  donnée,  il  s'agit  de  trouver  la  formule  de  multipli- 
cation complexe  pour  la  fonction  elliptique  correspondante.  L'auteur  commence 
par  rechercher  les  points  d'infini  de7>(£^).  Etant  donné  e  le  plus  ;;rand  divi- 
seur commun  de  b,  d,  et  ayant  posé 

b  =  b'e,        d  =  d'e,        N  -— «'e^ 
ces  points  d'infini  sont  les  N  points 

2  Ew  -r    5  H' w' 
Çl...=    -1 : , 


ou 

^  =0,   1,  .  . . ,  n'  —  \ , 

^'  1=  o.  I ,   . . . ,  e  —  I . 
De  là  on  déduit  la  décomposition  en  cléments  simples  de  la  fonction  k-p[tz)y 
t'p{tz)  =p{z)-h  %  ]p{z-  ih.)  -  p  (  %')  î . 
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Après  cela,  l'auleur  prend  à  étudier  la  fonction 

où 

G,=   —  (Ati'2h-2Bt.ti'+Ct,-), 

et,  comme  il  le  démontre,  on  a 


Cette  fonction  Q^{z)  peut  s'exprimer  par/?'(^)  multipliée  par  une  fonction 
rationnelle  de/?  (a),  ou  bien  un  des  produits 

ps(^\lLîl       ui^\lllL       (=)/-^ilfl 

<^l(^)  "^oC-^)  <^3(.^) 

est  une  fonction  rationnelle  de  p  {z). 

C'est  cette  fonction  &^{z)  qui  constitue  la  généralisation  de  la  fonction  ^,Xz) 
de  Weierstrass,  et  qui  donne  à  la  multiplication  complexe  une  forme  analogue 
à  celle  que  la  multiplication  ordinaire  prend  au  moyen  de  tj^„;  on  a,  en  effet, 

p{tz)  —p{^)  =  — 


Les  coefficients  de  p  (z)  dans  le  développement  du  second  membre  sont  des 
fonctions  rationnelles  de  g^,  g^  avec  des  coefficients  ne  contenant  d'autre  irra- 
tionalité que  i  /D. 

Dans  le  dernier  Chapitre,  on  trouve  des  relations  récurrentes  entre  les  fonc- 
tions 0^. 

Fabri  {C .).  —  Sur  la  théorie  des  mouvemenls   tourbillonnaires 
dans  les  fluides  incompressibles  (i-o5). 

La  décomposition  du  mouvement  d'une  particule  fluide,  faite  par  Helmhollz 
[Wissenschaftliche  Abhandlungen  :  Hydrodynamik  )  en  trois  [mouvements 
élémentaires,  ne  tient  compte  que  des  termes  du  premier  degré  dans  les  déve- 
loppements des  composantes  w,  v.,  w  de  la  vitesse  en  série  de  Taylor.  Rowland 
{American  Journal  of  Math.^  1880)  a  considéré  des  termes  de  degré  supérieur 
et  Boggio-Lera  (Ann.  délia  Se.  Norni,  sup.  di  Pisa,  1887)  ^  examiné  plus 
complètement  les  termes  du  deuxième  degré.  L'auteur  prend  en  considération 
un  nombre  m  quelconque  de  termes  du  développement.  Il  commence  par  l'étude 
des  déformations  d'un  milieu  continu,  en  supposant  que  les  composantes  des 
déplacements  soient  des  fonctions  homogènes  de  degré  m  des  coordonnées.  Le 
déplacement 

'•^  =  2- 7T7TT!  V,'  ""^y-^ 


Iz 


V^       ni\ 

^^  r\  s\  t\      '^'  '' 
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étant  m  =  2/1-1-1,  se  compose  de  trois  déplacements,  dont  l'un  a  une  fonc- 
tion potentielle,  un  autre  peut  se  regarder  comme  une  rotation  autour  d'une 
droite,  tout  point  recevant  un  déplacement  proportionnel  au  produit  de  sa  dis- 
tance à  la  droite  par  la  2 /i'^""*  puissance  de  la  distance  du  point  à  l'origine 
{rotation  d''ordre  2n-\-i)',  le  troisième  déplacemeut  n'est  pas  représentable 
par  des  vecteurs. 

Lorsque  m  ~  2/1^  le  déplacement  se  compose  aussi  de  trois  déplacements  dont 
le  premier  admet  une  fonction  potentielle;  le  second  a  lieu  dans  un  plan  déter- 
miné par  une  certaine  droite  et  par  le  rayon  vecteur  partant  de  l'origine 
{flexion  d'ordre  'in-k-i)\  le  troisième  n'est  pas  représenlable  par  des  vec- 
teurs. 

Ces  résultats  sont  ensuite  appliqués  à  l'étude  du  mouvement  du  fluide.  Le 
mouvement  de  la  particule  fluide  reste  décomposé  en  3m  mouvements,  qui  sont  : 
une  translation,  m  mouvements  ayant  pour  composantes  les  dérivées  de  fonc- 
tions homogènes  des  degrés  2,  3,  ...,  m -h  i  respectivement;  ni  —  i  mouvements 
non  représentables  par  des  vecteurs  et  autres  ni  mouvements  de  nature  diffé- 
rente suivant  qu'ils  proviennent  de  termes  de  degré  pair  ou  impair. 

Tedone  (0.).  —  Sur  le  mouvement  d'un  ellipsoïde  fluide  suivant 
l'hypothèse  de  Dirichlet  (i-iv,  i-ioo). 

Travail  d'ensemble,  exposant  les  résultats  obtenus  par  Dirichlet  {Journal  de 
Crelle^  t.  58),  Hiemann  {Nachrichten  de  Gottingiie,  t.  9),  Brioschi  {Ann.  di 
Mat.,  2°  série,  t.  9),  Basset  {Proceedings  of  the  London  Math.  Soc,  t.  V) 
et  ceux  des  recherches  personnelles  de  l'auteur. 

Une  masse  fluide  incompressible  homogène  et  sans  frottement,  ayant  la  forme 
d'un  ellipsoïde,  et  dont  les  particules  s'attirent  suivant  la  loi  de  xNewton,  peut 
se  mouvoir,  suivant  l'hypothèse  de  Dirichlet,  de  manière  que  les  coordonnées 
d'un  élément  au  temps  t  soient  des  fonctions  linéaires  et  homogènes  des  coor- 
données initiales 

z  —  a^^Xa-\-  «32^0+  «33 -Su- 
cette possibilité  est  établie  en  parlant  des  équations  hydrodynamiques  de 
Lagrange,  et  l'on  obtient  ainsi  les  équations  de  Dirichlet,  que  Brioschi  a  réduites 
à  une  forme  qui  montre  immédiatement  la  réciprocité  relevée  par  Dedtkind, 
par  laquelle  les  équations  restent  les  mêmes  par  un  certain  échange  des 
variables,  de  manière  qu'à  toute  solution  correspondent  deux  mouvements 
qu'on  appelle  réciproques.  Pour  les  équations  de  Dirichlet,  l'auteur  détermine 
les  intégrales  des  aires,  celle  des  forces  vives  et  celles  de  la  conservation  dos 
rotations  de  Ilelmholtz;  et  de  ces  dernières  il  déduit  que  la  dislance  entre  une 
particule  appartenant  à  la  ligne  tourbillonnaire  centrale  et  le  contre  est  pro- 
portionnelle à  la  grandeur  de  la  rotation.  Puis,  en  parlant  du  principe  de 
Hamilton,  il  trouve  les  équations  de  Hiemann,  en  déduit  de  nouveau  la  récipro- 
cité de  Dedekind  et  trouve  l'intégrale  des  aires,  celle  de  la  conservation  des 
rotations  et  celle  des  forces  vives. 

Une  comparaison  des  équations  de  Dirichlet  avec  celles  de  Hiemann  prouve 
que  ces  dernières  sont  plus  convenables  pour  les  applications  à  des  cas  parti- 
culiers. 
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Ces  questions  occupent  les  trois  premiers  Chapitres.  Dans  les  suivants  sont 
traités  :  le  cas  où  la  forme  de  rellipsoïde  et  la  condition  du  mouvement  pré- 
sentent une  symétrie  complète  autour  d'un  axe,  et  le  cas  où  la  forme  de  l'ellip- 
soïde reste  constamment  la  même. 


Lauricella    (G.).    —    Éijuilibre  des    corps    élastiques    isotropes 
(i-vii,  1-120). 

Exposé  d'une  méthode  de  M.  Vollerra  pour  la  résolution  du  problème  de 
l'élasticité  d'un  corps  limité  par  une  surface  a,  en  partant  des  formules  de 
M.  Somigliana,  en  supposant  la  connaissance  de  certaines  intégrales  particu- 
lières des  équations  d'équilibre  et  en  employant  le  théorème  de  réciprocité  de 
Betti. 

Les  cas  sont  les  suivants  : 

1'  On  connaît  les  forces  extérieures  et  les  composantes  des  déplacements  à  la 
surface. 

2°  Les  composantes  des  déplacements  dans  les  directions  y,  z  et  la  compo- 
sante des  tensions  dans  la  direction  x. 

3°  Les  composantes  des  tensions  au  contour  dans  les  directions  y,  z  et  la 
composante  des  déplacements  des  points  du  contour  dans  la  direction  x. 

4°  Les  composantes  des  tensions  au  contour. 

Suit  l'application  à  un  corps  élastique  indéfini  limité  par  le  seul  plan  a;  =  o, 
pour  lequel  aussi  l'auteur  traite  les  quatre  cas  analogues  aux  précédents. 

Un  chapitre  est  destiné  à  l'étude  des  intégrales  qui  figurent  dans  les  formules 
de  M.  Somigliana.  Ce  sont  des  intégrales  d'espace 

(i)  /   pX?/-rfS, 

analogues  à  la  fonction  potentielle  d'espace,  et  des  intégrales  de  surface 

(2)  fy^X^JUid::, 

(3)  f^\^u^d^, 

J  (S 

analogues  respectivement  à  la  fonction  potentielle  d'une  double  couche  et  à  celle 
d'une  distribution  superficielle.  Pour  les  intégrales  d'espace,  l'auteur  a  démontré 
{Rendiconti  dei  Lincei,  iSgS)  un  théorème  analogue  à  celui  de  Poisson;  ici  il 
étudie  d'abord  les  intégrales  (2)  et  les  discontinuités  qu'elles  ont  à  travers  la 
surface,  et  il  démontre  une  proposition  analogue  à  celle  qui  exprime  la  continuité 
des  dérivées  normales  d'une  fonction  potentielle  d'une  double  couche.  Pour  les 
intégrales  (3)  on  a  un  théorème  correspondant  à  celui  de  la  discontinuité  de  la 
dérivée  normale  d'une  fonction  potentielle  de  surface. 

Le  problème  de  l'élasticité,  dans  le  cas  où  l'on  connaît  les  composantes  des 
déplacements  à  la  surface,  correspond  au  problème  de  Dirichlet  dans  la  théorie 
des  fonctions  harmoniques,  et  l'auteur  démontre  sur  les  séries  d'intégrales  des 
équations  d'équilibre  des  corps  élastiques  isotropes  le  théorème  suivant,  qui  est 
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une  extension  du  théorème  de  M.  Vollerra  sur  les  séries  de  fonctions  harmo- 
niques : 

Si  les  fonctions 

UpV„\V,;         U,,  \„W,; 

constituent  dans  un  espace  connexe  S,  limité  par  des  surfaces  t,  une  série 
de  systèmes  d'intégrales  des  équations 

[  LA2mh-(L+K)—  =.0, 

(i)  <  LA^c^  +  (L4-K)-^  =0, 

f  LA2(v+(L4-  K)—  =  o, 

qui,  lorsque  le  point  (x,,  y^^  Zy)  s'approche  indéfiniment  de  3,  prennent  res- 
pectivement les  valeurs 

si  les  trois  séries 

00  »  30 

(2)  ^=1],U<'         ^'=li.^.'         W=^W, 

1  '  1  '  1  ' 

sont  uniformément  convergentes  en  S,  et  les  autres  séries 

00  00  00 

u  =  y     a,,         t^  =    7     v,,         iv  =    7    tv. 

1  1  1 

sont  uniformément  convergentes  sur  a,  les  trois  séries  (2)  représentent  trois 
intégrales  des  équations  (i),  qui^  lorsque  (5;,,  jKp  -1)  s'approchent  indé/ini- 
ment  de  a,  prennent  respectivement  les  valeurs  u^,  t»,.  (t',. 

Niccoletlt  (O.).  —  Sur  un  cas  sj)écial  de   problème   de  Plaît  au 
(i-iv,  1-77). 

Sur  une  surface  niininia.  s'il  y  a  une  droite,  elle  doit  être  un  axe  de  s\niolric 
pour  la  surface  et,  s'il  y  a  une  ligne  géodcsique  plane,  le  plan  de  celte  ligne 
doit  être  un  plan  de  symétrie.  Donc,  s'il  exisle  une  surface  minima  |>as>anl  [»ar 
des  droites  données  et  ayant  des  géodési(|ues  dans  des  plans  donnés,  celte  surface 
sera  périodique  par  rabattement  autour  de  ces  droites  et  par  rcllexion  par  rap- 
port à  ces  plans.  Un  tel  contour  de  droites  et  de  plans  est  appelé  un  contour 
de  Scluvarz,  et  l'auteur  détermine  les  contours  de  Schwarz  de  quatre  éléments 
qui  donnent  lieu  à  un  groupe  discontinu  d'opérations,  apparlcnant  au  type  de 
l'octacdre. 

Kn  premier  lieu,  il  suppose  que  les  quatre  éléments  soient  des  droile-^,  cl  il 
observe  que,  pour  avoir  tous  les  quadrilatères  gauches  donnant  lieu  j  une  sur- 
face minima  périodique  ayant  la  symétrie  de  l'octaèdre,  il  suffit  de  déterminer 
tous  les  quadrilatères  distincts  que  l'on  peut  former  avec  les  arêtes  et  les  diagt)- 
Bull.  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  XL.  (Juillet  191G.)  H. 7 
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nales  du  cube.  Étant  x,  y,  z  trois  segments  éqnipollcnls  aux  arêtes  du  cube, 
un  côté  quelconque  du  quadrilatère  doit  avoir  une  des  expressions 

/      a^,  Pr,  r-2j 

(a^Cy  — 2),         p2(2  — ;r),         T2(-37— r), 

les  coefficients  étant  des  nombres  entiers  et  les  sommes  et  différences  étant  des 
opérations  géométriques.  La  somme  géométrique  des  quatre  côtés  du  quadrila- 
tère est  nulle;  par  suite,  doit  être  nulle  la  somme  des  coefficients  de  x,  de  y  et 
de  z  séparément.  De  celte  manière,  l'auteur  obtient  neuf  quadrilatères.  Les 
surfaces  minima  périodiques  qui  en  résultent  se  réduisent  à  six  distinctes. 

Les  contours  de  Schwarz  constitués  par  un  plan  et  trois  droites  sont  formés 
par  le  plan  de  l'une  des  trois  faces  du  cube  ou  par  un  plan  diagonal  et  par  trois 
des  droites  dont  l'expression  géométrique  est  donnée  par  trois  des  expres- 
sions (i)  du  cas  précédent.  Ces  contours  sont  en  nombre  infini,  mais  ils  peuvent 
se  distribuer  en  un  nombre  fini  de  types. 

La  détermination  des  types  divers  est  aussi  faite  par  l'auteur  pour  les  contours 
formés  de  deux  plans  et  deux  droites,  ou  de  trois  plans  et  une  droite,  ou  de 
quatre  plans.  Dans  ce  dernier  cas,  les  quatre  plans  doivent  former  un  tétraèdre 
dont  trois  laces  sont  orthogonales,  ou  bien  deux  seules  faces  sont  orthogonales. 
On  trouve  ainsi  le  tétraèdre 

(i)  x=y,         x=  —  y,         z  =  o,        y  =  z-+-j, 

ou  bien  les  tétraèdres 

(2) 

(3) 
(4) 

A  un  tétraèdre  correspondent  en  général  trois  surfaces  minima,  suivant  l'ordre 
dans  lequel  les  faces  sont  rencontrées  par  la  surface;  mais  si  le  tétraèdre  a  un 
plan  de  symétrie,  deux  de  ces  surfaces  sont  identiques.  A.  cause  de  cela  (et  aussi 
d'une  autre  réduction)  on  trouve  qu'il  y  a  s/;r  surfaces  minima  périodiques  sur 
lesquelles  on  peut  limiter  un  quadrilatère  avec  des  géodésiques  planes.  Ces 
surfaces  sont  les  conjuguées  en  applicabilité  des  surfaces  limitées  par  un  qua- 
drilatère gauche,  trouvées  par  Schônfliess  (C.  B.  Acad.  Se,  1891). 

Tous  les  contours  trouvés  par  l'auteur  peuvent  se  distribuer  en  couples,  de 
manière  que  les  droites  et  les  plans  de  l'un  soient  respectivement  perpendicu- 
laires aux  plans  et  aux  droites  de  l'autre.  Cette  correspondance  entre  les  con- 
tours deux  à  deux  amène  l'auteur  à  des  considérations  par  lesquelles  on  vient 
tout  naturellement  à  se  poser  la  question,  qu'il  ne  résout  pas,  sous  quelles 
conditions  la  conjuguée  en  applicabilité  d'une  surface  minima  périodique  est 
aussi  périodique. 

Dans  la  seconde  partie  du  travail,  l'auteur  commence  par  démontrer  le  théo- 
rème suivant  : 

«  Étant  donné  un  contour  de  Schwarz  tel  qu'il  n'existe  aucun  plan  passant 
par  les  droites  du  contour  et  orthogonal  à  ses  plans,  et  supposé  que  ce  contour 
donne  lieu  à  une  surface  minima  périodique  dont   la  portion   élémentaire   n'ait 


X  =  0, 

r  =  o. 

OC       .^  y 

y  —  z  —  i; 

X  =y, 

X  =  —  r, 

Ju     -^  « 

X  -\-  z  =  q; 

y=  0, 

X   =::Z, 

r  =  ^, 

X  +y  —  I. 
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pas  de    secteurs   infinis,  le   groupe   des  translations  de    la   surface  est  à  trois 
dimensions.  » 

Puis  il  construit  les  groupes  relatifs  à  quelques-uns  des  contours  obtenus  dans 
le  Chapitre  précédent.  Enfin,  il  donne  les  formules  pour  une  surface  minima 
dont  le  contour  est  formé  par  des  droites  et  dont  le  groupe  correspondant  est 
le  groupe  spécial  trouvé  par  Sclionfliess. 

S.  RrNDi. 


ANNALI  Dî  MATEMATIGA  PURA  ED  APPLICATA  (i). 
Série  III,  Tomo  XI,  1905. 

Lovett   i^E.-O.).    —   Trajectoires    singulières    dans   le    problème 
restreint  des  quatre  corps  (1-8)  [en  anglais]. 

Le  cas  restreint  étudié  par  l'auteur  est  celui  où  trois  des  corps  sont  les  soin- 
mels  d'un  triangle  équilatéral  (comme  dans  le  cas  particulier  envisagé  par 
Lagrange  pour  le  problème  des  trois  corps),  le  quatrième  corps  ayant  une  masse 
nulle  et  étant  situé  dans  le  plan  du  triangle.  M.  Lovett  étend  à  ce  cas  la  mélliode 
suivie  par  M.  I^evi-Civita  pour  l'étude  des  trajectoires  singulières  et  des  chocs 
dans  le  problème  restreint  des  trois  corps  {Annali,  t.  IX,  p.  1-82 ).  La  relation 
qui  doit  exister  entre  les  données  initiales  pour  qu'il  y  ait  choc  est  algébrique 
par  rapport  aux  vitesses  initiales  :  c'est  un  cas  d'exception  au  théorème  de 
M.  Painlevé  (  C.  /?.  Acad.  Se,  décembre  1897)  d'après  lequel,  dans  le  pro- 
blème des  n  corps  avec  au  moins  trois  masses  non  nulles,  les  contlilions  d'un 
choc  doivent  être  transcendantes  par  rapport  aux  vitesses. 

Teixeira  {F.-G.).  —  Sur  la  théorie  des  cubiques  circulaires  cl 
des  quartiques  bicirculaires  (()-28)  [en  français]. 

Détermination  des  centres  d'inversion  d'une  cubique  circulaire  par  inhrsec- 
tion  de  la  courbe  avec  une  certaine  hy[)erbole  é(juilalère.  Uclcrminalion  ana- 
logue des  centres  d'inversion  d'une  (juarlique  bicirculaire.  Coiislruclion  des 
quarti(iues  bicirculaires  unicursales  :  On  considère  deux  citconicrenccs  C,  C, 
dont  l'une,  C,  passe  par  O;  on  mène  par  O  une  sécanle  variable  renconlranl  C 
en  M  et  C'en  deux  points  M',,  ISl',,  puis  l'on  prend  sur  cette  sécante  les  vec- 
teurs Ôï\  =  MM^,  ÔK=  I\LM(,;  le  lieu  des  points  P,,  P,  est  une  .inarluiuc 
bicirculaire  unicursale;  toute  (iuarii(jue  bicircnlaire  unicursale  peut  être  définie 
de  cette  façon  et  il  lui  (Correspond  (]uatre  syslèmcs  de  ciiconfércnces  C.  C/,  dont 
deux  réels  et  deux  iniaginaires. 


(')    Voir  fiidl.  des  Se.  math.,  t.  XL.,  p.  /|0-Gi, 
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Borlolotti  {E .).  —  Contribution  à  la  tliéorie  des  infiniment  grands 

(29-65). 

Soient /(j7„),  9  (a7„)  des  fonctions  définies  pour  les  nombres  a:,,  d'un  ensemble 
dénombriible  et  infinies  en  même  temps  que  n;  posons 

Le  but  de  l'auteur  est  d'étudier  les  conditions  de  validité  de  la  relation 

f  If 

]  i  m   —  =:    I  i  m  — ^  , 

n  =  <x>   '-p,,         n  =  oB  Acp^^ 

en  posant 

V„  =  /,+ 1  —  /„  .  ^  ?„  =    ?,H  1  -    ?  n 

et  en  supposant  seulement  l'existence  de  la  première   limite.  Il   démontre  que, 

/  / 

si  les  fonctions /„,  cp,^  sont  monotones,  ainsi  que  le  rapport  :^i  et  si   =^'   a  une 

^f         . 

limite  pour  n  infini,  il  en  est  de  même  de  -r—^-  Mais   les    deux    rapports    n'ont 

_  Acp„ 

pas  toujours  le  même  mode  de  croissance.  L'auleur  est   ainsi  conduit  à  étudier 

A/"        / 
le  double  rapport  — =-^  ;  ^^  et  il  établit  le  ibéorèiiie  suivant  : 

Posons 

a..b 
los  I  1  + 


si  ji„  a  une  limite  déterminée  ji,  rordre  d'injihitude  de  f^^par  rapport  à  cp„ 
est  (i  +  ,3  ),  l'ordre  d'infinitude  étant  pris  au  sens  de  Gauchy  et  la  notation  (i+f5) 
étant  la  notation  des  «  ordres  parentlièse  »  de  M.  Borel  {Leçons  sur  les  séries 
à  termes  positifs,  p.  3(j).  Dans  le  cas  où  f5,,  n'a  pas  de  limite,  on  peut  trouver 
de  même,  à  l'aide  des  limites  d'indétermination  de  [â„,  deux  nombres  entre  les- 
quels est  compris  l'ordre  d'infinitude  de  y,,  par  rapport  à  cp^^. 

De  là  l'auleur  passe  à  l'étude  des  fonctions  d'une  variable  continue  x. 
Il  pose  ici 

àf  =  f{j:^h)-/{x).. 

h  étant  une  quantité  constante  par  rapport  à  j:,  et  il  com|)are  encore,  pour  x 
infini,  les  rapports 

f{x)  ^^         Afjcc)  .  fjx) 

o  {x)  Acp  ( a; )  '  cp  ( ^' ) 

Les  résultats  obtenus  sont  analogues  à  ceux  cjui  concernaient  les  fonctions/,,,  »„ 
d'une  variable  discrète  a?,,. 

En  faisant  ensuite  sur  les  fonctions  y  (x),  cp  (a;  )  les  hypothèses  de  continuité 
et  de  dérivabilité  requises  pour  la  validité  de  la  règle  de  L'Hôpital,  l'auteur 
démontie  diverses  propositions  parmi  lesquelles  nous  citerons  la  suivante  : 

Si  la  fonction  'f  (x)  est  toujours  croissante  pour  x  suffisamment  grand 
et  si  elle  devient  infinie   avec  x,  l'ordre  d'infinitude  {au  sens  de  Caucfiy) 
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de  la  fonction   /.  par  rapport  à  cp  est   égal   à   la   limite  du  double   rap- 

f      f 
port  '—,  \-i  lorsque  cette  limite  existe. 

=P       ? 

En  prenant  pour  cp  {x)  successivement  les  fonctions  x  et  e^,  on  oblienL 
divers  résultats  connus  relatifs  à  la  croissance  de  certaines  fonctions  transcen- 
dantes, e^,  r(:r),  x^  par  exenriple. 

Le  Mémoire  se  termine  par  la  démonstration  de  diverses  propositions  rela- 
tives à  la  relation 

lim   i^^^-^  =   lim  [f{x)V, 

laquelle  est  valable  sous  certaines  hypothèses  spécifiées  par  l'auteur.  Si  l'on 
suppose  seulement  l'existence  de  la  première  limite,  on  a  ainsi  la  proposition 
de  Gauchy  bien  connue;  mais  l'égalité  des  deux  limites  est  encore  vraie,  sous 
certaines  conditions,  lorsque  c'est  l'existence  de  la  seconde  limite  que  Ion 
postule. 

Cigala  (A.-R.).  —  Stir  un  crilère  d'inslabililé  (6^-^8). 

Ce  travail  complète  en  un  point  le  Mémoire  de  M.  Levi-Civita,  Sur  quelques 
critères  d'instabilité  {Annali,  série  III,  t.  V).  Il  s'agit  ici  d'une  subslilulion 
réelle  à  deux  variables  admettant  l'origine  pour  point  double,  dans  le  cas  où 
les  multiplicateurs  relatif»  à  l'origine  ont  un  module  égal  à  1  et  un  argnmenl 
quelconque  6.   La  substitution  se  ramène  alors  à  la  forme 

Xi=  X  cosO  —  j'  sinô  H-  .. . , 
y^=  X  s\n%  -h  jKCos6  +  . . . , 

M.  Levi-Civita  avait  étudié  le  cas  où  6  est  commensuraldc  avec  i>r.  M.Cii;;il.i 
envisage  ici  le  cas  où  8  est  incommensurable  avec  27r.  La  stabilité,  ou  l'insta- 
bilité, de  la  substitution  dépend  d'une  certaine  suite  illimitée  de  (juantités  y., 
fonctions  des  coefficients  do  la  substitution  jusqu'à  un  degré  qui  augmente 
indéfiniment  avec  v.  Si  une  seule  de  ces  quantités  y,^  est  difierenle  de  /.ér(»,  il  y 
a  instabilité,  de  sorte  que  l'instabilité  est  encore  ici  le  cas  général.  Mais  si 
les  y^  sont  nuls  quel  que  soit  v,  la  méthode  ne  permet  plus  d'énoncer  de  résultat 
général  relativement  à  la  stabilité  ou  à  l'instabilité  de  la  substitution  et  l.i 
question  reste  en  suspens. 

Lercii  {M.).  —   Siii"  (luelques  applications  des  soiimics  de  Gaiiss 
(79-90- 

Les  sommes  de  Ganss  sont  les  sommes 

/i-i     2a*/««/ 

a  -  0 
où  n  est  un  nombre  ctuicr  impair  et  positif. //j  un  entier  pitimi'i   .mi    -/.  \ppli- 
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cation  de  l'expression  connue  de  ces  sommes  à  l'évaluation  de  l'expression 

où  E*{x)   est   la    fonction    qui,  pour  x  fractionnaire,  est  égale  au  plus  grand 
entier  E  (x)  contenu  dans  x,  et  pour  x  entier  se  réduit  à   E  (x) Calcul 

2 

de  la  somme  des  résidus  quadratiques,  du  module  n,  premiers  avec  le  module 
et  diflerents  entre  eux. 

Blanchi  (L.),  —  Recherches  surles  surfaces  isolhcrmiques  etsur 
la  déformation  des  quadriques  (93-1  5^). 

M.  Darboux  a  donné  (C.  /?.  Acad.  Se,  t.  CXXVIII)  une  méthode  de  trans- 
formation faisant  correspondre  à  chaque  surface  isolhermique  une  infinité 
d'autres  surfaces  isotheriniques  en  représentation  conforme  avec  la  première. 
Le  système  différentiel  qui  définit  ces  transformations  D,„  dépend  d'une  cons- 
tante arbitraire  m  et,  pour  chaque  valeur  de  m,  il  y  a  une  triple  infinité  de 
transformations  D„,  faisant  correspondre  à  toute  surface  isolhermique  S  une 
triple  infinité  de  nouvelles  surfaces  isolhcrmiques.  L'auteur  éludie  d'abord  les 
relations  entre  les  transformations  D,,,  et  la  transformation  de  Ghristoffel  qui 
fait  correspondre  aussi  à  la  surface  isothermique  S  une  nouvelle  surface  isolher- 
mique. Mais  le  but  principal  de  M.  Bianchi  est  de  démontrer  le  théorème  de 
permutabilité  suivant,  analogue  au  théorème  qui  porte  le  même  nom  dans  la 
théorie  des  surfaces  à  courbure  constante  : 

Soient  D/»,,  D//j.^  deux  transformations  de  Darboux  faisant  correspondre 
à  la  surface  isothermique  S  deux  ncuvelles  surfaces  isothermiques  Sj,  S^. 
Il  existe  une  quatrième  surface  isotliermique  S'  qu'on  peut  déterminer  en 
termes  finis  et  qui  résulte  des  deux  mêmes  surfaces  S,,  S.^  à  l'aide  de  deux 
transformations  de  Darboux  D^„  ,  !)'„,  .  Celte  surface  S'  est  différente  de  S, 
si  l'on  a  m,  7^  m^  et  coïncide  avec  S  si  m^  —  m.y 

Les  conséquences  de  ce  théorème  sont  les  mêmes  que  celles  du  théorème  de 
permutabilité  de  la  théorie  des  surfaces  à  courbure  constante. 

M.  Bianchi  considère  ensuite  plus  particulièrement  les  surfaces  isolhcrmiques 
spéciales  :  il  appelle  ainsi  celles  que  M.  Darboux  a  introduites  dans  l'étude  de 
la  déformation  des  (|uadriques  (  C  /?.  Acad.  Se,  t.  CXXVIII,  p.  i4^3);  la 
quadrique  associée  à  chacune  de  ces  surfaces  dépend  de  quatre  constantes 
A,  n,  C,  D  et  la  surface  isothermique  est  dite  alors  appartenir  à  la  classe 
(A,  B,  C,  D).  iM.  Bianchi  démontre  que,  parmi  les  transformées  de  Darboux 
d'une  surface  isothermique  spéciale  de  la  classe  (A,  B,  C,  D),  il  existe  00''  sur- 
faces isothermiques  spéciales  de  la  même  classe.  Dans  l'énoncé  du  théorème  de 
permutabilité,  on  peut  donc  supposer  que  S,  S,,  S.^  sont  trois  surfaces  isother- 
miques spéciales  de  la  même  classe  :  l'auteur  démontre  que  la  quatrième  sur- 
face, S',  est  alors  une  surface  spéciale  de  cette  même  classe. 

En  passant  des  surfaces  isothermicjues  spéciales  aux  surfaces  applicables  sur 
la  quadrique  associée,  on  déduit  de  là  une  méthode  de  transformation  des  sur- 
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faces  applicables  sur  les   quadriques  permeltant   de    déduire    d'une    surface  de 
cette  espèce  d'autres  surfaces  de  la  itiême  espèce. 

Fubini  (G.).    —    Sur  la   théorie   des   groupes  disconlinus  (109- 
186). 

L'auteur  étudie  les  groupes  projeclifs  discontinus  à  un  nombre  quelconque 
de  variables;  il  retrouve,  conime  ras  particuliers  et  sous  un  point  de  vue  uni- 
forme, les  résultats  fondamentaux  de  Poincaré  pour  le  cas  d'une  variable,  de 
M.  Klein  pour  les  substitutions  unimodulaires  à  deux  ou  trois  variables,  enfin 
les  résultats  qu'il  a  obtenus  lui-même  dans  un  travail  antérieur  sur  les  groupes 
discontinus  qui  laissent  invariant  un  système  de  formes  quadratiques  ou  de 
formes  d'Hermite.  L'objet  principal  du  Mémoire  est  de  donner  les  conditions 
que  doit  remplir  un  groupe  donné  pour  qu'il  soit  discontinu  et  de  définir  les 
régions  où  il  est  proprement  discontinu. 

En  même  temps  que  les  groupes  projectifs  discontinus,  M.  I^'ubini  étudie  les 
groupes  discontinus  de  mouvements  pour  un  espace  admettant  un  groupe  con- 
tinu de  mouvements  et  dont  le  ds"^  est,  soit  une  forme  diderenlielle  quadratique 
posilivç,  soit  plus  généralement  la  racine  d'indice  ni  d'une  forme  différentielle 
positive  de  degré  2m,  Enfin  l'auteur  donne  quelques  brèves  indications  sur  la 
possibilité  d'appliquer  ses  résultats  et  sa  métliode,  d'une  part  à  la  construction 
de  fonctions  automorphes  correspondant  à  des  groupes  linéaires  discontinus  à 
un  nombre  quelconque  de  variables,  d'autre  part  à  la  théorie  de  l'équivalence 
des  formes  algébriques  entières  à  coefficients  entiers  dans  un  corps  algébrique 
quelconque. 

Fréchet  {M.).   —  Sur  une  extension   de  la  mélliode   de  Jacobi- 
Hamilton  (187-199)  [en  français]. 

Extension  aux  intégrales  multiples  des  travaux  de  Jacobi  et  de  Hamillon  sur 
les  équations  qui  expriment  que  la  variation  première  d'une  intégrale  simple 
est  nulle.  Le  cas  envisagé  par  l'auteur  est  le  cas  général  d'une  intégrale  mul- 
tiple étendue  à  une  multiplicité  S^  à  /•  paramètres  prise  dans  l'espace  .i  //dimen- 
sions. M.  Fréchet  forme  les  équations  des  cxtrémales,  en  appelant  ainsi  toute 
multiplicité  S^  pour  laquelle  la  variation  de  l'intégrale  est  nulle,  lorsque  la 
multiplicité  S^_,  qui  limite  S^  demeure  fixe.  On  peut  donner  au  système  qui 
définit  les  extrémales  une  forme  canonique  analogue  à  celle  du  système  cano- 
nique d'Hamilton  (lequel  correspond  à  /•  =  !).  Soit  maintenant  S^.  une  txtré- 
male  assujettie  à  passer  par  une  multiplicité  2^_,  arbitraire  et  à  être  /ransi'er- 
sale  (au  sens  adopté  dans  le  calcul  des  variations)  à  une  multiplicité  lixe  à 
/'  dimensions.  A  chaque  position  de  S^_,  correspond  une  valeur  l'v  de  l'inté- 
grale :  Uv       est  donc  une  fonction    dliy perespacc  au    sens    de    M.  Voltcira. 

Les  équations  analogues  à  l'équation  aux  dérivées  partielles  de  Jacobi  (relative 
à  /•  =  1)  sont  ici  des  équations  contenant  les  dérivées  fonctionnelles  de  Uv 
L'auteur    étend   au    cas    actuel    les    résultats   de   Jacobi    :    l'intégrale    complète 
employée  par  Jacobi  pour  l'intégration  des  équations  canoniques  n'est  y\\\^  une 
fonction  de  n  variables,  mais  une  fonction  d'hvpercspacc  :  c'est  un  des  cas  où 
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la  consitléralioii  de  ces  fondions  est  innposée  par  la  nature  nièrnc  du  pro- 
blème. 

Calapso  {P')'  —  Sur  quehjues  surfaces  de  (jiiicliard  et  les  Iraiis- 
fonnations  de  ces  suifaces  (201-25 1). 

L'auteur  appelle  surfaces  de  Gulchard  ou  surfaces  N,  celles  pour  lesquelles 
M.  Guichard  a  donné  la  propriété  caractéristique  suivante  :  il  existe  une  sur- 
face N'  ayant  iricmc  image  sphérique  de  ses  lignes  de  courbure  que  la  surface  N 
et  telle  que  si  r,,  r.,  sont  les  rayons  de  courbure  principaux  de  N  et  r',  r'^  les 
rayons  correspondants  de  N',  on  ait 

r^r'.,-{-  r^r\  =  const., 

la  constante  n'étant  pas  nulle. 

M.  Calapso  démontre  que,  par  inversion,  on  peut  faire  correspondre  à  toute 
surface  N  de  Guicliard  une  nouvelle  surface  N  avec  trois  constantes  arbi- 
traires. 

M.  Guichard  a  donné  des  transformations  G  permettant  de  déduire  de  toute 
surface  N  une  infinité  de  surfaces  isolliermiques  dépendant  d'une  constante. 
L'auleur  démontre  que,  réciproquement,  toute  surface  isol  liermique  peut  élic 
transformée  en  une  surface  N  par  une  certaine  transformation   G~'.    Il    désigne 

ensuite  par  G  et  G~'  les  transformations  conjuguées  de  G  et  de  G~',  obtenues 
en  changeant  /  en  —  i  dans  les  formules  qui  définissent   G  et  G^  et  il  étudie  la 

composition  des  transformations  G  et  G~',  d'où  il  tire  une  méthode  de  trans- 
formation permettant  de  faire  correspondre  à  toute  surface  N  une  nouvelle 
surface  N  avec  trois  constantes  arbitraires.  Le  même  procédé  fournit  une 
méthode  de  transformation  des  surfaces  isolhermiques,  qui  n'est  autre  que  la 
métiiode  de  transformation  de  AL  Darboux,  étudiée  par  M.  Bianchi  dans  le 
Mémoire  analysé  plus  haut. 

Cipolla  {M').  —  Extension  des  formules  de  Meissel-Rogel  et  de 
Torelli  sur  la  somme  des  nombres  premiers  qtii  ne  dépassent 
pas  un  nombre  donné  (253  267). 

Les  formules  de  Meissel  et  de  Hogel  permettent  de  calculer  la  somme  des 
n(,inl)rcs  premiers  non  supérieurs  à  n  lorsqu'on  connaît  seulement  les  nombres 
premiers  non  supérieurs  à  \]n.  L'auteur  résout  des  problèmes  plus  généraux  de 
la  nature  du  suivant  :  «  Trouver  la  somme  des  valeurs  prises  par  une  fonction 
numérique/(.r )  lorsque  x  reçoit  les  vale.irs  égales  aux  nombres  preniiers  non 
supérieurs  à  n,  connaissant  les  nombres  premiers  non  supérieurs  à  \/n.   » 

Lauiicella  (G.).  —  Sur  Tintégralion  des  équations  de  l'équilibre 
des  corps  élastiques  isotropes  (269-283). 

Dans  ce  Mémoire,  M.  Lauricella  démontre  l'existence  des  intégrales  régu- 
lières des  équations  de  l'équilibre  des  corps  élastiques  isotropes,  quand  on  donne 
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sur  la  surface  du  corps  considéré  les  composantes  des  déplacemenls.  Sa  démon- 
stration est  valable  pour  tous  les  domaines  convexes  bornés  auxquels  s'applique 
la  méthode  de  Neumann  relative  au  problème  de  Diiichlet;  celte  Iivpolhèse  est. 
en  eiïet,  celle  qu'a  adoptée  M.  LiapounofT  {Journal  de  Mathématiques. 'y  i-.é.x'xç^, 
t.  IV)  pour  établir  certains  résultats  relatifs  au  problème  de  Dirichlet  sur  les- 
quels s'appuie  l'auteur  dans  le  Mémoire  actuel. 

En  se  servant  de  ces  résultats  et  en  introduisant  la  fonction  de  Grcen  sup- 
posée connue  pour  le  corps  donné  S,  IM .  Lauricella  ramène  la  solution  du 
problème  à  la  détermination  de  trois  fonctions  w,  t»,  a',  nulles  sur  la  surface  z 
du  corps  et  vérifiant  eu  tout  point  de  l'intérieur  S  du  corps  les  équations 

^^u-h  k—-  = -,  \^v  -{-  k  —  = -,  A^  (V  +  A-  —   = -, 

Oz  OZ 


Ô%                ()^, 

,  <f^ 

06, 

\^v  -{-  k  —  = 

Ox             Ox 

oy 

oy 

où  l'on  a  posé  comme  d'habitude 


Ou        Ov        Ow 
ôx        Oy        Oz 


et  où  6„  est  une  fonction  harmonique  connue. 

Le  problème  est  résolu  par  une  méthode  d'approximations  successives  condui- 
sant pour  8  à  une  série  entière  en  k,  absolument  et   uniformément  convergente 

à  l'intérieur  de  S  lorsque  k  reçoit  une  valeur  k'  coînprise  entre  o    et    -   :   on 

peut  en  déduire  les  valeurs  de  u,  ç,  w  exprimées  par  des  intégrales  étendues  à  a 
et  dans  lesquelles  figurent  0  et  la  fonction  de  Green.  L'auteur  montre  qu'on 
peut  passer  de  là  à  une  valeur  de  k  de  la    forme    k^-\-  /,',    où    A,    est   aussi    une 

constante  comprise  entre  o  et  -»   puis  en  général  à   la  valeur    /?A,-h/i',  chaque 

valeur  de  n  fournissant  une  solution  d'où  l'on  part  pour  trouver,  par  de  nou- 
velles approximations  successives,  la  solution  correspondant  à  la  valeur  sui- 
vante {n-h  i)  k^-h  k'  de  la  constante  A"  :  en  définitive,  l'existence  de  la  soluliin 
est  donc  établie  pou/-  toute  valeur  positive  de  A. 

Dîni  (U.)-   —   ÉLiides   sur  les  équations  diflférentielles   linéaires 

(285-335). 

Ce  Mémoire  fait  suite  aux  recherches  publiées  dans  les  Tomes  il  cl  III  i\v  la 
série  III  des  Annali,  et  dans  lesquelles  iM.  Dini  a  donné  pour  l'clude  dos  inlc- 
gralcs  des  é(iualions  diiïérentielles  linéaires  une  formule  qui  n'est  autre  qu'une 
équation  intégrale  de  seconde  espèce  (suivant  la  dénomination  adoptée  par 
M.  Hilbert).  Il  applique  ici  la  méthode  exposée  dans  ces  deux  Mémoires  à 
l'étude  d'une  équation  dillercnlielle  linéaire 

«0  y(")  H- rt.r  ("-')+  ...  +</,._,.>''+«,.=  o. 

dans  laquelle  les  coefficients  <"/„,  «p  ...,  a„  sont  des  fonctions  de  x  inlégrablos 
dans  rintervalle  a,  b;  il  suppose  que  a^  s'annule  pour  une  valeur  .r  =  a  de  1  in- 
tervalle; r/,  b  et  (juc  l'on  puisse  écrire 

a,{x)  =  {X—  a)'0,(.r), 
Bull,  des  Sciences  niathcm.,  -i"  série,  t.  \L.  (Août  ii)i('.)  H.^ 
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6„(a?)  étant  une  fonction  de  x  finie,  continue,  et  différente  de  zéro  au  point  a 
ayant  dans  l'intervalle   a,  b  des  dérivées  jusqu'à  l'ordre   /?  au  moins;   a^  sera 
alors  supposé  de  la  forme 

«J^)  =3(x— a)''6,,(a7), 

0;,  étant  une  fonction  continue,  dérivable  au  moins  jusqu'à  l'ordre  n  —  h.  M.Dini 
cherche  à  quelles  conditions  l'équation  différentielle  admet  alors  des  intégrales 
régulières  dans  tout  l'intervalle  or,  ^,  y  conipris  le  point  a  pour  lequel  a„  s'an- 
nule, c'est-à-dire  des  intégrales  qui,  dans  tout  l'intervalle  a,  6,  sont  finies, 
continues  et  dérivables  jusqu'à  un  certain  ordre.  Les  hypothèses  ainsi  faites 
sont  moins  restrictives  que  celles  de  la  théorie  classique  de  Fuchs^  car  dans 
cette  dernière  théorie  on  suppose  les  coefficients  a,,,  «,,  a^^  ••.,«„  analytiques. 
Les  résultats  généraux  établis  par  M.  Dini  à  ce  sujet  sont  ensuite  appliqués 
f)lus  particulièrement  aux  équations  différentielles  linéaires  du  deuxième  ou  du 
troisième  ordre. 

Série  III,  Tome  XII,  1906. 

Almansi  [E .).  —  Sur  l'une  des  expériences  de  Plateau  (i-i^). 

Etant  donnée  une  goutte  d'huile  immergée  dans  un  liquide  d'égale  densité  et 
qui  s'appuie  sur  deux  disques  circulaires  horizontaux,  d'égal  rayon  R,  ayant 
leurs  centres  sur  une  même  verticale,  on  sait  que  l'une  des  figures  d'équilibre 
delà  goutte  est  le  cylindre  vertical  ayant  pour  bases  les  deux  cercles.  Plateau 
a  remarqué  que  l'équilibre  est  stable  ou  instable,  suivant  que  la  hauteur  H  du 
cylindre  est  inférieure  ou  supérieure  à  stiR.  M.  Almansi  établit  cette  propo- 
sition en  démontrant  que  l'aire  de  la  surface  cylindrique  considérée  a  est  minima 
relativement  aux  aires  des  surfaces  a-'  infiniment  voisines  de  a,  passant  par  les 
mêmes  bases  et  limitant  avec  les  bases  le  même  volume  que  a,  pourvu  que  H 
soit  inférieur  à  2tcR.  Dans  le  cas  contraire,  il  existe  des  surfaces  a'  ayant  une 
aire  inférieure  à  l'aire  de  a. 

L'auteur  examine  ensuite  les  déformations  pour  lesquelles  c'est  non  seulement 
la  surface  de  séparation  de  la  colonne  d'huile  avec  le  liquide  environnant  qui 
variC;,  mais  aussi  la  surface  des  disques  horizontaux. 

M.  Almansi  tire  de  son  étude  la  conclusion  que,  s'il  y  a  équilibre  pour  une 
colonne  cylindrique  d'un  liquide  L  immergé  dans  un  liquide  L',  l'équilibre  ne 
subsiste  pas  lorsqu'on  intervertit  le  rôle  des  deux  liquides  en  considérant  une 
colonne  du  liquide  L'  immergé  dans  le  liquide  L. 

Blanchi  {L.).  — Compléments  aux  recherches  sur  les  surfaces 
isothermiques  (19-54). 

Ce  Mémoire  complète  celui  qui  a  été  publié  par  l'auteur  dans  le  Tome  pré- 
cédent des  Annali.  Les  notations  étant  les  mêmes  que  précédemment,  soit  S 
une  surface  isothermique.  S,  sa  transformée  par  une  transformation  D„,  de 
Darboux.  M.  Bianchi  montre  que  ce  couple  (S,  S;)  de  surfaces  détermine,  sous 
forme  intrinsèque^  un  autre  couple  (s,  s)  de  surfaces  isothermiques  transfor- 
mées l'une  de  l'autre  par  la  transformation  C  de  Christofiel.  Soit  T^  la  trans- 
formation qui  permet  de  passer  du  premier  couple  au  second  :  par  la  transfor- 
mation T^.  la  transformation  D„,  est  ainsi  transformée  en  C. 
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Si,  en  particulier,  les  surfaces  (S,  S,)  sont  deux  surfaces  isothermiques  spé- 
ciales de  la  même  classe,  les  surfaces  (s,  s)  qu'on  en  déduit  sont  aussi  deux 
surfaces  isothermiques  spéciales,  mais  elles  appartiennent  à  une  nouvelle  classe. 
Il  résulte  de  là  que  la  transformation  T^  permet  de  passer  des  surfaces  appli- 
cables sur  une  quadrique  aux  surfaces  applicables  sur  une  seconde  quadrique. 
Un  cas  particulier  est  celui  où  S,  Sj  sont  deux  surfaces  parallèles  à  courbure 
moyenne  constante,  cas  où  la  transformation  T^  devient  la  transformation  de 
Hazzidakis  étudiée  par  M.  Bianchi  dans  ses  Lezioni  di  Geonietria  differen- 
ziale . 

La  détermination  du  couple  (s,  s)  en  termes  finis  à  partir  du  couple  (S,  S,) 
exige  en  général  l'intégration  d'une  équation  de  Riccali.  M.  Rianchi  examine 
un  cas  particulier  où  la  détermination  du  couple  (s,  s)  n'exige  que  des  qua- 
dratures :  c'est  le  cas  où  S,  Sj  sont  deux  surfaces  à  courbure  moyenne  constante, 
formant  les  deux  nappes  d'une  enveloppe  de  sphères  ayant  leurs  centres  sur  la 
déformée  d'une  quadrique  de  révolution  (théorème  de  M.  Guichard).  M.  Bianchi 
démontre  alors,  en  se  servant  des  théorèmes  de  .AL  Guichard,  que,  connaissant 
une  surface  applicable  sur  une  quadrique  de  révolution,  on  peut  en  déduire,  par 
des  quadratures,  00^  nouvelles  surfaces  applicables  sur  la  même  quadrique  et 
que  le  même  procédé  peut  se  poursuivre  indéfiniment. 

La  fin  du  Mémoire  est  consacré  à  une  généralisation  des  transformations  T,„ 
qui  se  rattache  à  l'étude  des  transformations  de  M.Darboux  étendues  à  l'espace 
elliptique  ou  hyperbolique.  M.  Bianchi  étend  à  ces  derniers  espaces  la  théorie 
des  transformations  des  surfaces  isothermiques  développée  précédemment  dans 
l'espace  euclidien.  , 

Se^^eri  (/^. ).  —  Le  théorème  d'Abel  sur  les  surfaces  algébriques 

(55-79). 

Lorsque,  sur  une  surface  algébrique,  on  considère  les  intégrales  de  diflércn- 
tielles  totales  (ou  intégrales  de  Picard)  comme  les  analogues  des  intégrales 
abéliennes  relatives  à  une  courbe  algébrique  plane,  l'analogue  du  genre  de  la 
courbe  plane  est  sur  la  surface  la  différence /^^  —  /?„  entre  le  i^enre  géoniélri(]ue 
et  le  genre  arithmétique;  ce  nombre  p„  —  /;„  est  Virrégidarilc  de  la  siirfacc. 

Le  théorème  d'Abel,  pour  une  surface  d'irrégularité  p„  — Pa^  est  alors  l'ana- 
logue du  tliéorème  d'Abel  relatif  à  une  courbe  de  genre  p,  et,  de  même  que  ce 
dernier  exprime  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  système  continu 
de  points  de  la  courbe  appartienne  à  une  série  linéaire,  le  théorème  d'Abel.  pour 
une  pareille  surface,  va  fournir  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  (ju'un 
système  continu  de  courbes  algébriques  tracées  sur  la  surface  soit  contenu  tota- 
lement dans  un  système  linéaire.  M.  Severi  trouve  cette  condition  sous  la  forme 
suivante  : 

Soient  I,,  I.^,  ...,  L  les  intégrales  simples  de  première  espèce  indépendantes 
relatives  à  une  surface  algébrique  et  soient  x,,  x., ...,  x„  les  points  communs  à 
deux  courbes  algébriques  tracées  sur  la  surface,  variant  d'une  façon  continue 
et  appartenant  à  une  même  série  algébrique  S.  Pour  que  cette  série  S  soit 
contenue  dans  un  système  linéaire^  il  faut  et  il  suffit  (jue  les  sommes 

IJ^,)-4-I,,(jr,)+  ...  -hl,,{x„)         (/i  =  i,  •■?,  ....  V) 

demeurent  constantes. 
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C'est  là  le  premier  théorème  d'Abel. 

M.  Severi  donne  à  l'énoncé  de  ce  théorèoie  diverses  autres  formes  utiles  dans 
les  applications.  Il  en  déduit  une  nouvelle  démonstration  de  la  proposition 
suivante  : 

Une  mrfaee  algébrique  de  genre  géométrique  /?„  et  de  genre  arithmé- 
tique p^  possède  p„  —  p^  intégrales  simples  de  première  espèce  et  2  (/?  —  p^ 
intégrales  de  seconde  espèce. 

La  dériiorîstration  de  cette  proposition  avait  été  obtenue  d'abord  par  M.  Cas- 
telnuovo  à  la  suite  des  recherches  de  divers  autres  auteurs,  dont  M.  Severi 
donne  un  aperçu  et  dont  cette  proposition  est  l'aboutissant  final. 

Dans  la  suite  du  Mémoire,  M.  Severi  donne  une  proposition  qu'il  appelle  le 
second  théorème  d'Abel  et  qui  est  relative  non  plus  à  des  systèmes  de  courbes, 
mais  à  des  groupes  de  points  pris  sur  la  surface.  Une  série  algébrique  oo^'"  de 
groupes  de  n  points  sur  une  surface  algébrique  F,  tels  que  ;•  points  quelconques 
de  F  appartiennent  à  un  seul  de  ces  groupes,  s'appelle  une  involution  de 
degré  n  et  d'espèce  2r.  Une  involution  est  dite  i^égulière  si  la  variété  algé- 
brique Vo^  dont  les  points  représentent  les  groupes  de  Finvolution  n'admet  pas 
d'intégrales  de  difTérentielles  totales  finies.  Le  second  théorème  d'Abel  est  alors 
le  suivant  : 

La  condition  nécessaire  et  sujffisante  pour  qu'une  involution  de  degré  n 
soit  régulière  est  que  la  somme  des  valeurs  prises  par  Vune  quelconque  des 
intégrales  simples  de  première  espèce  pour  les  divers  points  d'un  groupe  de 
l'involution  demeure  constante  lorsque  ce  groupe  varie  d'une  façon  con- 
tin  ue . 

Burgatli  [P .).  —  Sur  les  intégrales  premières  des  équations  du 
mouvement  d'un  corps  pesant  autour  d'un  point  fixe  (81-100). 

Soient/?,  q,  r  les  composantes  de  la  rotation  par  rapport  aux  axes  de  l'ellip- 
soïde d'inertie  et  «,  ft,  c  les  cosinus  des  angles  de  ces  axes  avec  la  verticale. 
L'auteur  cherche,  parmi  les  intégrales  premières 

fip^q-i^,  a,  6,  c  )  =  const, 

des  équations  du  mouvement,    toutes  celles  qui  dépendent  au  plus   de  cinq  des 
six  arguments    a,  b,  c,  />,  ^,  /•.  La  conclusion  est  que,  en   dehors  des   cas  clas- 
siques de  Lagrange  et   de    Sophie  Kowalewski,  il  n'existe  pas  d'intégrales  pre- 
mières (algébriques  ou  non)  dépendant  au  plus  de  cinq  arguments. 
L'auteur  considère  ensuite  tous  les  mouvements  pour  lesquels  on  a 

(i)  Aa/? -H  B6^ -f- Ccr  =  o 

(A,  B,  C,  moments  d'inertie  )  et,  parmi  les  intégrales  premières  des  équations  du 
mouvement  pour  ces  mouvements-là,  il  détermine  toutes  celles  qui  dépendent 
de  quatre  arguments  au  plus.  Il  retrouve  ainsi,  outre  le  cas  de  Lagrange,  un 
cas  déjà  envisagé  par  MM.  GoriatchofT  et  Tchapliguine. 

Nielsen  [N.).  —  Sur  les  séries  de  fonctions  de  Stirling  (loi-i  12) 
[en  français]. 
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L'auteur  a  défini,  dans  deux  Mémoires  parus  au  Tome  X  des  Annali,  les  poly- 
nômes '^„  de  Stirling  et  d'autres  polynômes  analogues  y„.  Il  étudie  ici  les  rela- 
tions entre  ces  polynômes  et  les  polynômes  de  Bernoulli,  puis  il  donne  des 
résultats  relatifs  aux  valeurs  de  '\i,^  et  de  y„  pour  7i  très  grand;  enfin,  il  étudie 
les  séries  de  polynômes  <];„,  y,^  à  coefficients  constants.  Ces  séries  de  polynômes 
présentent  des  analogies  avec  les  séries  de  factorielles  :  par  exemple,  leur 
domaine  de  convergence  absolue  est  un  demi-plan  limité  par  une  droite  perpen- 
diculaire à  l'axe  des  nombres  réels. 

Eisenhart(E.-P.). —  Surfaces  analogties  aux  surfaces  de  Bianchi 
(i  i3-i43)  [en  anglais]. 

Dans  ce  travail,  M.  Eisenhart  étudie  une  catégorie  étendue  de  surfaces  A, 
possédant  la  même  représentation  sphérique  des  lignes  de  courbure  qu'une  sur- 
face pseudosphérique.  Il  retrouve  comme  cas  particulier  les  surfaces  de  Bianchi 
{Annali,  série  II,  t.  X\IV)  et  il  étend  aux  surfaces  A  les  plus  générales  les 
diverses  propriétés  de  ces  dernières  surfaces. 

Maillet  {E.).  —   Sur  les  équations  indéterminées  x^'-\~ y'^'^=  cz' 
(145-178)  [en  français]. 

Ce  Mémoire  fait  suite    à    deux    travaux    que  l'auteur  a   publiés  sur  le  même 

sujet  dans  d'autres  recueils.  M.  Maillet  indique  des  catégories  de  valeurs  de  X 

et  de  \x  pour  lesquelles   l'équation   a;^-t-jK^' = /••*-3''  est  impossible   en  nombres 

entiers  réels  non  nuls  pour  une   infinité   de    valeurs    du   nombre  premier  /•.    Il 

démontre    ensuite    l'impossibilité  de   résoudre  dans    les    mêmes   conditions  des 

équations  de  la  forme 

x'^-\-  y"  =  bz", 

et  cela  pour  une  série  de  valeurs  de  «  et  6  ayant  en  commun  un  f«cleur  supé- 
rieur à  2.  En  particulier,  si  b  —  a  et  a  >  2,  l'auteur  démontre  que  l'équation 
précédente  est  impossible  en  nombres  entiers  réels  pour  des  catégories  très 
étendues  de  valeurs  de  a  et  il  en  induit  que,  vraisemblablement,  cette  équation 
est  impossible  pour  toutes  les  valeurs  de  a  supérieures  à  2. 

Dini  (U.).  — Etudes    sur  les  équations   dififérentielles   linéaires. 
Intégrales  normales  de  ces  équations  (179-262). 

Dans  ce  Mémoire,  M.  Dini  poursuit  les  conséquences  de  la  méthode  et  des 
formules  générales  qu'il  a  données  pour  l'étude  des  équations  dilVércntiolIcs 
linéaires  dans  trois  Mémoires  successifs  parus  dans  les  Tomes  II.  III  et  \I  des 
Annali.  Il  envisage  ici  une  équation  dillerenlielle  linéaire 

(i)  a,y("^-ha^y("-^')-h  ...  +  «„_,  r'"^"  «,.r  =  ^' 

dans  laquelle  les  coefficients  a^,,  a^,  ...,a„  et  X  sont  des  fonctions,  de  l.i 
variable  x  supposée  réelle  et  dépendent  en  outre  d'un  [Kuamètre  variable  c  : 
on  suppose  que,  pour  chaque  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  h,  les  coef- 
ficients «j,  a2,  . . .,  <7„  et  la  fonction  X  sont  des  fonctions  holomorphes  de  c  dans 
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un  champ  C  et  que,  pour  chaque  valeur  de  z  prise  dans  C,  ce  sont  des  fonctions 
régulières  de  .r  :  le  coefficient  a^  est  supposé  indépendant  de  z.  M.  Dini  étudie 
alors  les  intégrales  de  l'équation  (i)  considérées  comme  des  fonctions  de  z.  Si 
le  coefficient  a„  ne  s'annule  pas  dans  l'intervalle  a,  b,  les  intégrales  de  l'équa- 
tion (i)  sont  des  fonctions  holomorphes  de  z  dans  le  champ  C  pour  toutes  les 
valeurs  de  ce  prises  dans  l'intervalle  «,  b. 

L'auteur  suppose  ensuite,  plus  particulièrement,  que  «p  «j,  . . . ,  a„  et  X  sont 
des  polynômes  en  z,  ou  des  polynômes  par  rapport  à  une  fonction  ^  (z),  avec 
des  coefficients  fonctions  régulières  de  x.  Sous  certaines  hypothèses,  les  inté- 
grales peuvent  alors  être  développées  en  séries  de  polynômes  en  ^  (z)  et  la 
méthode  de  M.  Dini  permet  d'obtenir  ces  développements.  Les  résultats  obtenus 
sont  appliqués  ensuite  aux  équations  de  la  forme 

«oy"-+-«ir'  +  «2r  =  X, 

où  a„,  rt,  ne  dépendent  que  de  a:  et  où  a^  est  de  la  forme 

g  et  l  étant  des  fonctions  de  x  seulement.  En  particulier,  soit  l'équation 

(i_^-2)y_  2xy  -]-z  {z-i-i)y  =  o, 

qui,  pour  z  =  n  et  pour  z  = —  {n-hi),  définit  les  fonctions  X„  de  Legendre. 

La  méthode   de   M.  Dini  fournit  l'intégrale  générale  de  cette  équation  sous   la 

z  (  z   I   I  ^ 
forme  d'une  série  ordonnée  suivant  les  puissances   de  -• 

2 

L'auteur  étend  ensuite  aux  équations  linéaires  d'ordre  quelconque  dépendant 
toujours  d'un  paramètre  z,  les  résultats  obtenus  par  Slurm  pour  les  équations 
du  second  ordre  et  complétés  plus  récemment  par  M  Kneser  et  par  M.  Stekioff. 
Etendant  le  sens  d'une  dénomination  introduite  pour  les  équations  du  second 
ordre,  il  appelle  intégrales  normales  de  l'équation  les  intégrales  y  qui, 
pour  X  z=  a  et  pour  a;  =  6,  vérifient  des  conditions  aux  limites  données,  linéaires 
et  homogènes  par  rapport  aux  valeurs  de  l'intégrale  et  de  ses  n  —  i  premières 
dérivées  en  ces  points.  M.  Dini  démontre  diverses  propositions  relativement  à 
l'existence  et  au  nombre  de  ces  intégrales  normales  linéairement  indépendantes, 
soit  pour  les  équations  linéaires  et  homogènes,  soit  pour  les  équations  avec 
second  membre.  Il  étudie  ensuite  les  intégrales  normales  considérées  comme 
fonctions  du  paramètre  z.  Sous  certaines  hypothèses,  on  peut  obtenir  des  inté- 
grales normales  qui  sont  fonctions  entières  de  z  et,  dans  tous  les  cas,  des  inté- 
grales normales  qui  sont  des  fonctions  uniformes  de  z  admettant  comme  seules 
singularités  des  pôles  à  distance  finie.  Les  résultats  obtenus  sont  ensuite  appli- 
qués plus  particulièrement  aux  équations  linéaires  d'ordre  2,  3  ou  4- 

Bianchi  (L.).  —  Théorie  des  transformations  des  surfaces  appli- 
cables sur  les  paraboloïdes  (263-345). 

Dans  le  Tome  L\  des  Annali,  M.  Bianchi  a  montré  comment  on  pouvait 
obtenir,  par  de  simples  quadrsilures,  les  éle'ments  intrinsèques  d'une  infinité  de 
surfaces  applicables  sur  un  paraboloïde  quelconque.  Dans  le  Mémoire  actuel,  il 
se  propose  d'obtenir  les  surfaces  elles-mêmes  et  de  donner  l'interprétation  géo- 
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métrique  de  la  méthode  de  transformation  ainsi  introduite:  il  parvient  à  établir, 
pour  les  déformées  des  paraboloïdes,  une  théorie  entièrement  analogue  à  celle  des 
transformations  des  surfaces  pseudosphériques. 

M.  Bianchi  démontre  le  théorème  suivant,  sur  lequel  repose  toute  la  théorie  : 

Toute  surface  S  applicable  sur  un  paraboloïde  elliptique  ou  hyperbolique 
est  la  première  nappe  de  la  surface  focale  d^une  double  infinité  de  con- 
gruences  de  droites  W  {congruences  pour  lesquelles  les  asyniptotiques  se 
correspondent  sur  les  deux  nappes  de  la  surface  focale)  dont  la  seconde 
nappe  S^  de  la  surface  focale    est  applicable  sur  le  même  paraboloïde . 

Les  opérations  analytiques  à  effectuer  pour  trouver  les  oc^  surfaces  Si  trans- 
formées d'une  surface  S  donnée  consistent  en  des  quadratures  et  en  l'intégration 
d'une  équation  de  Kiccati  dont  les  coefficients  contiennent  une  première  cons- 
tante arbitraire  a  :  les  transformations  correspondant  à  une  même  valeur  de  t 
seront  désignées  par  B^;  elles  dépendent  d'une  nouvelle  constante  arbitraire 
introduite  par  l'intégration. 

A  tout  point  M  de  S  correspond,  sur  chaque  surface  Sp  un  point  M,  situé 
dans  le  plan  tangent  en  M  à  S.  Le  lieu  de  ces  points  Mp  pour  la  famille  de  trans- 
formations B^,  est  une  conique  à  centre  qui  demeure  invariable  dans  le  plan 
tangent  quand  la  surface  S  se  déforme  en  entraînant  ses  plans  tangents,  ce  qui 
établit  une  analogie  entre  les  transformations  considérées  et  les  transformations 
de  Biicklund  des  surfaces  pseudosphériques.  Lne  autre  analogie  résulte  du 
théorème  de  permutabilité  suivant  : 

Si,  de  la  surface  S  applicable  sur  le  paraboloïde,  on  déduit  les  deux  nou- 
velles surfaces  S^  S2  applicables  sur  L,  à  l'aide  respectivement  des  trans- 
formations B(7,,  Bo-j  (a,  7^  a.^,  il  existe  une  quatrième  surface  S',  applicable 
sur  S,  qu'on  peut  déterminer  en  termes  finis  et  qui  est  liée  à  Si  par  une 
transformation  B'    et  à  S2  par  une  transformation  B^^. 

De  ce  théorème  il  résulte  qu'après  avoir  intégré  une  première  équation  de 
Riccati,  ce  qui  donne  oc-  surfaces  applicables  sur  S,  on  peut  applicpier  indclini- 
ment  le  même  procédé  de  transformation  aux  surfaces  ainsi  obtenues,  sans 
d'autres  calculs  que  des  dérivations. 

M.  Bianchi  établit  ensuite  la  distinction  entre  les  ilcformations  propres  faisant 
correspondre  à  la  région  réelle  de  S  une  région  réelle  de  S,  et  les  déformations 
impropres  faisant  correspondre  à  une  région  réelle  de  S  une  région  imaginaire 
de  Si  (distinction  introduite  par  Peterson  dans  l'étude  de  la  iléformaiion  des 
quadriques).  Il  résulte  de  son  étude  que,  pour  le  paraboloïde  elliptique,  il  faut 
un  nombre  pair  de  transformations  B^  successives  pour  de  luire  d'une  surface  S 
une  surface  S,  applicable  sur  S  par  une  déformation  propre. 

Le  début  du  Mémoire  est  consacré  à  l'étude  des  déformées  d'un  paraboloïde 
imaginaire  particulier,  tangent  au  cercle  de  l'inlini,  et  ayant  pour  L-quation 

{x  -h  ir)--h  z^=  .r  —  iy- 

Les  résultats  énoncés  précddemment  se  démonlrcnt  dune  façon  parliouluiemenl 
simple  pour  ce  paraboloïde. 

Fubini  {G.).  —  Sur   la   coiislruclioii    des   champs    l'oii<l.iin<'iilaii\ 
d'un  grou|)c  discontinu  (347-352). 
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L'auteur  a  étudié,  dans  le  volume  précédent  des  Annali,  des  classes  étendues 
de  groupes  discontinus  qui  peuvent  être  considérés  <îomnne  des  groupes  de  mou- 
vements, sans  transformations  infinitésimales,  dans  un  espace  à  métrique  con- 
venablement choisie.  Il  montre  ici  comment  on  peut  définir  les  champs  fonda- 
mentaux de  ces  groupes  discontinus  de  mouvements. 

S.  Lattes. 
"^ • 


RENDIGONTI  DEL  GIRCOLO  MATEMATiGO  DI  PALERMO  (i). 

Tomo  X,   1896. 

Fano  [Gino).  —  Sur  les  surfaces  algébriques  admettant  un  groupe 

continu  transitif  de  transformations  projectives  en  elles-mêmes 

(.-i5). 
—   Sur  les    groupes  continus   de    transformations    crémoniennes 

du  plan  et  sur  certains  groupes  de  transforjnations  projectives 

(16-29). 

M.  Enriques  a  démontré  que  «  tout  groupe  continu  de  transformations  bira- 
tionnelles  du  plan  peut  se  réduire,  par  application  d'une  transformation  de 
Crémona,  â  un  groupe  d'homographies,  ou  à  un  groupe  de  transformations 
quadratiques  à  deux  points  fixes,  ou  enfin  à  un  groupe  de  Jonquières  ». 

L'Auteur  en  a  déduit  ailleurs  (^)  que  «  toute  surface  algébrique  admettant 
un  groupe  continu  transitif  de  transformations  projectives  en  elle-même  peut 
être  rapportée  biiationnellement  à  un  plan,  à  une  quadrique  de  l'espace  à 
3  dimensions  ou  à  un  cône  rationnel  normal  d'un  espace  à  n  dimensions,  de 
façon  que  le  groupe  considéré  donne  lieu  à  un  groupe  d'homographies  planes 
ou  à  un  groupe  de  transformations  projectives  de  l'espace,  changeant  en  elle- 
même  la  quadrique  ou  le  cône  rationnel  normal  ». 

Il  donne,  dans  sa  première  Note,  une  démonstration  directe  de  ce  résultat, 
sans  s'appuyer  sur  les  recherches  de  jNI.  Enriques,  mais  en  appliquant  un  théo- 
rème général  de  Lie.  Il  en  déduit,  dans  sa  seconde  Note,  le  théorème  de 
M.  Enriques.  La  méthode  suivie  par  iM.  Gino  F^ano  dans  celte  nouvelle  démons- 
tration, lui  paraît  pouvoir  être  utilisée  pour  des  extensions  aux  espaces  à  3  ou 
à  n  dimensions  des  recherches  de  M.  Enriques. 

Enriques  [Fedej^igo).  —  Une  observation  relative  à  la  repré- 
sentation paramétrique  des  courbes  algébriques  (3o-35). 

Soit  une  courbe  C,  f{x,  y)  =  o,  admettant  une  représentation  paramétrique 
algébrique  de   degré  n;  x  el  y  s'expriment  donc  rationnellement  en  fonction 

(')  Voir  Bull,  des  Se.   math.,    t.    XXXVIII^,   1914,  p.   i3G  i^G  (t.  VIII  et  IX, 
189'!  et  1895);  puis  t.  XXXIX,,,  1915,  p.   i'i?.  (t.  XI,  1897). 
(^)  Rend,  dei  Lincei,  5"  série,  vol.  IV',  1'='^  semestre,  p.  325. 


REVUK   DIÎS   PUIIMCATIONS.  io5 

d'une  variable  i  et  de  X  lié  à  t  par  réqualion 

9(X,0  =  o 

du  degré  n  en  X.  Une  telle  représentation  définit,  lorsque  t  varie,  une  série 
rationnelle  de  groupes  de  n  points  sur  la  courbe  C  et  l'on  peut  supposer  que 
les  groupes  de  cette  série  correspondent  biunivoquement  aux  valeurs  du  para- 
mètre t.  Si  dès  lors  cette  série  est  une  involution  linéaire,  la  représentation 
paramétrique  de  la  courbe  C  sera  simple.  Sinon  : 

«  Ou  bien  x  el  y  sont  des  fonctions  irrationnelles  de  degré  n  d'un  para- 
mètre T  qui  est  à  son  tour  fonction  rationnelle  de  t; 

»  Ou  bien  la  courbe  est  transformable  en  une  courbe  d'ordre  /?-,  admettant 
donc  une  infinité  de  représentations  paramétriques  simples  de  degré  n.  » 

Ce  résultat  est  contenu  dans  le  suivant  que  démontre  M.  Enriques  : 

«  Sur  une  courbe  algébrique  une  série  rationnelle  ce'"  de  groupes  de  n  points 
est  linéaire  ou  contenue  dans  une  série  linéaire  plus  vaste  gn{s'>  r).  » 

En  appliquant  ce  résultat  à  une  courbe  hyperelliptique,  l'Auteur  retrouve 
une  propriété  connue  des  intégrales  hyperelliptiques  réductibles  aux  ellip- 
tiques. 

M.  Enriques  étend  enfin  aux  surfaces  les  résultats  précédents. 

Peano  (G.).  —  Sur  le  pendule  de  longueur  variable  (36,  3^). 

Si  un  pendule  de  longueur  variable,  fixé  en  O,  décrit  en  une  oscillation  la 
courbe  ABC,  les  volumes  engendrés  par  la  révolution,  autour  de  la  verti- 
cale OB,  des  secteurs  AOB  et  BOG  sont  égaux.  Application  à  la  balançoire. 

Alagfia  (/?.).  —  Les  relalious  irréductibles  enire  les  invaiianls 
d'une  forme  quelconque  du  huitièuie  ordre  (/ji-'j/i). 

Dans  un  précédent  Mémoire  ('),  l'Auteur  a  dclerminc  les  trois  relations  (|ui 
existent  entre  les  invariants  d'une  forme  quelconque  du  huitième  ordre.  Le 
procédé  qu'il  avait  employé  ne  lui  permettait  pas  de  décider  si  les  relations 
obtenues  étaient  ou  non  de  degré  minimum.  A  la  suite  de  suggestions  de 
iM.  Ilammond,  l'Auteur  reprend  cette  question  et  détermine  les  relations  irré- 
ductibles entre  ces  invariants. 

Morera  {G.).  —  Stir  une  formule  de  calcul  itiU'^ral  (^-jj-So). 

Si  /  est  une  fonction  uniforme,  finie  et  continue  dans  le  volume  S.  on  tlle 
admet  une  dérivée  partielle  -j-  inlégrable,  et  si  o  est   une  fonction   uniloruic. 

généralement  continue,  et  finie,  de  la  dircclion  d'un  rayon  vecteur  r  i»>ii  iliin 
pùle  extérieur  à  S,  on  a 


fm^'-^jï^-^m"- 


C)  /fend,  di  Palermo,  t.  NI,  p.  77-79- 
DuU.  des  Sciences  matheni.,  r  série,  1.  \L.  (Septembre  n)\G.)  \\ 
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n  étant  la   normale  intérieure  à  la  surface  de  S.  Si  le  pôle  est  intérieur  à  S,  il 
faudra  ajouter  un  terme  complémentaire 


^ff^ii^y- 


fff  étant  la  valeur  de  y  au  pôle. 

M.  Morera  applique  ensuite  cette  formule  à  la  transformation  du  potentiel 
interne  d'un  corps  homogène  dont  les  molécules  se  repoussent  ou  s'attirent 
avec  une  force  centrale  (p{r);  puis  à  la  transformation  du  potentiel  mutuel  de 
deux  corps  homogènes. 

Baguera  {G.).    —   Sur  le  lieu  des  points  de  contact  triple  des 
courbes  d'un  faisceau  avec  les  cotirbes   d'un   réseau   (81-106). 

]M.  Bagnera   forme  d'abord  l'équation   de  ce  lieu;  c'est  une  courbe  F  d'ordre 

N  =  (3(/?,  — i)  +  3(/;i  — i), 

n  étant  l'ordre  des  courbes  du  faisceau  et  ni  l'ordre  des  courbes  du  réseau. 
Tout  point  M  multiple  d'une  courbe  du  faisceau  ou  du  réseau  est  en  général 
point  multiple  de  Y.  L'Auteur  détermine  la  multiplicité  de  F  et  les  tangentes 
à  F  en  un  tel  point;  il  discute  très  complètement  les  différents  cas  possibles  : 
en  général,  si  en  IM  passent  deux  courbes  bases  du  faisceau  avec  les  multipli- 
cités s  ei  t  {t  étant  généralement  nul)  et  trois  courbes  bases  du  réseau  avec 
les  multiplicités  a,  [j,  y  (y  étant  généralement  nul),  F  aura  au  moins  la  mul- 
tiplicité 

3(5  +  ^  —  2)H-aH-p  +  y. 

Les  points  d'intersections  d'une  courbe  4>  du  faisceau  et  de  la  courbe  F  sont 
les  points  bases  du  faisceau,  les  points  multiples  précédemment  considérés  et 
les  points  triples  de  la  série  linéaire  à  deux  dimensions  déterminée  sur  la 
courbe  ^  par  les  courbes  du  réseau.  L'Auteur  examine  d'abord  le  cas  où  la 
courbe  tï>  est  de  genre  zéro,  et  démontre  ensuite  que,  si  elle  est  de  genre  y^, 
chacun  de  ses  points  multiples  abaisse  le  nombre  des  points  triples  de  la  série 
linéaire  qu'y  découpe  le  réseau,  comme  si  ce  point  se  trouvait  sur  une  courbe 
de  genre  zéro  y  ayant  même  singularité  par  rapport  au  réseau. 

Klein  {F,).  —  Sur  l'esprit  arithmétiqtie  dans  les  Malhémaliques 

(107-117). 

Discours  prononcé  à  la  Société  des  Sciences  de  Gôttinge  le  2  novembre  i8g5, 
publié  dans  les  Gottingen  ISachrichten^  1895.  Traduction  italienne  de  M.  S. 
Pin  chérie. 

De  Franchis  (^Michèle).  —  Sur  la  courbe  lieu  des  contacts 
d'ordre  k  des  courbes  d'un  faisceau  avec  les  courbes  d'un  sys- 
tème 00^^  (i  1 8-1 5 '->.). 

Le  sujet  de  ce  Mémoire  contient  comme  cas  particulier  celui  du  Mémoire  de 
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M.  Bagnera  précédemment  analysé;  mais  la  riiélliode  utilisée  est  ici  purcineiil 
synthétique  et  non  analytique  comme  celle  de  IM.  Bagnera. 

Soient  d'abord  deux  faisceaux  (C)  et  (T)  de  courbes  d'ordres  respectifs  /; 
et  /?^,  et  une  droite  t.  Les  lieux  des  points  de  contact  des  tangentes  issues  d'un 
point  P  de  la  droite  aux  courbes  des  faisceaux  sont  deux  couibes  *I> ,  et  ^I', 
d'ordres  respeclifs  211  —  i  et  2 /n  —  i.  Quand  le  point  P  décrit  la  droite  t,  les 
deux  courbes  *  et  W  décrivent  deux  faisceaux  et  leurs  points  d'intersections 
décrivent  la  droite  t  et  une  courbe  £2cr  d'ordre  2/i-i-2/?i  —  3.  S^cp  ^st  le  lieu 
des  points  de  contact  du  premier  ordre  des  courbes  des  deux  faisceaux  (C) 
et(r). 

L'Auteur  examine  l'allure  de  cette  courbe  iicr  en  un  point  base  de  multi- 
plicité quelconque  pour  les  deux  faisceaux.  Il  fait  ensuite  une  étude  analogue 
(analogue  aussi,  par  conséquent,  à  celle  qu'à  faite  M.  Bagnera)  sur  les  courbes 
lieu  des  contacts  d'ordre  A"  des  courbes  de  deux  systèmes  ce'  et  oc^. 

Voici  l'élégant  procédé  de  génération  de  ces  courbes  qu'indique  >L  de  Fran- 
chis :  Généralisons  d'abord  la  construction  précédente  de  iih.y  Soit  le  faisceau 
précédent  (G)  et  un  réseau  [F]  de  courbes  d'ordre  m;  soient  T,,  1\,  Tj  trois 
courbes  bases  du  réseau  et  Y'.,  une  courbe  arbitraire  du  faisceau  (l\r,).  Quand 
cette  courbe  varie,  la  courbe  iitCiCrirO'  ^^^^  tles  points  de  contact  du  premier 
ordre  des  courbes  des  faisceaux  (G)  et  (r,r{;)  décrit  un  faisceau  :  on  prouve 
aisément  en  effet  qu'il  passe  une  seule  courbe  ^'ciCnrO  P'j'I'  "'^  point  arbitraire 
du  plan.  Gonsidérons  alors  un  second  faisceau  (  K),  les  points  d'intersection  des 
courbes 

engendrent,  en  écartant  des  branches  parasites,  la  courbe  ilcii.  La  génération 
précédente  de  ^ck  correspondait  au  cas  où  le  réseau  [T]  était  celui  des  droites 
du  plan. 

Soit  alors  le  lieu  des  contacts  du  premier  ordre  des  courbes  des  faisceaux  (C) 
et  ^(CiCnrâ)  ;  J'  se  décompose  dans  la  courbe  \\  et  la  courbe  Qcp  l'^u  fies  con- 
tacts du  second  ordre  des  courbes  du  faisceau  (G)  et  du  réseau  [  T].  Gette 
courbe  ûcp  est  celle  qu'a  étudiée  M.  Bagnera. 

Plus  généralement,  envisageons  le  faisceau  G  et  un  système  qc^  linéaire, 
soit  [r]*'  de  courbes  d'ordre  m;  soient  F,,  1\,  ...,  I\^,,  k  +  \  courbes  bases  de 
ce  système,  v'k  une  courbe  arbitraire  du  faisceau  (I\l\+i);  les  courbes 

^(C)(rTrj...rA-,r)t) 

[lieux  des  points  de  contact  d'ordre  A— i  des  courbes  du  faisceau  (G)  et  du 
système  linéaire  oc^-^  (1^?^ . . .  r^.iFyt)]  décrivent,  quand  T'a  varie,  un  faisceau. 
Le  lieu  des  points  de  contact  simples  des  courbes  de  ce  faisceau  et  du  fais- 
ceau (G)  se  décompose  en  une  courbe  parasite  et  la  courbe  $2,;^  lieu  des  points 
de  contact  d'ordre  A  des  courbes  des  systèmes  (G)  et  |  F  j^ 

L'ordre  de  cette  courbe,  aisé  à  calculer  après  les  considérations  précé- 
dentes, est 

(  :'  /J  —  3  )  A-  -i-  ■-!  m 


Brioschi{F.).  —  Sur  un  ihcorèiue  de  M.  Hilhorl  (^lO.Vi;!;). 
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Complément  à  un  travail  de  M.  Hilheit  sur  les  conditions  nécessaires  et  suffi- 
santes pour  (ju'une  foiine  binaire  soil  la  puissance  entière  d'une  autre  {Math. 
Ann.j  t.  XWII  ). 

Gerbaldi  (A.).  —   Un  lliéorème  sur  les  singularités  de  la  jaco- 
bienne  de  (jualre  surfaces  algébriques  (i  58- 160). 

Il  s'agit  de  l'étude  de  cette  surface  jacobienne  au  voisinage  d'un  point  mul- 
tiple des  quatre  surfaces. 

Cordone  (G.).  —  Sur  une  classe  d'équations  résolubles  algébri- 
quement (161-176). 

On  sait  que,  si  une  racine  d'une  équation  algébrique  irréductible  (i)  est  fonc- 
tion rationnelle  d'une  autre,  toutes  ces  racines  seront  de  forme 

•^2  '  \  "^2  /'  >         •  •  •  1        "  \  "^2  )  > 

•  •  »         >  '         •  •  •  1         1 

^,„   e(^„),    ,    ...,   6— (^J- 

La  résolution  de  l'équation  (i)  peut  alors  se  ramener  à  celle  d'une  équation  (2) 
de  degré  n  admettant  pour  solutions 

cp.=  a7,4-6(^.)  +...+  e— «(07.)         (t  =  I,  2,  ...,  n). 
Si  une  racine  de  cette  équation  (2)  est  fonction  rationnelle  d'une  autre 

on   pourra  ramener  la  résolution   de  l'équation   (i)  à  celle  d'une  équation  de 
degré  encore  inférieur,  et  ainsi  de  suite. 

Quelles  conditions  doivent  remplir  les  racines  de  l'équation  (i)  pour  que 
cetle  dernière  circonstance  se  produise?  C'est  un  problème  qu'a  traité  M.  Netto 
[Théorie  des  substitutions,  §  176  et  suivants)  dans  le  cas  particulier  où  de 
toute  relation 

??=  Ratcp^ 

on  peut  déduire 

cCd^^^  ixat.^  • 

L'Vuteur  traite  complètement  le  même  problème  sans  aucune  hypothèse  res- 
trictive. 

Biirali-Fortl  {€.).  —  La  méthode  de  Grassmann  dans  la  Géo- 
métrie projective  (i^y-igS). 

L'  «  Ausdehnungslehre  »  de  Grassmann,  qui  s'applique  aisément  à  l'étude  des 
propriétés  métriques  des  figures,  peut  aussi  être  utilisée  pour  l'étude  des  pro- 
priétés projeclives.  L'Auteur,  partant  non  de  l'œuvre  de  Grassmann,  mais  de 
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Pexposé  simple  qu'en  a  fait  M.  Peano  sous  le  nom  de  Calcul  géométrique, 
montre  comment  les  «  formes  géométriques  »  peuvent  servir  à  représenter  le 
point,  la  droite  et  le  plan  projectifs  et  à  construire  sur  ces  éléments  tous  les 
systèmes  projectifs. 

La  méthode  de  Grassmann,  ainsi  appliquée  à  Tétude  des  projectivités,  reste 
apte  à  la  résolution  des  problèmes  métriques;  elle  réunit  ainsi  les  avantages 
des  deux  méthodes  fondamentales  (analytique  et  synthétique)  de  la  Géométrie. 

Aulonne  {Léon).   —   Sur  les  pôles  des  fonctions  uniformes  de 
deux  variables  indépendantes  (196-228)  (en  français). 

Soient  N  +  i  développements  des  puissances  de  x  tiy, 

F/(^,r)      (y  =  0,  I,  ...,  N) 

holomorphes  quand  les  a;, jk  sont  assez  petits  et  tels  que  F  (o,  o)  =  o.  Les 
équations 

font  correspondre   à   un   point  de  coordonnées  x  et  y  non    nulles   un   point 
image  de  coordonnées  homogènes  \-.  Quelle  est  l'image  du  point  a)(x  =  jk  =  o)  ? 
En  d'autres  termes,  quelle  est  la  limite  du  point  \  quand  x,  y  tend  vers  to  sui- 
vant un  certain  chemin  W  ?  Tel  est  le  problème  que  traite  M.  Autonne. 
Il  reprend  d'abord  le  problème  de  la  résolution  de  l'équation  implicite 

V.  étant  holomorphe  autour  de  w.  Pour  l'étude  des  solutions  y  très  petites 
avec  X  on  peut  remplacer  F   par 

fji^^r)  =r"'+P,-,i(^)r'"-'+---+i';,».(-2^)> 

polynôme  en  y,  fonction  holomorphe  en  x.  Les  m  solutions  se  groupent  en 
cycles  analogues  à  ceux  que  l'on  rencontre  dans  la  théorie  des  fonctions  algé- 
briques; l'équation  d'un  cycle  étant 

y  =  u\x'^), 

1 

où  u  désigne  une  série  des   puissances  de  a?"  convergente   autour  de  x  —  o. 

L'Auteur  indique  cominent  on  déterminera  les  coeflicients  de  celle  série. 

Abordant  alors  le   problème  précédemment  posé,  il  montre  qu'on  peut,  sans 
restreindre  la  généralité,  supposer  le  chemin  ^^   donné  par  la  formule 

y  z=  ii\x^), 

6  étant  un  développement  analogue  à  u.  On  peut  aussi  rjMiiplaccr  los  1"^  par 
les/.  Hésolvons  alors  l'équation  (qui  contient  en  particulier  toutes  les  équa- 
tions f-=  0) 

les  ^  étant  des  constantes  arbitraires.  Soit  u\x'^  }  un  de  ses  cycles;  il  n'y  aura 


I  lO 
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qu'un  nombre  fini  des  premiers  termes  de  u  indépendants  des  g  .  Soit  {<]^x^) 
leur  somme,  <i^  est  le  «  tronçon  »  du  cycle  considéré;  le  premier  terme  après  le 

.V 

tronçon    «    terme   caractéristique  »    peut  s'écrire   Tx^^,  T   dépendant   des  g.^ 

s    ,  ,,  ... 

-  étant  1    «  exposant  caractéristique  ».   Réunissons  enfin  dans  un  même  «  mé- 

5 

gacycle  »  M  tous  les  cycles  ayant  même  tronçon  et  même  — •  A  chaque  méga- 
cycle M  correspond  une  courbe  unicursale  G,  dite  fondamentale  dont  le  degré  Q 
est  le  quotient  par  SA  de  la  somme  des  ordres  des  cycles  de  M.  L'image  de  w 
est  constituée  par  l'ensemble  des  fondamentales.  Si  x^  y  tend  vers  o^  suivant  le 
chemin 

1  s 


les  %  tendent  vers  un  point  de  G,  dont  la  position  ne  dépend  que  de  x.  Si  x,  y 
tend  vers  a>  suivant  un  chemin  qui  ne  débute  par  aucun  des  tronçons,  ^  tend 
vers  un  point  fixe  commun  aux  fondamentales. 

Le  problème  posé  est  ainsi  résolu.  L'Auteur  applique  l'analyse  précédente  à  la 
recherche  du  nombre  des  zéros  confondus  en  w  communs  à  /"  et  à  une  autre 
expression  holomorphe  U{x,y).  Dans  celte  recherche  s'introduit  la  «  courbe 
tronçon  »  du  mégacycle,  d'équation 


n[ 


y  —  4;  {x^-'lx") 


l 


a  =  o,  I,  . , .,  8  —  i;  A"  =  racine  primitive  S'*""  de  l'unité. 

Étant  donnée  enfin  une  transformation  de  Cremona  définie  par  le  réseau 

^1/1-^^2/2+03/3=  o, 

On  sait  que,  si  les  courbes  du  réseau  admettent  en  w  un  point  jx-uple  ordi- 
naire : 

1°  Il  y  a  \i?  points  fixes  du  réseau  confondus  en  w; 

2°  L'image  de  w  est  une  courbe  fondamentale; 

3*  Si  une  courbe  A  passe  un  certain  nombre  de  fois  en  w,  sans  autre  singu- 
larité, sa  transformée  comprend,  un  certain  nombre  de  fois,  la  fondamentale  et 
son  degré  s'abaisse. 

L'Auteur  peut,  grâce  aux  résultats  précédents,  indiquer  ce  que  deviennent 
ces  énoncés  quand  on  ne  fait  plus  aucune  hypothèse  restrictive  sur  l'allure 
en  u)  des  courbes  du  réseau  et  de  A  :  c'est  ainsi,  par  exemple,  que  l'image 
de  0)  est  constituée,  non  par  une  courbe  fondamentale,  mais  par  les  fondamen- 
tales relatives  aux  différents  mégacycles. 


Burgaiti   [Pielro).    —    Sur   la    torsion    géodésique    des    lignes 
tracées  sur  une  surface  (229-240). 
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La  formule  de  Bonnet 

I     _  P  du^  +  2  Q  c?a  c?(^  +  R  rfp^ 

'^cs        s/kg  —  F2  (  E  f/a^  -I-  2  F  du  dv -^  G  dv^)' 

donnant  la  torsion  géodésique  d'une  ligne  c  tracée  sur  une  surface  prend  la 
forme 

,  ,  1  cos^O        sin^G         ,,.,  ^ 

'^3  "S  "S 

si  les  lignes  coordonnées  m  et  f  sont  bissectrices,  en  cîiaque  point,  des  direc- 
tions principales  et  si  8  est  l'angle  des  tangentes  aux  deux  courbes  ^'  et  c.  Cette 
formule  (i)  est  semblable  à  celle'qu'a  donnée  Euler  pour  la  courbure  des  sec- 
lions  normales;  l'indicatrice  des  torsion*»  sera  une  hyperbole  équilalcre. 

La  formule  (i)  permet  à  l'Auteur  de  généraliser  des  résultats  connus  de 
M.  Enneper. 

Le  résultat  que  démontre  directement  IM.  Burgatti  à  la  fin  de  son  Mémoire 
(conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  les  lignes  coordonnées  soient 
également  inclinées  sur  les  directions  principales)  se  déduit  immédiatement 
d'un  résultat  classique  de  M.  Darboux. 

Di  Pirro  (G.).  —   Sur  les  transformations   des  équations  de  la 
Dynamique  (24 1-253). 

Ce  Mémoire  vient  compléter  les  résultats  démontrés  par  M.  di  Pirro  dans  un 
travail  précédent  (^). 

Il  s'agit  de  trouver  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'on  puisse, 
par  la  transformation 

Pr=  Çr^        dt  =  'k{p^,  p,,  ...,p„)dt^, 
passer  du  système  d'équations  de  Lagrange 

^^^  dl\ôp',J       dp,         '•'         dt        ''•' 

au  système  analogue 

(S)  ±IÊh\^^ll-Q  ^=n' 

'^•^  dt\ôq',)       dq^-^''  dt         ^'• 

avec 

les  (2^,  P^  et  b^^  Q^  étant  respectivement  fonctions  des  p^  et  des  7^. 
On  démontre  qu'il  faut  que 

\  -z  c(ii,-+-/i)...(n„-+-A) 


(1)  Itend.   Circolo  di   Palermo,   t.   I\,   p.    \^.   Analysé   dans   ce  liulletin, 
t.  XXXVIII,  p.  i4i 


Il  A  SKCONDE    rAUTIIÎ. 

et 


X  (  n.  H-  /i) 


les  quantités  II,,  Ilo,  ...,  U„  étant  des  fonctions  arbitraires  des  variables  res- 
pectives />,,  P2,  ...,  />„.  Enfin  on  a,  pour  déterminer  les  a^,  les  équations 

Les  valeurs  de  a^  que  l'on  en  tire  sont  différentes  suivant  qu'on  suppose  tous 
les  II-  diiïérents  (c'est  le  cas  qu'avait  examiné  précédemment  INI.  di  Pirro),  ou 
certains  des  II-  égaux,  et  égaux  par  conséquent  à  une  constante  :  quelques-unes 
des  équations  (i)  sont  alors  identiquement  vérifiées.  C'est  ce  dernier  cas  que 
traite  M.  di  Pirro. 

Gomme  dans  son  précédent  Mémoire,  M.  di  Pirro  examine  à  quelle  condition 
le  fait  que  les  P^  dérivent  d'un  potentiel  entraînera  que  les  Q^  dérivent  aussi 
d'un  potentiel. 

Joseph   Pérès. 


RENDIGONTI  DEL  GIRGOLO  MATEMATJGO  DI  PALERMO. 
Tome    XIV,     1900    (  ^  ).  (1**  Partie  :  Memorie   e    Communicazioni.) 

Appell{P.). —  Sur  l'inlégralion  des  équations  du  mouvement 
d'un  corps  pesant  de  révolullon  roulant  par  une  arête  circulaire 
sur  un  plan  horizontal;  cas  particulier  du  cerceau  (1-6). 

Imaginons  un  solide  pesant  qui  remplisse  les  conditions  suivantes  : 

1°  Le  solide  est  terminé  par  une  arête  vive  ayant  la  forme  d'un  cercle  K  de 
centre  H  et  de  rayon  a; 

2°  Le  centre  de  gravité  G  du  corps  est  situé  sur  l'axe  de  K,  et  l'on  a  HG  =  c; 

3°  L'ellipsoïde  d'inertie  relatif  à  G  est  de  révolution  autour  de  cet  axe,  les 
moments  d'inertie  classiques  étant  A  et  C. 

Cela  étant,  M.  P.  Appell  montre  que  l'étude  du  roulement  du  solide  sur  un 
plan  horizontal  revient  à  l'intégration  de  l'équation 

(^)  -r^  +  cot  6 -jT  +  -j-^; T^-Tt -— (c  cote —  «)/•  =  o, 

^    '  rf6-  ofÔ        Aa-+Cc^H-AC 

où  /•  et  0  ont  leurs  significations  usuelles.  Dans  le  cas  du  cerceau,  on  a  c  =  0  et 
la  substitution  cos^O  =  s  ramène  l'équation  (6)  à  l'équation  hypergéométrique. 


Il 


(')  Voir  Bull,  des  Se.  matli.^  t.  XLj,  p.  62-70. 
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Korieweg  {D.~J.).  —  Extrait  d'une  lettre  à  M.  Appell  (7-8)  (en 
français). 

Or,  indépendamment  de  M.  Appell,  M.  Korieweg  avait  traité  le  même  pro- 
blème dans  le  Niemv  Arcliief  voor  Wiskunde  (i);  et  il  avait  été  conduit  éga- 
lement aux  fonctions  liypergéométriques.  En  le  rappelant,  M.  Korteweg  indique 
une  seconde  forme  que  Ton  peut  donner  à  la  solution;  cette  forme,  qui  fait 
intervenir  des  fonctions  hypergéométriques  de  id=cos6,  peut  être  plus  avanta- 
geuse lorsque  6  est  voisin  de  o  ou  de  tt. 

Pizzetti  (P-)-  —  Sur  la  correction  à  faire  aux  latitudes  observées 
pour  tenir  compte  de  l'altitude  des  stations  sur  le  niveau  de  la 
mer  (g-iS). 

Pour  réduire  la  latitude  d'une  station  au  niveau  de  la  mer,  il  existe  une  for- 
mule correcte  établie  par  Helmert;  or,  parfois,  les  astronomes  emploient  d'autres 
formules,  équivalentes  à  la  première  au  point  de  vue  pratique,  mais  qui  reposent 
sur  des  vues  théoriques  itiexactes.  Tel  est  le  cas  d'une  hypothèse  qui  assimile 
les  surfaces  de  niveau  de  l'attraction  terrestre  à  des  ellipsoïdes  homothétiques. 
Dans  sa  Note,  M.  Pizzetti  s'attache  à  réfuter  cette  théorie  et  à  établir  la  formule 
de  Helmert;  à  cet  effet,  il  s'appuie  sur  une  expression  du  potentiel  de  l'attrac- 
tion terrestre  qu'il  avait  publiée  antérieurement  (^). 

Ciani  [E .).  —  Un  théorème  sur  le  covariant  S  de  la  (juartique 
plane  (1  6-21). 

Clebsch  a  appelé  covariant  S  d'une  quartiquc  plane  G  le  lieu  dos  points  ilont 
les  polaires  cubiques  sont  équianharmoniques.  On  savait  que  si  G  est  la  quar- 
tique  de  Klein,  d'équation 

S  coïncide  avec  G.  Héciproquemcnt,  M,  Giani  montre  (juc  ce  cas  est  le  seul  où 
la  coïncidence  puisse  avoir  lieu. 

Pelrovilch  (M.).  —  Sur  l'expression  du  terme  général  des  séiics 
de  Ta}'lor  représentant  des  combinaisons  lalionnellcs  de  la 
fonction  exponentielle  (22-27)  (^^  français). 

iM  .   Michel  l^etrovitch   montre  que  si  la  série  de  Tayltir 

a„H-  a,:r  -f-  ...  -I-  ût„.r"+  ... 
représente  une  combinaison  lationnellc  \\{i()  de  rcxponenlielle  u  -—  e""".  a„  est 


(  '  )  2""  série,  t.    1\',  juillet  i^f)Ç}. 

(^)  liend.  délia  U .  Ace.  dei  Lincei,  i"  semestre  iS.)4. 
Bull,  des  Sciences  mathéni.,  i"  série,  t.  XL.  (Octobre  i;)i(î.)  H.  10 
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de  la  forme 

f>i—l     p  —  Q     k  —  \      j—\ 

OÙ  les  quantités  /••,  b-  et  les  entiers  [x  et  q-  ne  dépendent  que  des  pôles 
de  R(m). 

Petî'ovitch  (M.).  —  Sur  une  classe  d'équations  différentielles  du 
premier  ordre  (28-32)  (en  français). 

Moyennant  certaines  liypothèses  très  générales  sur  l'équation  différenlielie 

(.)  5^  =  F., /.,..., /a 

où  fi,  .•.,/„  sont  des  fonctions  données  de  x,  M.  Petrovilch  montre  qu'à  l'in- 
térieur d'un  intervalle  (^0 — y,  a7(,-hy),  qui  peut  être  de  longueur  infinie,  on 
peut  resserrer  l'intégrale  de  (i)  entre  deux  fonctions  bien  déterminées,  qu'on 
obtient  par  quadratures.  L'auteur  termine  par  des  applications. 

De  Franchis  {M.).  —  Les  surfaces  irrationnelles  du  quatrième 
ordre  de  genre  géométrique  superficiel  nul  (33-65). 

Parmi  les  surfaces  du  quatrième  ordre  F^,  les  plus  simples,  au  point  de  vue 
de  la  théorie  des  fonctions  algébriques  de  deux  variables,  sont  d'abord  les  sur- 
faces unicursales  énumérées  par  M.  Nœther,  puis  les  surfaces  à  genre  géomé- 
trique p„  nul.  Le  Mémoire  de  M.  de  Franchis  a  précisément  pour  objet  l'énu- 
mération  de  ces  dernières. 

Depuis  longtemps  on  connaissait  des  F4  ayant  p  =  o  :    les    surfaces  réglées 
elliptiques  F^  et  F|-,  ainsi  qu'une  surface  F^\  trouvée  par  Kummer;  le  travail 
de  M.  de  Franchis   décèle   trois   surfaces   nouvelles   qui,  avec  les   précédentes 
épuisent  l'ensemble  des  F^  de  genre />„=  o. 

Voici  les  équations  de  ces  surfaces  : 

F'^  xU'-^2xtf,{y,  z,  t)  +  [fl-^,{z,  O]  =0, 

F21  a;-'y^^2xyf,{z,t)-^f,{z,t)                       =0, 

F^  a:U'-^2Xtf,{y,  z,  t) -h  [fl  - '^,{z,  t)]  =  o, 

p3i  y2  fi_^  mxyzt  -h  nx'^z'^-\-  uz-t  -+-  vx'''y        =  0, 

F '2     ^3  t'^-hoaxyzt-\-  ly'H  —  rz^—  aqxz^ 

3 
—  q  y"^  z^  —  a}  x^  z  —  jo?  x""  y^  =  o . 

(L'indice  qui  affecte/,  9  ou  '^  désigne  le  degré  de  l'un  de  ces  polynômes  par 
rapport  à  l'ensemble  des  variables;  ces  polynômes,  ainsi  que  les  constantes  m,  w, 
M,  V,  a,  r,  q,  ont  été  choisis  au  hasard;  enfin,  pour  F'^-,  /.,  est  seulement  du 
premier  degré  en  y.) 

Or,   le  résultat  précédent  était  inattendu  :  en  elfet,  il  résulte  de  l'analyse  de 
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M-  de  Francliis  que  les  l\  en  question  possèdent  des  intégrales  de  diiïérentielles 
totales  de  première  espèce;  et,  d'après  une  Note  de  M.  Poincaré  (*),  confirmée 
par  une  brève  indication  du  Traité  de  MM.  Picard  et  Simart  (^),  toute  surface 
du  quatrième  ordre  jouissant  de  cette  propriété  devait  coïncider  avec  F^  ou  F*'- 
Indépendamment  de  l'auteur,  et  pendant  l'impression  de  son  Mémoire, 
M.  A.  Berry  publiait  une  Note  tendant  à  compléter  les  résultats  de  MM.  Poincaré 
et  Picard;  mais  l'énumération  de  M.  Berry  laissait  échapper  la  surface  F^-. 

Résumons  maintenant  à  grands  traits  la  méthode  de  l'auteur.  Tout  d'abord, 
F4  doit  admettre  au  moins  un  point  double  0;  écartons  le  cas  des  surfaces 
rationnelles  et  représentons  F,^  sur  un  plan  double  II  en  la  projetant  à  partir 
de  0;  nous  trouverons  que  F4  est  un  cône,  ou  est  représentable  sur  un  cône  du 
troisième  degré,  ce  qui  justifie  notre  assertion  relative  aux  diiïérentielles  de 
première  espèce.  De  plus,  nous  pouvons  supposer  que  F4  est  privée  de  courbe 
double,  sinon  on  retomberait  sur  les  surfaces  connues  F'/ (réglée  à  deux  droites 
doubles)  et  F),^  (réglée  à  une  droite  double,  lieu  de  tacnodes). 

Cela  étant,  dans  la  représentation  de  F^  sur  [I,  la  courbe  de  diramalion  est 
nécessairement  formée  de  quatre  droites,  concourantes  en  un  point  P,  ou  de 
trois  coniques  bitangentes  en  deux  points  A  et  B.  Dans  le  premier  cas,  la 
droite  OP  coupe  1%  en  un  point  double  M;  supposons  O  et  M  distincts  :  ce  sont 
des  tacnodes  et  l'on  retrouve  P^/.  Si  xM  est  confondu  avec  O,  on  obtient  une 
surface  nouvelle  F^^,  pourvue  d'un  point  double  infiniment  voisin  d'une  droite 
double  évanouissante  sur  laquelle  se  trouve  un  oscnode.  Dans  le  second  cas, 
si  A  et  B  sont  distincts,  on  trouve  une  surface  F|'  pourvue  deux  points  doubles 
uniplanaires,  formés  chacun  par  la  fusion  d'un  point  double  et  d'un  tacnodc; 
et,  si  A  et  B  sont  confondus,  on  obtient  une  surface  F'^^  possédant  un  point 
double  infiniment  voisin  d'une  singularité  identique  à  celle  de  Ff.  Les  sur- 
faces F-^'  et  F^'  ne  peuvent  d'ailleurs  posséder  aucune  autre  singularité;  quant 
à  F^^',  Fp,  elles  ne  peuvent  avoir,  en  plus  de  0  et  M,  que  2  ou  i  points  doubles 
nouveaux  au  maximum. 

Puis  l'auteur  indique  dans  trois  tableaux  les  singularités  des  surfaces,  leurs 
équations  et  la  nature  des  faisceaux  elliptiques  qu'elles  contiennent.  Enfin,  pour 
chacune  d'elles,  il  donne  une  transformation  crémonicnnc  (jui  la  représente  sur 
le  cône  du  troisième  ordre  et  permet  d'étudier  d'une  façon  détaillée  cette  cor- 
respondance. 

Gerbaldi  (F.).—  Sur  le  groupe  simple  de  36o  colliiK'alions  |)lanes 
(66-1  i4;  seconde  Partie). 

Poursuivant  (■')  l'étude  de  G-^^^,,  M.  Gerbaldi  abonlc  niiiiiitenant  dillVivuts 
problèmes  d'Algèbre  qui  s'y  rattachent.  Multiplions  les  transformations  df  C  ,^i„ 
par  les  substitutions 


X 


;  =  t^Xi        (  i  =  I,  -î,  3  ;  2  £  =  -  I  -f-  y/-  3)  ; 


(')   C.  /{.  Acad.  Se,  t.  XCIN..  p.  mV'- 

{')   Théorie  des  fondions  a/i^éhrir/tu;s  de  dcit.r  r«iri<ddcs  indc/>cnd<infes.  l.  1, 
Paris,  1H97,  p.  i3(j. 
(=•)  Rendic.  del  Cire.  mal.  di  Ihilernio,  t.  \ll,  p.  »:î-<)i,  cl  t.  Mil,,  p.  i(ii-i.)<j. 
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nous  obtiendrons  ainsi  un  groupe  G^^^q  pour  lc(iuel  les  deux  formes 

6  6 

GÂ,=  V/?  et         GX',=  yf? 

1  1 

sont  des  invariants  absolus.  On  a  d'ailleurs  A;  :::=  cA'i;  posons 

A, 


A  = 


C  H-  I 


la  sextique  A  =  o  est  la  courbe  d'ordre  minimum  qui  reste  invariante  par  Gjgj; 
elle  passe  par  divers  pôles  des  sous-groupes  de  Gj^o.  Posons,  de  même, 


l\fn  F'=I1//,  H  =  2F  +  2F'. 


A^; 


Fauteur  calcule  les  valeurs  de  ces  diflerents  invariants  aux  points  remarquables 
de  la  configuration,  puis  il  démontre  l'identité 

2c'F  +  2c  F'  =  A^ 

en  vertu  de  laquelle  toutes  les  courbes  du  faisceau  H  —  W"^  =  o  se  touchent  en 
72  points  qui  sont  des  inflexions  de  A  =  0.  L'auteur  introduit  ensuite  les  inva- 
riants 


GA, 


6 

V 


/,' 


3  k 


puis  les  invariants,  d'ordre  3o,  — G  et  —G',  qui  sont  les  sommes  des  produits 
5  à  5  des  /'• ,  et  en  outre  l'invariant 

J  =  20  {  cG  +  c'G'  ). 

G,  G'  et,  plus  généralement,  tout  invariant  d'ordre  pair  de  Gj^j,,,  sont  des  fonc- 
tions entières  de  A,  H  et.T;  enfin,  tout  invariant  d'ordre  impair  est  égal  au 
produit  d'un  invariant  d'ordre  pair  par  A,  déterminant  fonclionnel  de  A,  H  et  J 
par  rapport  aux  coordonnées  a:,,  x^,  a:^',  A,  d'ordre  ^5,  est  ainsi  l'invariant 
d'ordre  impair  minimum. 

Ceci  posé,  considérons  le  sous-groupe  G^,,  engendré  par  S  et  Z;  pour  toutes 
les  substitutions  de  G^q^^,  les  invariants  de  degré  minimum  de  Gg,,  qui  prennent 
seulement  six  valeurs  sont  de  la  forme  aff-{-bA;  soit  alors  un  groupe  de 
60  points,  transformé  en  lui-même  par  G^,,,  et  non  situé  sur  A  =  o;  posons 


X.=—  (i  =  I,2, 


,  6), 


les  x-  satisfont  à  une  équation  C^  dite  résolvante  du  sixième  degré  et  dont  les 
coefficients  dépendent  rationnellement  de  c,  c'  et  >v  =  HA~"  ;  si  le  groupe 
annule  A,  on  lui  ferait  cornespondre  une  résolvante  analogue,  du  sixième  degré 
également.  Et  maintenant,  donnons-nous  en  un  point  quelconque  M  les  valeurs 
de  A,  H,  J,  A;  la  résolution  de  l'équation  C^  correspondante  et  des  extractions 
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de  radicaux  permettront  de  trouver  les  coordonnées  des  36o  points  du  groupe 
associé  à  G.go  auquel  appartient  M.  Dans  C^  permutons  c  et  c' ;  nous  obtien- 
drons une  autre  résolvante  qui  a  avec  la  première  de  nombreuses  relations  ;  et, 
lorsque  M  est  choisi  d'une  façon  spéciale,  C^  jouit  de  propriétés  particulières 
que  l'auteur  examine  en  détail. 

Puis  il    aborde  les  sous-groupes  hessiens   G35  engendrés  par  T  et   ZT^Z-;  la 
forme 

est  un  invariant  pour  l'un  de  ces  sous-groupes,  et  G,„^(,  lui  fait  acquérir 
10  valeurs;  on  est  ainsi  conduit  à  une  résolvante  ^lo  du  dixième  degré;  sa  for- 
mation directe  paraissant  inabordable,  l'auteur  envisage  des  cubiques  harmo- 
niques invariantes  parG36;  il  obtient  ainsi  une  résolvante  *l^io,du  dixième  degré, 
transformée  de  Ojo,  et  dépendant  de  deux  paramètres  1  et  ;j..  M.  Gerbaldi  ter- 
mine en  étudiant  les  relations  de  C'iq  et  C^  :  la  résolution  de  l'une  d'elles 
entraîne  celle  de  l'autre;  de  plus,  les  racines  de  C\q  s'expriment  rationnelle- 
ment en  fonction  de  l'une  d'entre  elles. 


Biicca  {F.).  —  Etudes  d'Analyse  (i  i5-i4i). 

Quatre  Notes  posthumes  : 

I.  Soit  E  une  équation  différentielle  linéaire  pour  laquelle  l'équation  fonda- 
mentale déterminante,  relative  à  un  point  singulier  (régulier)  x„,  présente  des 
racines  multiples.  L'auteur  montre  coiriment,  en  partant  de  la  forme  même  de 
la  substitution  canonique  relative  à  ^„,  on  peut  trouver  la  forme  anal\li(|ue 
d'un  système  fondamental  canonique  d'intégrales  dans  le  voisinage  de  x^^. 

IL  M.  Bucca  donne  une  démonstration  nouvelle  d'un  théorème  de  kronecker 
sur  les  irrationalités  naturelles  et  il  en  fait  une  application. 

III.  Les  équations  cycliques  irréductibles  de  degré  'i.'^'M'-  peuvent  se  résoudre 
géométriquement  au  moyen  d'intersections  de  coniques;  inversement,  M.  Bucca 
montre  que  les  racines  de  toute  autre  équation  cyclique  ne  [nniveni  être  ainsi 
construites.  Par  exemple,  pour  construire  le  polygone  régulier  de  ii  cùiés,  il 
faut  couper  une  parabole  par  une  cubique. 

IV.  L'auteur  démontre  d'une  façon  nouvelle  riinpossibililc  de  résoudre  les 
équations  générales  de  degré  supérieur  à  5  au  moyen  de  l'irrationalité  icosaé- 
drique;  puis  il  établit  un  théorème  plus  général  sur  une  classe  d'équations,  de 
degré  supérieur  à  5,  et  qui  ne  peuvent  admettre  de  résolvante  à  un  i>ara- 
mètre. 

V.  En  s'appuyant  sur  des  considérations  purement  ai  illniiéiiques  c\  sur  des 
hypothèses  moins  restrictives  que  celles  de  N'ahlen,  M.  I'.  Bmia  reirouvr  un 
théorème  obtenu  par  ce  dernier  auteur  au  sujet  de  la  rédiuiibilite  des  éiin.itions 
binômes  d'indice  composé. 

Pinclierle  (S.).  —  Sur  un  piohlèine  d'inlcrpolalioii  (^  142-1 44)- 
L'auteur  démontre  le  théorème  suivant  :  «  S'il  existe  un  nombre  positif  0  tel 
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que   la   fonction  f{t)=  \   «,,^'+1  soit  régulière  dans  tout  le  champ 

t 

on  pourra  construire  une  fonction    entière  '^  {x)    qui    pour   x  =  n^  entier  non 
négatif,  prend  la  valeur  a„;  ^  {x)  sera  donnée  par  la  formule 


a(^)  =  ^ 


x{x  —  I )  . .  .  {x  —  /i  4-  I  ) 


n\ 


««-««,.-1+         „        «„-2+---  +  ( 


:-0"«o].  » 


Vwanli  {G.).  —  Sur  la  transformation  de  Laplace  (i45-i56). 

Note  où  Tauteur  étend  la  théorie  de  l'équation  de  Laplace  et  de  ses  invariants 
aux  équations  à  trois  variables  indépendantes. 

Seveî'ini  [C .).  —  Sur  la  représeotalion  des  fonctions  réelles  de 
variables  réelles  au  mojen  de  séries  de  polynômes  rationnels 
entiers  (i  57-179). 

Précédemment  ('),  M.  Severini  avait  étudié  la  représentation  des  fonctions 
de  variables  réelles;  la  publication  de  la  thèse  de  M.  Baire  l'amène  à  compléter 
ses  résultats  antérieurs.  Dans  la  première  partie  de  sa  Noie,  M.  Severini  com- 
pare la  classe  des  fonctions  intégrables  (au  sens  de  Riemann  )  et  celles  des  fonc- 
tions développables  en  séries  de  polynômes;  ces  deux  classes,  très  distinctes, 
comprennent  cependant  des  familles  de  fonctions  communes  :  telles  sont  les 
fonctions  à  discontinuités  dénombrables.  Puis  l'auteur  étend  la  démonstration 
due  à  Weierstrass  pour  la  représentation  des  fonctions  continues  et  il  étudie 
des  fonctions  discontinues  à  gauche  et  à  droite  d'une  de  leurs  singularités.  Dans 
la  seconde  partie  de  son  travail,  l'auteur  indique  diverses  conditions  moyennant 
lesquelles  ses  résultats  s'étendent  aux  fonctions  de  deux  variables. 

PuglisL  [M.).  —  Sur  le  mouvement  d'un  point  soumis  à  aucune 
force  sur  un  tore  (180-191). 

L'auteur  discute,  d'après  Staude,  le  mouvement  d'un  point  sur  un  tore,  en 
l'absence  de  toute  force  extérieure. 

Burgatti  (P-)-  —  Théorie  des  systèmes  articulés  les  plus  simples 
(192-201)  (avec  une  planche  de  10  figures). 

Soit  T  une  transformation  ponctuelle  plane,  changeant  des  cercles  en  cercles  ; 
proposons-nous  de  trouver  un  système  articulé   qui   la  réalise  matériellement. 


(*)  Atti  délia  B.  Ace.  délie  Se.  di  Torino,  vol.  XXXIII  et  XXXIV, 


m 
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Ce  problème  a  été  traité  souvent  dans  des  cas  particuliers;  M.  Riirgatti  montre 
que,  quelle  que  soit  T,  on  peut  le  résoudre  en  s'appuyant  sur  deux  principes 
généraux  qu'il  établit.  Puis,  comme  application  de  sa  méthode,  il  retrouve  les 
systèmes  classiques  de  Kempe,  Sylvester,  Scheiner,  Hart  et  Peaucellier. 

Vitali  {G.).  —  Sur  les  fonctions  analytiques  sur  les  surfaces  de 
Riemann  (202-208). 

L'auteur  étend  le  théorème  de  M.  Mittag-Lcffler  aux  fonction!  analytiques 
sur  une  surface  de  Riemann. 

Vitali  (G.).  —  Sur  les  limites  pour  /i  =  00  des  dérivées  /^'è'nes 
des  fonctions  analytiques  (209-216). 

M.  Vitali  montre  que,  f{z)  étant  holomorphe  en  ^,|  (fini),  si  /^"H^i»)  tend 
vers  une  limite  finie  quand  n  croît  indéfiniment,  cette  limite  est  nécessairement 
de  la  forme  ae^\  puis  il  applique  ce  résultat  à  des  produits  de  dérivées  n'*"" 
de  p  fonctions  t^j,  ...,  v  prises  respectivement  par  rapport  à  A,.,  ...,  /i,. 
(/i,,  ...,  /i    ayant  les  mêmes  arguments). 

Mittag-Leffler  (G.).  —  Sur  la  représentation  analytique  des 
fonctions  d'une  variable  réelle  (217-224)  (en  français;  extrait 
d'une  lettre  à  M.  Emile  Picard). 

L'auteur  communique  à  M.  Picard  une  démonstration  nouvelle  du  théorème 
de  Weierstrass  sur  la  représentation  des  fonctions  continues  en  séries  de  poly- 
nômes. Considérons  la  fonction 

suivant  que  la  variable  réelle  x  est  <  o,  =  o  ou  >  0,  on  a 

lim  y^^^{a;)  =  —  i,  o  ou  i. 

«=:  00 

Or,  si  l^  (x)  est  une  fonction  continue,  définie  dans  («,  l)),  on  peut  substituer 
à  y  =  P{x)  une  ligne  brisée  4^,  suffisamment  voisine,  dont  les  sommets  «)nt 
pour  abscisses  «„  =  «,  a,,  ...,  a^_^.^=  b;  et,  d'après  ce  qu'on  vient  de  dire, 
4^  sera  représentée  sensiblement  par  l'équation 

r 

dès  que  n  sera  assez  grand  (les  l\  sont  les  fonctions  liné;iire>^  (]ui  représentent 
les  eûtes  de  ^,  et  l'on  a  B  —  \h  —  a).  Mais  on  peut  substituer  à  /„(.r), 
fonction  entière  de  x,  un  polynôme  en  .r  (|iii  la  re|>réscntera  a|>|>ro\imative- 
ment,  et,  dès  lors,  la  conclusion  est  immédiate.  La  melhoilo  seleiid  aux  Itmc- 
tions  de  deux  variables. 
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[Dans  une  longue  Note,  M.  Mittag-Leffler  reproduit  un  Article  inédit  de 
M.  rhragrnén  sur  une  méthode  de  M.  Runge.  Ce  dernier  avait  démontré  qu'on 
peut  représenter,  avec  une  a|)proximation  donnée,  toute  fonction  continue  par 
une  fonction  rationnelle  U;  d'autre  part,  i!  résulte  de  la  méthode  même  de 
iM.  Runge  que  R  peut  être  elle-même  représentée  approximativement  par  une 
autre  fonction  rationnelle  Ri  n'ayant  (ju'un  pôle  ^„,  et  l'approximation  étant 
uniforme,  sauf  dans  le  voisinage  des  pôles  des  deux  fonctions.  Cela  étant, 
M.  Pliragmen  rapproche  ces  deux  résultats,  après  avoir  placé  x^f  à  l'infini  :  le 
théorème  de  Weierstrass  en  résulte  aussitôt.] 

Puglisi  (J/.  ).  —  Sur  les  formules  pour  la  composition  de  plu- 
sieurs mouvements  finis  (220-255). 

Dans  ce  travail,  M.  Puglisi  développe  d'une  façon  très  détaillée  tous  les  cal- 
culs qui  interviennent  dans  le  Mémoire  (')  de  M.  Marcolongo  sur  la  composi- 
tion des  mouvements  finis,  et  qui  n'avaient  été  qu'esquissés  par  cet  auteur. 

Phragmen  {E.).  —  Sur  la  représentation  analytique  des  fonc- 
tions réelles,  données  sur  un  ensemble  quelconque  de  points 
(256-261)  (en  français;  extrait  d'une  lettre  à  M.  G.-B.  Guccia). 

M.  Phragmen  communique,  en  la  simplifiant,  une  démonstration  obtenue  par 
M,  Setterberg  pour  le  théorème  suivant  : 

«  Soit  E  un  ensemble  quelconque  de  points  contenu  dans  un  carré  C,  et  soit  cp 
une  fonction  déterminée  dans  E  et  uniformément  continue  dans  E.  On  peut 
définir  dans  C  une  fonction  «t>  qui  coïncide  avec  cp  dans  E  et  qui  est  continue 
dans  C.  » 

La  démonstration  repose  sur  la  considération  d'un  ensemble  de  points  formé 
par  les  sommets  d'une  subdivision  de  C  en  carrés  (dont  chacun  ne  contient  à 
son  intérieur  aucun  point  de  E). 

Beltrami  (E .).  —  Francesco  Brioschi  (262-274)- 

Éloge  funèbre  de  Brioschi,  extrait  des  Atti  délia  R.  Ace.  dei  Lincei  {'^). 

Cremona  (L.).  —  Eugenio  Beltrami  (270-289). 

Éloge  funèbre  de  Beltrami,  extrait  des  Atti  délia  B.Acc.  dei  Lincei  C). 

Castelnuovo  (G.)  et  Enriques  (E.).   —   Sur  les    conditions  de 
rationalité  des  plans  doubles  (290-302). 

M.  Nœther  avait  découvert  trois  types  irréductibles  de  plans  doubles  ration- 


(■)  Ann.  di  Mat.  para  ed  appL,  t.  XXVI,  1897. 
(^)  Année  295,  1898. 
(')  Année  29-,   1900. 
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nels,  mais  il  n'avait  pu  démontrer  en  toute  rigueur  que  ces  trois  types  sont  les 
seuls  possibles.  D'aulres  travaux  permettaient  d  établir  cette  réciproque,  mais 
par  une  voie  longue  et  indirecte.  Dans  leur  Note.  MM.  Castelnuovo  et  Knriques 
reprennent  le  problème  et  le  résolvent  par  une  méthode  directe  qui  leur  permet 
d'étendre  les  résultats  de  M.  Nœther-. 

Soit  z^  =  f{x,  y)  un  plan  double  pourvu  d'une  courbe  de  diramation  C.,„ 
d'ordre  pair  2/1,  sans  composante  multiple;  toute  transformation  biralionnelle 
change  C.^,^  en  une  courbe  qui,  ajoutée  aux  courbes  fondamentales,  transformées 
des  points  multiples  d'ordre  impair  de  C.,„,  constitue  la  courbe  de  dira- 
mation Co,^  de  la  surface  transformée.  La  présence  éventuelle  de  ces  courbes 
fondamentales  amène  les  auteurs  à  assigner  à  tout  point  multiple  d'ordre  inipair 
de  C.j„  une  multiplicité  virtuelle  qui  simplifie  le  langage. 

Supposons  alors  que  C.,,,  soit  privée  d'adjointes  d'indices  quelconques,  une 
discussion  basée  sur  la  multiplicité  des  singularités  de  Co„  et  subdivisée  en  trois 
parties  distinctes  (suivant  le  reste  de  n  par  rapport  à  3),  montre  que  Co„  est 
une  conique  ou  un  système  de  2N  droites  issues  d'un  même  point.  De  même, 
si  toutes  les  adjointes  font  défaut,  sauf  la  première,  on  trouve  que  C..,,  coïncide 
avec  l'une  des  trois  courbes  de  M.  Nœther,  et  le  plan  double  est  alors  rationnel 
ou  réglé.  Mais  l'absence  d'adjointes  d'indice  i  pour  la  courbe  de  diramation 
entraîne  l'annulation  du  plurigenre  P,  du  plan  double;  et  l'on  sait,  inverse- 
ment, que  tout  plan  double  rationnel  ou  réglé  a  tous  ses  plurigenres  nuls,  ce 
qui  entraîne  la  réciproque  cherchée. 

Le  Mémoire  se  termine  par  des  applications  aux  surfaces  possédant  des  fais- 
ceaux de  courbes  elliptiques  ou  hyperelliptiques. 

Rejné  Garni kr. 


ANNALI  m  MATEMATICA  PURA  ED  APPLICATA. 
Série  III,  Tomo  XIII,  1907. 

Lattes  (S.).  —  Sur  les  équations  fonctionnelles  qui  définissent 
une  courbe  ou  une  surface  invarianle  par  une  liansfornialion 
(i-i38)  [en  français]. 

La  première  Partie  de  ce  travail  a  pour  objet  l'étude  d'une  classe  d'équations 
fonctioruielles  qui  se  rattachent  à  la  théorie  de  l'iloralion  des  transformations 
ponctuelles.  Soit,  par  exenîple,  une  transfornuition  à  deux  variables 

(1)  X^f{a;,y),        \  =  ^{jr,y); 

si  y  =  ^{a:)  est  l'équation  d'une  courbe  invarianle  par  (1),    la   f«)nclion    ^{x) 
vérifie  l'équation 

'^\f[x.  ^{x)]  1  =^[x,  ^{x)\, 

type    d'équation    fonctionnelle    (jui   comprend    diverses    équations,    lelles    tjuc 
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l'équation  de  Schrocdcr,  étudiées  antérieurement  et  à  d'autres  points  de  vue 
par  divers  auteurs. 

Le  Cliapitre  I  est  consacré  à  l'itération  à  deux  varial)les.  Dans  le  domaine 
d'un  point  double,  la  transformation  (i)  f»eut  être  ramenée  à  la  forme  cano- 
nique 

X  =  S,a7-h/,  (.r,  j),         Y  =  S^y +  cp,(^,y), 

où  S,,  S.,  sont  les  racines  de  l'équation  caractéristique  relative  aux  termes 
linéaires  de  la  substitution.  En  supposant  la  transformation  analytique,  Poincaré 
a  démontré  l'existence  de  deux  courbes  analytiques  invariantes  passant  par 
l'origine,  dans  le  cas  où  l'on  a 

o  <  S,<i  <  S,. 

Ce  résultat  est  étendu  ici  au  cas  où  S,  et  S2  sont  quelconques  :  il  existe  deux 
courbes  analytiques  invariantes  et  deux  seulement,  C,  C  passant  par  le  point 
double,  si  |  SJ,  |  S^  I  sont  différents  de  o  et  de  i  et  si  aucun  des  deux  nombres 
Sp  S2  n'est  une  puissance  entière  de  l'autre.  On  peut  réduire  encore  la  trans- 
formation dans  le  domaine  du  point  double,  en  ramenant  ces  courbes  C,  C  à 
être  les  axes  de  coordonnées  et  cetie  nouvelle  forme  réduite  est  utilisée  pour 
étudier  la  disposition  des  conséquents  et  des  antécédents  successifs  déduits 
d'un  point  pris  dans  le  domaine  du  point  double,  par  itération  de  la  substitu- 
tion (i)  et  de  son  inverse.  Les  courbes  invariantes  passant  par  le  point  double 
sont  ensuite  étudiées  sans  faire  l'hypothèse  que  la  substitution  donnée  et  les 
courbes  cherchées  sont  analytiques  et  en  supposant  seulement  l'existence 
d'un  certain  nombre  de  dérivées;  la  méthode  employée  est  alors  une  méthode 
d'approximations  successives  dont  le  principe  a  été  indiqué  par  M.  Hadamard 
et  qu'il  a  appliquée  au  cas  où  l'on  a 

|S,l<i<|S,|. 

Dans  ce  cas,  les  courbes  C,  G'  trouvées  plus  haut  étaient  les  seules  courbes 
invariantes  passant  par  le  point  double.  Dans  le  cas  contraire,  il  existe  en 
général  une  infinité  de  courbes  invariantes  passant  par  le  point  double,  mais 
deux  d'entre  elles  seulement  peuvent  être  analytiques. 

Dans  le  Chapitre  II,  il  s'agit  des  courbes  et  surfaces  invariantes  par  une  trans- 
formation ponctuelle  à  trois  variables  :  l'existence  de  trois  courbes  analytiques 
invariantes  et,  suivant  les  cas,  d'une  ou  trois  surfaces  analytiques  invariantes 
passant  par  le  point  double  est  encore  établie  en  général,  moyennant  certaines 
hypothèses  concernant  les  racines  S,,  Sj,  S3  de  l'équation  caractéristique  rela- 
tive aux  termes  linéaires  de  la  substitution.  Le  cas  où  la  substitution  a  une 
infinité  de  points  doubles  formant  soit  une  surface,  soit  une  courbe,  est  aussi 
examiné.  L'étude  des  conséquents  et  des  antécédents  successifs  d'un  point  voisin 
du  point  double  met  en  évidence  l'analogie  des  résultats  obtenus  dans  cette 
question  avec  ceux  obtenus  par  Poincaré  dans  l'étude  des  courbes  intégrales 
réelles  d'un  système  d'équations  diffcrentielles  du  premier  ordre  <au  voisinage 
des  points  singuliers  :  il  y  a  lieu,  ici  encore,  de  distinguer  parmi  les  points 
doubles  des  cols,  de'i  foyers,  des  nœuds  et  des  cols-foyers,  comme  on  le  fait 
pour  les  points  singuliers  dans  la  théorie  de  Poincaré. 

Le  Chapitre  III  est  consacré  à  l'élude  détaillée  de;  cette  analogie  entre  les 
deux  théories.  Après  avoir  montré  comment  l'étude  des  surfaces  et  des  courbes 
invariantes    peut  être    faite    à    l'aide   de    l'équation   de    Schroëder,  étudiée   par 
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M.  Kœnigs  et  par  M.  Leau,  et  après  avoir  élabli  l'existence  des  solutions  de 
cette  équation  par  une  niéthode  qui  généralise  la  méthode  employée  par 
M.  Kœnigs  dans  le  cas  d'une  variable,  on  se  sert  des  solutions  de  cette  équation 
pour  obtenir  sous  forme  explicite  des  équations  générales  communes  à  toutes 
les  courbes  invariantes,  analytiques  ou  non,  et  la  forme  de  ces  équations  met 
encore  en  évidence  l'analogie  déjà  constatée  avec  la  théorie  des  points  singuliers 
des  équations  différentielles.  Cette  analogie  s'explique  par  le  fait  que,  dans  le 
domaine  d'un  point  singulier,  les  équations  différentielles  se  présentent  comme 
cas  limite  d'équations  functionnelles,  le  point  singulier  devenant  à  la  limite  un 
point  double  de  la  transformation  ponctuelle  attachée  à  ces  équations  fonction- 
nelles. 

La  deuxième  Partie  a  pour  objet  les  équations  fonctionnelles  définissant  une 
courbe,  y  =  ^(a;),  invariante  par  une  transformation  de  la  forme 

(2)  X  =/(a7,  jK,  y'),        Y  ^  çp  (^,  j,  y), 

ou  transformation  (X,  Y;  x,  y,  y')-  La  fonction  ^  {x)  doit  vérifier  Téqualion 
fonctionnelle-différentielle 

4.  [/(^,    4;,    f  )]  =  9  (x,    4;,    4;'). 

Dans  le  Chapitre  IV,  on  établit,  sous  certaines  hypothèses,  Texislenre  d'une 
courbe  invariante  contenant  un  élément  double  {x^,  y„,  yQ)  de  la  transforma- 
tion ('>)  et  définie  dans  le  voisinage  de  cet  élément.  Cette  courbe  est  définie 
comme  litnite  des  antécédentes  successives  d'une  courbe  arbitraire  contenant 
l'élément  double. 

Le  Chapitre  V  est  la  généralisation  du  précédent  :  on  y  étudie  des  substi- 
tutions (X,  Y,,  Y,,  ...,  Y,;  X,  y,,  y.,  •  • -,  r/^  y\,  y'^,  •.•,r',.)  contenant  à  la 
fois  plusieurs  fonctions  de  x  et  leurs  dérivées  par  rapport  à  x,  ce  qui  conduit, 
pour  les  courbes  invariantes,  à  un  système  d'équations  fonctionnelles  dill'ércn- 
tielles. 

Le  Chapitre  VI  contient  l'étude  du  cas  particulier  où  la  transformation  (3) 
devient  une  transformation  de  contact.  On  peut  alors  adjoindre  aux  équa- 
tions (2)  l'équation  qui  exprime  Y'  en  fonction  de  x,  y,  y'  et  Ion  a  ainsi  un 
système  de  trois  équations  à  trois  variables  x,  y,  y' .  Si  l'on  considère  x,  y,  y' 
comme  les  coordonnées  d'un  point  de  l'espace  à  trois  dimensions  x,  y,  y'  et  si 
l'on  applique  les  résultats  du  Chapitre  II,  on  trouve  en  général  trois  courbes 
invariantes  par  la  transformation  ponctuelle  ainsi  obtenue  et  passant  par  un 
point  double  ^0,  JKo.  J'o-  Si  l'on  revient  à  l'interprétation  primitive  de  x,y,y' 
comme  coordonnées  d'un  élément  de  contact  du  plan,  deux  soulcmonl  des 
courbes  ainsi  trouvées  conduisent;!  des  courbes  planes  invariantes  par  la  trans- 
formation de  contact,  la  troisième  étant  une  solution  étrangère.  Ainsi,  il  existe 
en  général  deux  courbes  invariantes  par  une  Iransformalion  do  coiilaol  cl  con- 
tenant un  élément  double  de  la  tran^^fornialion. 


Tognoli   (G.).    —    Sur   Ic^s   formes   (lillV-rcnlicllcs  à   N.irialtlos,  les 
unes  (lépendnnles  et  les  autres  indépeiulaiiles  (.I'H^-i;;). 

Ce  Mémoire  a  son  origine  dans   les    travaux  de    M.   Pascal   sur  les  é(iualions 
aux  différentielles  totales   d'ordre   supérieur    {voir,  en    parti»  u lier,  le   Mémoire 
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des  Annali,  t.  Vil).  Ktanl  donnce  une  forme  aux  difTérenti elles  totales,  l'auteur 
su[)p()se  que  certaines  des  variables  <|ui  (igurent  dans  la  fornne  sont  des  fonc- 
tions d'un  certain  notiihre  (rindélerniinées  qui  peuvent  être,  en  particulier,  les 
variables  restantes,  il  donne  d'abord,  dans  cette  livpolhèse,  l'expression  de  la 
difl'érentielle  totale  d'ordre  /■  d'une  fonction  de  plusieurs  variables,  et  c'est  en 
remplaçant  dans  cette  expression  les  dérivées  partielles  par  des  fonctions  arbi- 
traires des  variables  qu'il  obtient  les  formes  aux  did'érentielles  totales  qu'il  se 
propose  d'étudier.  Il  obtient  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  d'intégra- 
bilité  complète  de  l'équalion  obtenue  en  égalant  à  zéro  une  pareille  forme.  Il 
étudie  aussi  les  transformations  d'une  forme  du  t3pe  considéré  en  une  forme  du 
même  type  et  l'invariaat  analogue  à  l'invariant  A  envisagé  par  M.  Pascal  dans 
le  travail  cité  plus  haut.  L'auteur  applique  ensuite  plus  spécialement  ses  résul- 
tats aux  formes  aux  différentielles  totales  du  second  ordre  et  aux  systèmes 
d'équations  aux  dillerentieilea  totales  du  second  ordre. 


Pavanini  (G.). —  Sur  une  nouvelle  catégorie  de  solutions  pério- 
diques dans  le  problème  des  trois  corps  (\'jg-202.). 

L'un  des  trois  corps  P  est   supposé  avoir  une  masse   négligeable  et  les   deux 

autres  corps  Sj,  S^  des  masses [x,  -  +  ;jl  voisines  Tune  de  l'autre.  Dans  ces 

conditions,  l'auteur  établit  l'existence  de  solutions  périodiques  du  problème  des 
trois  corps  ne  rentrant  dans  aucune  des  catégories  générales  connues  de  solu- 
tions périodiques. 

Le  premier  cas  étudié  est  celui  où  ;j.  =  o  et  où  P  est  au  début  du  mouvement 
sur  la  perpendiculaire  menée  par  le  centre  de  gravité  O  de  l'ensemble  des  deux 
corps  Sj,  Sj  au  plan  dans  lequel  se  meuvent  constamment  ces  deux  corps,  la 
vitesse  initiale  de  P  étant  en  outre  dirigée  suivant  cette  perpendiculaire.  Le 
mouvement  de  P  a  alors  lieu  sur  cette  perpendiculaire  entre  deux  limites  symé- 
triques par  rapport  à  O  :  le  problème  se  traite  très  aisément  dansées  conditions 
et  l'intégration  dépend  de  fonctions  elliptiques;  l'auteur  calcule  la  période 
réelle  du  mouvement. 

M.  Pavanini  passe  de  ce  cas  à  celui  où  [x  n'est  pas  nul,  mais  suffisamment 
petit,  et  il  se  propose  de  voir  s'il  existe  |)our  le  mouvement  de  P  des  solutions 
périodiques  voisines  des  oscillations  rectilignes  obtenues  pour  p.  =  o.  La  réponse 
est  affirmative  :  d'une  façon  plus  précise,  les  solutions,  en  nombre  doublement 
infini,  dont  l'existence  est  établie,  correspondent  à  des  orbites  fermées  voisines 
du  centre  de  gravité  O  du  système  S,,  Sj. 

Calapso  (P-)-  —  Un  problème  sur  les  systèmes  de  lignes  conju- 
guées  et  sur  les   tiansformations    de    Laplace  correspondantes 

(203-248). 

Soient  a:,  y,  z  les  trois  coordonnées  d'un  point  P.  On  sait  que  si  x,y^  z  sont 
solutions  d'une  équation  de  Laplace 

(Px         ,  ùx        „  ôx 
~  \ h  li  — -  ' 


Ou  Ov  Ou  Ov 
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le  point  P  décrit  un  système  conjugué.  Soient  L,  L~'  les  deux  Iransformations 
de  Laplace  bien  connues  (jui  iransfornnent  ce  réseau  conjugué  en  un  autre  réseau 
conjugué.  L'auteur  se  propose  de  déterminer  les  systèmes  conjugués  pour  les- 
quels les  nouveaux  réseaux  conjugués  obtenus  à  l'aide  de  L  et  de  L-»  sont  l'un 
et  l'autre  des  réseaux  orthogonaux.  Un  pareil  système  est  appelé  par  l'auteur 
système  conjugué  (G).  Des  propositions  établies  par  M.  Guicliard  permettent 
de  limiter  la  recherche  aux  systèmes  conjugués  (G)  à  invariants  égaux.  L'équa- 
tion de  Laplace  est  alors  de  la  forme 

<y^x    _  ()cp  dx        ôo  dx 
duôv        Ov   Ou       Ou    dv 

et  la  détermination  de  la  fonction  cp  dépend  d'une  équation  aux  dérivées  par- 
tielles du  quatrième  ordre.  L'auteur  cherche  la  condition  que  doit  remplir  l'in- 
variant 

du  Ov         âuOv 

d'une  pareille  équation  afin  que  l'équation  puisse  définir  un  système  con- 
jugué (G).  La  fonction   H  doit  être  telle  que  les  deux  équations 

d^w  1     .  ,,,      .,  r)2|ogH 

=  -rSinto,  cosoj  =  IP — H 


Ou  dv        H  Ou  Ov 

puissent  avoir  une  solution  comn)une  en  to.  En  éliminant  11  entre  ces  deux 
équations,  on  obtient  pour  w  une  équation  du  quatrième  ordre  et  la  fonction  9 
se  détermine  alors  par  l'intégration  d'un  système  complet;  connaissant  9,  on  en 
déduit  x^  y^  z  par  l'intégration  d'un  système  de  Riccati. 

L'auteur  fnonlrc  que,  lorsqu'on  connaît  un  système  conjugué  (G)  à  invariants 
égaux,  on  peut  obtenir  par  de  simples  calculs  algébriques  et  par  des  dérivations 
une  infinité  d'autres  systèmes  (G)  à  invariants  égaux  dépentlant  de  trois  c<ins- 
tantes  arbitraires  :  il  y  parvient  en  combinant  des  inversions  avec  les  transfor- 
mations L  et  L  '  et  il  indique  aussi  d'autres  transformations  des  systèmes  con- 
jugués (G)  à  invariants  égaux,  transformations  qui  exigent  des  quadratures. 

EisenliarL  (L.-P.).  —  Transformalioiis  y\c  sm-farcs  iimiima  i^' î(j- 
'262)  [en  anj^lais]. 

Ce  Mémoire  est  basé  sur  l'application,  à  un  cas  particulier,  des  rcsult.iis 
obtenus  par  M.  Calapsodans  son  Mémoire  du  Tome  XI  des  .f/?«a//  relativement 
aux  surfaces  N  ou  surfaces  de  Ciuichard .  L'anlcur  dcniontrc  (|ne.  p.irmi  b-s 
surfaces  parallèles  à  une  surface  minima  S,  il  y  a  une  surface  N  et  (|ue  la  sur- 
face N' correspondante  est  une  sphère.  Il  applique  aux  surfaces  N  ainsi  <d>tenues 
les  transformations  de  M.  Guicliard  (jui  |)ermcllont  de  déduire  de  chacune 
d'elles  une  infinité  de  surfaces  isothermes  :  la  surface  transformée  est  minima, 
de  sorte  qu'on  obtient  ainsi  une  méthode  de  transformation  de  la  surface  mi- 
nima S  en  d'autres  surfaces  minima. 

Ford  {IV.-B.).   —  Sur    les    é(|iialioiis    linéaires    \\\\\    dinV'rrnces 
(inies  (263-3:;i(S)  [en  français  |. 
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L'aiileur  s'est  proposé  d'adapter  aux  équations  linéaires  aux  dinérenccs  finies 
la  méthode  que  M.  Dini  a  donnée  pour  l'étude  des  équations  difierentielles 
linéaires  et  dont  il  a  développé  les  conséquences  dans  une  série  de  Mémoires 
des  Annali  (t.  II,  III,  XI,  XII).  Il  démontre,  au  sujet  de  ces  équations  aux 
différences,  trois  propositions  dans  lesquelles  s'introduisent,  comme  dans  la 
théorie  de  M.  Dini,  n  fonctions  arbitraires  5,,  z^,  ..  .,  z^.  Le  déterminant  ana- 
logue à  Q  {voir,  pour  les  notations,  les  analyses  des  Mémoires  de  M.  Dini)  est 
ici  un  déterminant  formé  par  ces  fonctions  et  leurs  différences  jusqu'à  l'ordre  n. 
Les  développements  en  série  obtenus  par  cette  méthode  permettent  d'avoir  des 
expressions  asymptotiques  des  intégrales  pour  n  très  grand  en  faisant  certaines 
hypothèses  relatives  à  la  croissance  des  coefficients  {cf.  le  second  Mémoire  de 
M.  Dini). 

Nielsen  (/V.).  —  Sui^  la  nmlliplicalion  des  séries  Irigonométriques 
(329-33^)  [en  français]. 

Généralisation  d'un  théorème  donné  par  M.  Pringsheim  {Malhem.  Annalen, 
t.  XXVI)  au  sujet  de  la  multiplication,  selon  la  règle  de  Cauchy,  de  deux  séries 
trigonométriques  à  coefficients  positifs  ou  alternés.  L'auteur  suppose  ici  que 
les  séries  ont  des  coefficients  quelconques  réels  ou  complexes.  Soient 

f^{x)  =  ^a^^cos/icc,        gi{^)  —  2a,,sin/i^, 
f.,{x)  —  ^b^^cosnx,        g-i{x)  =  Sô^sin/?^ 

de  pareilles  séries.  M.  Nielsen  suppose  que  l'on  ait 

5  =  «  —  1 
lim      y     |a^6„._J  =  o 

n=  00        ^atd 

et  que  l'une  des  quatre  séries 

soit  convergente.  Dans  ces  conditions,  tous  les  produits  obtenus  en  multipliant 
l'une  des  quatre  séries 

fi{x),        f,{x  —  Tz),         g^x),         g,{x  —  ':z) 

par  l'une  des  quatre  autres  séries 

f.{x),        f.,{x—-rz),         ^,(^),         g.,{x  —  Tt) 

peuvent  être  développés  par  la  règle  de  multiplication  de  Cauchy. 

En  se  limitant  ensuite  aux  séries  trigonométriques  à  coefficients  positifs  ou 
alternés  qui  peuvent  être  multipliées  parla  règle  de  Cauchy,  l'auteur  détermine 
quelles  sont  celles  dont  le  produit  peut  être  mis  sous  la  forme  d'une  série  tri- 
gonoinélrique  ordinaire. 
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Nicoletti  (O.).  —  Sur  la  théorie  de  la  convergence  des  al^orillimes 
d'itération  (i-32). 

Ce  Mémoire  contient  d'abord  le  rappel  des  résultats  obtenus  par  l'auteur  dans 
un  travail  antérieur  sur  la  théorie  de  l'itération  {Memorie  délia  Società  ita- 
liana  délie  Scienze,  série  III,  t.  XIV).  Dans  ce  Mémoire,  M.  Nicoletti  avait 
donné  des  critères  de  convergence  pour  les  algorithmes  d'itération  à  «variables 
permettant  de  reconnaître  dans  la  plupart  des  cas  si  un  algorithme  donné 
converge  vers  des  limites  déterminées  et  finies.  Dans  la  classification  de  ces 
algorithmes,  l'auteur  a  introduit  les  notions  nouvelles  iVordre  et  de  degré  de 
convergence. 

Le    conséquent    de    rang    p   d'un    point    {a;\\  ^2  ,    ...,  x',^')   étant   désigné 

par  ( 57°  ,  ^'25  '••1  '^/?*)j  ^3  convergence  de  l'algorithme  d'itération  dans  un 
champ  donné  dépend  de  la  convergence  des  séries 

(I)  ^f+yj^;f'-4^-^']    (/r=i,2,  ...,n). 

1 

Ces  séries  étant  supposées  convergentes,  l'auteur  montre  que,  dans  certains  cas, 
le  terme  général  de  l'une  d'elles  est  (Comparable  à  a?,  avec  a<i  (convergence 
linéaire  ou  du  premier  degré),  tandis  que  dans  d'autres  cas  le  terme  général  est 

comparable  à  6'»',  avec  0<i  (convergence  de  degré  5),  En  outre  la  convergence 
de  la  série  (i)  ayant  toujours  lieu,  il  peut  se  faire  que  ces  critères  soient  appli- 
cables non  pas  aux   conséquents    eux-mêmes,  mais   aux    conséquents  pris   de    /' 

en  /-;  la  convergence  est  alors  dite  d'ordre  r;  en  désignant  par  -  le  plus 
grand  entier  contenu  dans  ->  le  terme  général  de  la  série  (i)  est  alors  compa- 

rable  àa  ^^  (convergence  linéaire  d'ordre  r)  ou  a  0"  (convergence  de 
degré  s  et  d'ordre  r).  Les  résultats  du  Mémoire  antérieur  de  l'auteur  permet- 
taient de  reconnaître,  pour  un  algorithme  donné,  s'il  y  avait  ou  non  conver- 
gence d'un  ordre  et  d'un  degré  donné. 

Dans  ce  nouveau  travail,  M.  Nicoletti  suppose  qu'on  donne  seulement  lalgo- 
rithme  et  il  donne  un  théorème  permettant  de  reconnaître,  à  l'aide  d  un  nombre 
fini  d'opérations,  si  l'algorithme  a  une  convergence  de  degré  supérieur  au  pre- 
mier et  de  déterminer,  dans  le  cas  où  une  pareille  convergence  existe,  l'ordre 
minimum  de  convergence.  Dans  le  cas  où  l'algorithme  n'admet  pas  une  conver- 
gence de  degré  supérieur  au  premier,  la  méthode  employée  permet  d'avoir  des 
critères  suffisants  pour  la  convergence  linéaire. 

Fubini  {G.).  —  Sur  la  théorie  des  ioncllons  auloinorplics   cl   de 
leurs  transfornialioDs  (3o-()^). 
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I.'auLeiu"  énonce  ainsi  le  problème  fondamenlal  relatif  à  l'exislence  des  fonc- 
tions aulomorphes  les  plus  générales  : 

Soient  G  un  groupe  discontinu  de  transformations  birationnelles  à  n  va- 
riables ^i,  x^,  ...,  ^„  et  r  u/i  groupe  de  transformations  birationnelles 
à  n  variables  2,,  ^2'  •••'  ^»  isomorp/ie  à  G  Iioloëdriquement  ou  mériédri- 
quement  :  trouve/-  tous  les  systèmes  possibles  de  fonctions  uniformes  z  des 
variables  x  telles  que,  lorsqu'on  fait  subir  aux  variables  x  une  transfor- 
mation du  groupe  G,  ces  fonctions  subissent  la  transformation  correspon- 
dante du  groupe  Y. 

L'objet  du  Mémoire  est  de  résumer  l'état  actuel  des  recherches  de  cette 
nature,  de  montrer  comment  le  problème  fondamental  peut  èlre  résolu  pour 
des  catégories  étendues  de  groupes  G  et  F  et  d'étendre  les  résultats  connus  à  de 
nouvelles  classes  de  groupes. 

Dans  une  première  Partie,  M.  Fubini  suppose  que  Y  se  réduise  à  la  substi- 
tution identique,  de  sorte  qu'il  s'agit  de  construire  des  fonctions  uniformes  z 
des  variables  a;  invariantes  parles  substitutions  du  groupe  G.  Il  considère  à  cet 
effet  des  séries  qui  généralisent  les  séries  ihétafuchsiennes  de  Poincaré,  d'où 
l'on  déduira  des  fonctions  automorphes  en  faisant  le  quotient  de  deux  pareilles 
séries.  Le  problème  est  donc  ramené  à  l'étude  de  la  convergence  de  ces  séries. 
Un  cas  important  est  celui  où,  en  posant  x^—  'i^~\-  i-r\^,  il  existe  un  espace  S 
à  2/^  dimensions  {\,  r^)  dont  la  métrique  soit  telle  que  le  groupe  G  puisse  être 
considéré  comme  un  groupe  de  mouvements  de  cet  espace.  L'auteur  donne  un 
théorème  conduisant  à  des  espaces  2L  pour  lesquels  les  séries  considérées  plus 
haut  convergent  :  il  obtient  ainsi  comme  cas  pariiculicr  tous  les  cas  connus 
de  fonctions  automorphes  (sauf  celui  des  groupes  Uleinéens)  et  quelques  cas 
nouveaux  dont  il  indique  le  mode  de  form;ition. 

i\L  Fubini  passe  ensuite  au  cas  où  G  et  Y  sont  l'un  et  l'autre  des  groupes  de 
transformations  linéaires  et  il  établit  une  proposition  donnant  des  conditions 
suffisantes  pour  que  G  et  Y  (considérés  comme  des  groupes  de  mouvements) 
donnent  lieu  à  des  fonctions  automorphes.  Cette  proposition  comprend  comme 
cas  particuliers  le  cas  des  fonctions  zétafuchsiennes  de  Poincaré,  celui  des 
groupes  hyperfuchsiens  de  AL  Picard  et  celui  des  groupes  hypermodulaires  de 
M.  Hilbert  et  de  M.  BlumenLhal. 

Enfin,  AL  Fubini  examine  le  cas  où  G  et  Y  sont  des  groupes  de  transforma- 
tions birationnelles  :  les  fonctions  z^,  z^,  ...,  ^„ sont  alors  \es  fonctions  crémo- 
niennes  étudiées  par  Poincaré  {Journal  de  Mathématiques,  j8go) .  L'auteur  se 
limite  toutefois  au  cas  où  G  et  F  sont  des  groupes  cycliques,  c'est-à-dire  engen- 
drés l'un  et  l'autre  par  les  puissances  d'une  transformation  birationnclle.  En 
utilisant  les  résultats  établis  par  Poincaré,  il  démontre  que  le  problème  fonda- 
mental peut  être  résolu  pour  les  groupes  de  cette  nature. 

Dans  la  deuxième  Partie,  l'auteur  se  pose  le  problème  suivant  :  «  Trouver  les 
fonctions  fuchsiennes  ;;  poui-  lesquelles  il  existe  un  groupe  G  continu  (de  Lie) 
de  transformations  T  de  la  forme 

a.r  -h  3 

y  X  -j-  0 

tel  qu'il  y  ait  une  relation  algébriijue  entre  z{x)  et  z{x')  pour  toutes  les  trans- 
formations T  du   groupe.  » 
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L'auletir  montre  que  les  seules  fondions^  répondant  à  la  question  se  ramènent 
en  substance  à  des  exponenlielles  ou  à  des  fonctions  elliptiques. 

M.  Fubini  se  pose  ensuite  la  même  question  pour  les  fonctions  aulomoiphes 
de  deux  variables  x  el  y  correspondant  à  des  groupes  hyperfuchsiens  et  il  déter- 
mine celles  pour  lesquelles  il  existe  un  groupe  continu  G'  de  transformations 
projectives  T  tel  que,  pour  toute  transformation  T  de  G',  il  y  ait  une  relation 
algébrique  entre  z{x,  y)  cl  z{Tx,  Ty).  Il  y  a  ici  deux  types  essentiellement 
nouveaux  de  fonctions  répondant  à  la  question, 

Nielsen  (N.).  —  Sur  quelques  propriétés  fondameiilales  des  fonc- 
tions sphériques  (69-90)  [en  français]. 

Etude  des  fonctions  métaspliériques  K''?(a;)  de  paramètre  v  et  d'indice  0 
définies  comme  solutions  des  équations  fonctionnelles 

(  I  —  ^-  )  I\.  K^î  (  a: )  =  (  0  -+-  ■?.  V  )  ^-  kv,?  (  X  )  _  (  G  +  ,  )  K^?  '  '  (./■), 
2(p  4-  V)  ^•K''.?(x)  =  (p  +  1)  i\■^?^'(x)  4-  (p  -^  -iv  —  i)  K''.?   '  (.r). 

La  fonction  U  =  K^î(j7)  vérilie  l'équation  difl'érentielle 


1) 


(.-.r^) 


U 


P  (  p  -t-  ir-i  )  (  I  —  X-  )       -  U 


Cette  équation  difTérentielle  est  vérifiée  par  le  produit  de  deux  fondions  niéiasplié- 
riques  de  même  paramètre  p.  Les  diverses  formules  données  par  l'auteur  mettent 
en  évidence  l'analogie  des  fonctions  meta  sphériques  et  des  fonctions  cylindriques. 
Heprésentation  des  fonctions  métaspliériques  à  l'aide  d'intégrales  définies. 

Levi  i E .-E .).  —  Sur  une  classe  de  transcendantes  uK'romoiplies 
(93-112). 

L'auteur  se  propose  de   construire   toutes  les    fonctions  /{:■)    méromorphcs 
dans  tout  le  plan  et  vérifiant  des  éijualions  de  la  forme 


(0 


/iz+,.)=f{z),        /(c  +  o),)  =  H[/(c)l., 


où  R  est  une  fonction  rationnelle 

2  /  7r  r. 


Ku  posant  //.  =  e  '**  ,  le  problème  est  ramené  à  la  rc'.licrclie  lic  loule>  ks 
fonctions  uniformes  de  a,  ne  pouvant  avoir  comme  points  singulieis  rssciUiels 
que  o  et  '^  et  véiifiant  une  écjualion  de  la  forme 


(■! 


9 (mu)  =  iqc?(f/)  |. 


Les  éciuations  (i)  ont  été  étudiées  |)ar  M.  Picard,  il.ins  le  ca>  un  l.t  fonc- 
tion/(^)  inconnue  est  méromorplie  ilans  un  demi-plan;  les  é(|uations  (  .' )  ont 
été  étudiées  par  Poincaré,  dans  le  cas  |  ///  |  :  1  et  en  supposant  (|nc  les  fonctions 
cherchées  n'ont  pas  de  point  singulier  osenliel  à  rMiginc;  le>  solutions  (fuc 
l'on  déduit  de  cette  dernière  élude  pour  le  système  {i)  seront  .liles  appartenir 
à  la  classe  de  Poincarè. 

M.  E.-E.  Levi  montre  que  toute  fonction  vcriliant  des  è(|ii.iti.>ns  de  la  l"onne  (i) 
est  une  fonction  linéaire  fractionnaire  de  lune  des  fonctions  suivantes  : 
/>'({//.  (les  Scie/iccs  niallicnt.^  r'  série,  i.  \1..  (^  Novi-mbrc  i;)iO.)  Il.n 
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1"  Fonctions  de  la  classe  de  Poincaré; 
2"  Fonctions  de  la  forme 


I  .    ^  'III  .    <jJ  •  1     .      1    .    /' 

correspondant  au  cas  ou  —  est  réel;  dans  le  cas  ou  —  est  rationnel,  ccal    a  —  > 

W,  0),  'i 

le  nombre  /•  est  l'un  des  nombres    o,  i,  :^,  ...,/>—  i  et    la    fonction   -^  est  une 

fonction  meromorphc  arbitraire  ;  dans  le  cas  où  —  est    irrationnel,  'h    est    une 

constante,  /'  un  entier  positif  ou  négatif  quelconque; 

3"  Fonctions  elliptiques  de  première  ou  de  seconde  espèce  de  la  forme 


où  les  nolalions  sont  les   notations  classiques  de  la  théorie  des   fonctions  ellip- 
tiques, k  une  constante,  £(c)   une    fonction    elliptique   arbitraire   de  première 
espèce  aux  périodes  (o,  w,  ; 
4"   Fonctions  du  type 

Fubini  (G.).  —  Nouvelles  applications  du  principe  de  minimum. 
(Le  problème  de  Lord  Kelvin.)  (i  i3-i4i). 

L'auteur  a  étudié  dans  un  autre  travail  {Rendiconli  del  Circolo  matematico 
dl  Palernio^  t.  XXIII)  le  principe  de  niinimiirtx  (\\x\  permet  d'établir  des  théo- 
rèmes d'existence  pour  certaines  équations  aux  dérivées  partielles.  Il  applique 
ici  les  méthodes  de  ce  travail  au  problème  de  Lord  Kelvin,  choisi  comme  type 
d'une  nouvelle  catégorie  de  problèmes.  Ce  problème  consiste  à  construire  une 
fonction  harmonique  U  dans  un  champ  F  donné  de  l'espace  lorsque  l'on  connaît 
les  valeurs  de  la  dérivée  de  U  prise  suivant  la  normale  pour  les  points  de  la 
surface  cr  qui  limite  W  Ce  problème  a  été  transformé  par  Lord  Kelvin  en  un 
problème  de  minimum  qui  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Soit  f  une  fonction  intëgrable  des  points  de  la  surface  a.  Construire  une 
fonction  U,  existant  dans  V,  telle  que  l'on  ait  pour  la  surface  a 


(,)  fflch=i 

et  telle  que  l'intégrale 


.(.)=X[(-) 


ilx. 


où  cl-  désigne  Vêlement  de  volume  de  P,  ait  la  plus  petite  valeur  possible 
compatible  avec  la  condition  (i).  Démontrer  ensuite  que  U  est  harmo- 
nique. 

En  désignant  par  d  la  borne  inférieure  de  l'ensemble  des  nombres  I(^')  pour 
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l'ensemble  des  fonctions  v  vérifiant  la  condition  (i)  et  assujetties  à  certaines 
hypollièses,  on  peut  trouver  une  suite  de  fonctions  f,,  v.,,  ,..,  ç^,  ...,  telles 
que  liv„)  ait  pour  limite  cl.  L'auteur  démontre  qu'avec  ces  hypothèies  la  suite 
des  fonctions  {;„  converge  vers  une  limite  v  dans  tout  le  champ  V,  sauf  peut-être 
pour  les  points  d'un  ensemble  de  mesure  nulle.  Il  démontre  ensuite  qu'il  existe 
dans  r  une  fonction  harmonique  L'  qui  coïncide  avec  v  en  tous  les  points  de  1" 
sauf  au  plus  aux  points  d'un  ensemble  de  mesure  nulle.  Enfin  la  fonction  U 
ainsi  définie  résout  le  problème. 

Les  démonstrations  sont  basées  sur  l'emploi  de  l'intégrale  de  Lebesgue  :  les 
ensembles  de  points  de  mesure  nulle  peuvent  être  négligés  dans  le  calcul  des 
intégrales  de  Lebesgue  et  les  propriétés  de  ces  intégrales  permettent  d'écrii-e, 
pour  une  portion  quelconque  S  de  surface  comprise  dans  le  champ  F, 


f\]d^=  f 


lim  v^^di 


I  i  m 


[-■ 


ch. 


En  partant  de  fonctions  (^„  définies  par  des  développements  en  séries  dont  les 
coefficients  s'obtiennent  par  des  quadratures,  ceci  permet  d'oblenir  pour  l  un 
développement  analogue  dont  les  coefficients  sont  les  limites  des  coefficients 
des  fonctions  t'„. 

Au  début  de  son  travail, .M.  Fubiui  expose   en    quelques   pages   la    di-finilion 
et  les  propriétés  des  intégrales  de  Lebesgue. 


Lauricella  {G.).  —  Application  de   la   théorie  de  Fredholni   au 
problème  du  refroidissement  des  corps  [\^?)-\^^). 

L'auteur  retrouve,  à  l'aide  de  la  théorie  des  équations  intégrales,  les  résultats 
connus  établis  par  Poincaré  pour  le  problème  du  refroidissement.  L'équation 
intégrale  dont  dépend  le  problème  a  la  forme  suivante  : 


jr'\'l. 


d    I  e 

7h7 


/.'v^ni 


j  9(2.  ?:  ^  k)  dz 


où  I  on  a  posé 


_d 
dn 


a',  [â'  désignent  les  coordonnées  curvilignes  d'un  point  de  la  surtaïc  z  qui 
limite  le  champ  S;  on  désigne  par  /^  la  normale  intcriturc  à  bi  surface, 
par  /•'  le  vecteur  qui  joint  deux  points  de  celte  surface,  par  /■  le  Norleur 
qui  joint  deux  points  (|Uclconques  du  champ  S.  par  /.  un  paramctri-  tjui  peut 
prendre  toute  valeur  réelle  ou  complexe,  par  h  une  ci)nstante  pt»itive  (coeffi- 
cient (le  perméabilité). 

\  côté  de  l'équation  (i),  il  y  a  lieu  de  considérer  ré(|ualioii  homoi^rne  A(^A\\\\(- 
de  (i)  en  y  remplaçant  le  second   membre  par  zéro. 

L'auteur  démontre  que  rc(|uation  homoi;ène  n'admet  aut une  soluli(.n  non 
nulle  lors(|ue  k  est  un  nombre  réel  et  négatif  ou  un  nombre  complexe:  le  déler- 
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iniiiiiiit   l)'(y'Â")  de  l'écjiiation  de  Predliolin    csl    imc   loiiclioii  holoniorplie  paiic 
de  \  A'.  Si  l'on  pose 

|)'(y/Â)     V,'{-yJ)r=    D(/0, 

le  déterminant  D  (A)  ne  peut  avoir  que  des  racines  d'ordre  fini  dont  Tensemble 
ne  peut  admettre  comme  point  limite  que  le  seul  point  /r  =  oc. 
De  la  solution  de  l'équation  intégrale  (i)  on  peut  déduire  une  fonction 

méromorplic  par  lapporl  à  A',  admellant  pour  |)ôles   les  racines    de    D(A")  =  o, 
et  (|ui,  pour  chaque  valeur  de  A  (]ui  n'est  pas  un  pôle,  vérifie  les  équations 

f  ùi.^w  +  kiv  -\-  f  {X,  y,  z)  =  o         (dans  le  domaine  S), 

{   dn>  /  -    I  f  N 

/    -r—  1=:  /nv  (a  la  surrace  a). 

[an 

Pour  chaque  pôle  A',  ou  valeur  exceptionnelle  de  A,  le  résidu  est  une  fonc- 
tion p  {x,  y^  z)  dite  solution  exceptionnelle,  et  qui  vérifie  les  équations 

!  ii.^p-\-k'j)  =  o         (dans  le  domaine  S), 

^  ^  ^  \  ^^P  I  /  -    I  r  ^ 

I  -j—,  =  lip  (  a  la  surface  a). 

Le  cas  de  la  perméabilité  parfaite  (/«  =  oo)  est  aussi  examiné. 

M.  Lauricella  montre  ensuite  comment  on  peut  établir  directement  l'existence 
des  valeurs  exceptionnelles  A',  définies  par  le  système  (i).  Il  démontre  que,  si 
la  fonction  /  (x,  jK,  z)  vérifie  sur  la  surface  cr  la  condition 

et  si  elle  est  finie  et  continue  dans  S  ainsi  que  ses  dérivées  partielles  des  trois 
premiers  ordres,  elle  est  égale  à  la  somme  des  solutions  exceptionnelles 
/>,, /?2,  ...,/?„,  ...  en  nombre  fini  ou  infini  correspondant  aux  valeurs  excep- 
tionnelles successives  Aj,  Ar^,  ...,  A„,  rangées  par  ordre  de  grandeur  crois- 
sante. 

La  fonclion  /  (^,  j',  z)  élant  développée  en  série  de  solutions  exception- 
nelles^ la  solution  du  problème  du  refroidissement  d'un  corps  solide  ayant  pri- 
mitivement la  température  /  (.27,  jK,  ^),  et  plongé  dans  un  milieu  qui  a  la  tempé- 
rature zéro  aux  points  de  la  surface  séparatrice,  peut  être  obtenue  aisément  : 
l'auteur  renvoie  pour  cela  à  son  Mémoire  sur  l'intégration  de  l'équation  de  la 
chaleur  {Memorie  délia  Società  italiana  délie  Scienze,  série  ITI,  tomo  XII). 

Levi  {B.).  —  Le  théorème  de  Desargiies,  le  théorème  de  Pappiis 
et  l'existence  d'une  réciprocité  ou  d'une  polarité  (1^1-186). 

Ce  Mémoire  se  rattache  aux  travaux  de  M.  Ililbert  sur  les  fondements  de  la 
Géométrie.  Le  théorème  de  Pappus  dont  il  s'agit  ici  n'est  pas  autre  chose  que 
le  théorème  de  Pascal  sur  l'hexagone  inscrit  dans  une  conique  appliqué  au 
cas  particulier  d'une  conique  décomposée  en  deux  droites. 
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L'auteur  examine  les  dépendances  qui  existent  entre  le  théorème  de  Desar{,'ues. 
le  théorème  de  l'appus-Pascal  et  les  aulres  hypothèses  qu'on  peut  placer  à  la 
base  de  la  j;éométrie  projec^tive,  en  particulier  l'hypothèse  de  l'existence  de  la 
réciprocité  ou  de  la  polarité. 

Levi  [E .-E .).  —  Sur  Féqtiation  de  la  clialetir  (i  87-264). 

L'auteur  se  propose  de  construire,  pour  les  équations  aux  dérivées  partielles 
du  second  ordre  du  type  parabolique,  une  théorie  analogue  à  la  théorie  des 
équations  du  type  elliptique  et  il  prend,  romme  type  d'équation  paral)oli(|uc. 
l'équation  de  la  chaleur 

.   -  <P  u        ()u 

qui  admet  pour  caractéristiques  les  droites  y  =  const. 

Etant  donnée  une  courbe  ouverte  s  dont  les  extrémités  A,  B  se  trouvent  sur 
une  même  caractéristique  r  =  const.,  et  qui  se  trouve  tout  entière  au-dessous 
de  cette  caractéristique,  on  sait  qu'il  ne  peut  pas  exister  doux  solutions  de 
l'équation  (i)  définies  à  l'intérieur  du  domaine  S  limité  par  s  et  par  Alî  et 
prenant  sur  s  une  suite  de  valeurs  données. 

Après  avoir  rappelé  la  démonstration  de  ce  théorème  relatif  à  l'unicité  de  la 
solution  et  précisé  les  conditions  sous  lesquelles  il  est  valable,  M.  E.-E.  Levi  se 
propose  d'établir  l'existence  de  la  solution  lorsqu'on  se  donne,  sur  la  courbe 
ouverte  s,  une  chaîne  conlituie  de  valeurs  pour  la  fonction  inconnue.  Il  examine 
d'abord  à  cet  effet  le  cas  de  l'équation  homogène 

(f^  u        du  ^ 
^'^'  ôF'  ~  ôy  ~  ^ 

et  il  résout  le  problème  par  deux  méthodes  dilVérentes. 

La  première  méthode,  analogue  à  la  méthode  de  Neumann  dans  la  théorie 
des  fonctions  harmoniques,  est  basée  sur  l'emploi  d'une  expression  qui  joue, 
pour  les  fonctions  vérifiant  l'équation  (2),  le  rôle  que  jouent  les  potentiels  de 
double  couche  dans  la  théorie  des  fonctions  harmoniques.  Le  problème  est  alors 
ramené  à  la  résolution  d'une  équation  inlégrale;  mais,  conlrairenienl  à  ce  «jui 
a  lieu  pour  le  problème  de  Dirichlet,  le  déterminant  de  l'équation  inlégrale 
n'est  jamais  nul,  de  sorte  qu'il  n'y  a  pas  ici  de  valeurs  exccpli»)nnelles  ni  de 
fonctions  exceptionnelles  :  la  solution  est  une  fonction  entière  du  parauMirr  \ 
((u'on  introduit  dans  l'équaiion  intégrale. 

Dans  toute  la  théorie  interviennent  les  fondions 

_  '  "  '  ~  •*'  '' 

I         /  '         '\  (  "^  —  •^^"„      V(v'— >i  ,  ,.        ,.\ 

A„p(.r.j>-;  x,y  )=  ^  ^^,  _  ^,  y       ■  {}      .•  ) 

et  plus  particulièrement  la  fonction  h    \  :    (•'«•si    cclif    lonctioii   (|ui    sinnodini 

dans  l'intégrale  analogue  à  un  potentiel  de  double  couche. 

La  deuxième  métIuMie  est  basée  sui-  le  princi|>e  des  images  sons  l.i  loiine 
généralisée  donnéi-  [)ar  M.  \  nlicrra.  Ce  piincipe  p(Minel  île  résoudre  le  probb-me 
<lans  le  cas  d'un  contour  polygonal  :  r.uilcur  monlif   conimcnt  on    pa^sc   de    là 
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au  cas  général  d'un  conlour  curviligne  considéré  coninie  limite  d'un  contour 
polygonal , 

Le  tliéorèine  d'exislencc  pour  l'ccjuation  (i)  se  déduit  de  la  solution  ainsi 
obtenue  pour  l'équation  (2).  L'auteur  démontre  à  cet  eiïct  que,  sous  certaines 
h3'^p(1lhèses  relatives  à  la  fonction  f{x^y),  l'intégrale 

z  (  x\  y)  -= '—   I    /  /'   1  (  •^,  y  ;  j^',  r')fi  ^^  y  )  ^^-^  ci  y, 

étendue  au  domaine  limité  par  la  cai'actéristique  7-  =.1  '  et  comprenant  la  por- 
tion du  domaine  S  située  au-dessous  de  cette  caracléristi(|ue,  vérifie  ré<|uation 

ôôc  -        ôy 

De  cette  solution  particulière  de  l'équation  (t)  et  du  théorème  d'existence 
relatif  à  l'équation  (2)  on  déduit  le  théorème  d'existence  pour  l'équa- 
tion (i). 

L'auteur  démontre  que  les  solutions  de  l'équation  (i)  sont  analytiques  en  .r, 
si  l'on  suppose  la  fonction  /  {x,  y)  elle-même  analytique  en  x. 

Tous  ces  résultats  sont  étendus  ensuite  à  l'équation  plus  générale 

âr  U         fP  II  d-  u         Ou  . , 

- — r  -+-  ^r^  H-  ...  -h  -—-r —  f{x.,  x^,  . . .,  x„.  y). 

ax\         ôxl  ()xf,         fly       -^  ^     "      -  '  -^  ' 

NicoletU  (O.).  —  Sur  la  réduction  à  une  forme  canoniqtie  d'une 
substitution  linéaire  homogène  et  d'un  faisceau  de  formes  bili- 
néaires  (265-325). 

Etant  donnés  les  deux  faisceaux  de  formes  bilinéaires 

ri 

A  (  w,    c  )  —  ">  B  (  w,  v  )  =   ^       (  «,A  —  "^  ^^A  )  w,  ^'a  , 

l 

n 


1 


on  sait  que  ces  deux  faisceaux  sont  dits  équivalents  si  le  second  peut  êlre 
déduit  du  premier  par  deux  transformations  linéaires  reliant,  l'une  les  variables 
u  et  u',  l'autre  les  variables  v,  v' .  Weierstrass  a  démontré  que  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  deux  faisceaux  soient  équivalents  est  que 
les  déterminants  J)(w),  I-)'(oj)  des  deux  faisceaux  aient  les  mêmes  diviseurs 
élémentaires.  Un  faisceau  peut  être  transformé  en  un  faisceau  équivalent 
réduit  par  des  calculs  rationnels,  ainsi  que  l'ont  démontré  1^'robcnius  et  divers 
autres  auteurs. 

M.  Nicoletti  donne  une  nouvelle  démonstration  de  ceUe  dernière  proposition, 
en  établissant  une  méthode  nouvelle  de  réduction  qui  n'exige  que  des  calculs 
rationnels;  il  se  limite  au  cas  où  Dfoj)  n'est  pas  identiquerïienl  nul.  Il  reprend 
la  théorie  de  Weierstrass,  mais  en  supposant  ([ue  les  coefficients  des  formes  A,  B 
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appartiennent  à  un  domaine  de  rationalité  R  quelconque.  La  déconnposilion 
de  D(w)  en  ses  diviseurs  élémentaires  dans  le  domaine  H  conduit  à  un  système 
de  congruences  dont  les  modules  sont  ces  diviseurs  élémentaires;  certaines  iden- 
tités de  la  théorie  des  déterminants  permettent  d'obtenir  toutes  les  solutions 
de  ces  congruences  et,  de  chacune  de  ces  solutions,  on  déduit  une  transforma- 
tion linéaire  qui  réduit  le  faisceau  à  une  forme  dépendant  uniquement  des  divi- 
seurs élémentaires  de  D(oj),  forme  qu'on  peut  par  suite  considérer  comme  une 
forme  canonique.  On  obtient  en  même  temps  la  transformation  la  plus  générale 
à  coefficients  rationnels  dans  le  domaine  H  qui  transforme  l'un  en  l'antre  deux 
faisceaux  équivalents. 

Le  problème  de  la  réduction  à  une  forme  canonique  d'une  substitution  linéaire 
et  homogène  résulte  comme  cas  particulier  du  problème  de  la  réduction  d'un 
faisceau  de  formes  bilinéaires.  Mais  ce  problème  étant  plus  simple.  M.  Nicolelli 
le  traite  tout  d'abord  directement  dans  un  premier  Chapitre  et  il  ne  traite  qu'en- 
suite le  cas  des  faisceaux  de  formes  bilinéaires. 

Lovelt  (li.-O.).  —  Stir  une  classe  de  solutions  périodiques  dans 
le  |)roblème  des  (|u;tlre  corps  (.Hay-SS^). 

Extension  à  un  cas  particulier  du  problème  des  quatre  corps  des  résultats 
oblerius  pour  le  problème  des  trois  corps  par  M.  Pavanini  dans  un  Méînoire 
inséré  au  Tome  \III  des  Annali  di  Matenialica.  Trois  des  corps,  de  masses 
finies  et  peu  diderenies,  sont  supposés  situés  aux  sommets  d'un  triangle  équila- 
téral;  le  quatrième  corps  a  une  masse  négligeable.  L'étude  de  ce  système  est 
analogue  à  l'étude  faite  par  iM.  Pavanini  pour  le  problème  des  trois  corps  et 
les  résultais  obtenus  sont  de  même  nature. 

S.    J^VTTJS. 
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Tonio  W,  Kjoi  ('j  (i"   Pîiilie  :  Mcniorie  c  Comniitnic-azioni  \. 

Calapso  (P.).  —  vSm-  les  déCormalion.^  du   paraholoide   de   revo-, 
lu  lion  (  1  -32). 

L'auteur  fait  la  recherche  directe  de  toutes  les  surfaces  S  applicables  sur  le 
paraboloide  de  révolution.  Il  emploie  la  méthode  de  Weingarlen,  ce  qui  le  con- 
duit à  intégrer  une  équation  de  Monge-Ampère ;  puis  il  étudie  les  surfaces  inté- 
gr.ilcs  de  celle  équation  par  rapport  à  leurs  c;iraclérisliques  et  en  déduit  la 
représentation  des  surfaces  S  par  rapport  à  leurs  asymptoliques.  Il  retrouve 
ensuite  les  formules  de  M.  Darboux  et  termine  en  étudiant  dc>  helicoïdes,  des 
surfaces  de  révolution  et  une  surface  algébri(|ue,  d'ordre  i  •  et  de  classe  8. 


(')  Voir  /iiiN.  des  Se.   mal  h.,  t.  \L,.  p.   ti?    i  >i 
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Severi  (A.).  —  A  propos  des  points  doubles  impropres  d'une 
surface  générale  de  l'espace  à  (jualre  dimensions  et  de  ses  points 
triples  apparents  (33-5i). 

Soit  S„  l'espace  linéaire  à  n  dimensions;  appelons  surface  générale  de  S,, 
lonle  surface  irréductible  I",  de  S,,,  dont  la  projection  sur  l'espace  S,  ne  possède 
que  des  singularités  ordinaires  (ligne  double  avec  un  nombre  fini  de  points 
triples);  V  aura  un  nombre  fini  cl  de  points  doubles.  Ces  points  jouissent  de  la 
propriété  suivante  :  «  Toute  section  de  F  par  un  S.j  contenant  l'un  d'entre  eux 
est  du  même  genre  qu'une  section  quelconque  de  F  »  ;  aussi  iM.  Severi  les 
appelle-t-il  points  doubles  impropres.  Après  avoir  calculé  d  en  fonction  des 
caractères  projectifs  de  la  surface,  l'auteur  montre  que  les  points  doubles 
impropres  sont  biplanaires;  ils  seront  dits  de  c/ez/^/t^w^je  ou  de  première  espèce^ 
suivant  que  les  deux  plans  tangents  à  l^^  en  ces  points  font  partie  ou  non 
d'un  S3.  Si  l"  est  la  projection  d'une  surface  du  même  ordre  <1>,  de  S,, 
il  exprime  aussi  le  nombre  des  points  doubles  apparents  de  *!>;  l'auteur  examine 
alors  quelles  sont  les  surfaces  de  S.  pourvues  de  o  ou  i  point  double  apparent. 
II  étudie  ensuite  un  problème  analogue  :  rechercher  les  surfaces  de  S,,  pourvues 
de  o  ou  1  point  triple  apparent,  ce  qui  l'amène  à  compléter  les  résultats  de 
M.  A.scione.  P^nfin.  il  termine  en  recherchant  à  quelles  conditions  les  suifaces 
de  S4  peuvent  être  nornjales. 

Paci  (P.).  —  Sur  la  fonction   potentielle  d'une   couche   superfi- 
cielle sphérique  (52-55). 

L'auteur  résout  le  problème  de  Dirichlet  pour  la  sphère  sans  recourir  à  aucun 
artifice  géométrique;  il  s'appuie  sur  le  développement  du  potentiel  en  séries  de 
Dirichlet,  ainsi  que  sur  le  théorème  de  Gauss.  Il  termine  en  indiquant  une 
identité  qui  fournirait  une  autre  méthode  pour  ré.^oudre  le  problème. 

Bonola  {R-)-  —  Détermination,  par  voie  géométrique,  des  trois 
tjpes  d'espace  :  hyperbolique,  elliptique,  parabolique  (56-65). 

L'auteur  se  propose  de  retrouver,  par  une  méthode  gcométri(|ue  et  élémen- 
taire, les  résultats  de  Ilclmholtz  et  Lie  sur  les  fondements  de  la  (géométrie.  Il 
considère  comme  acquis  les  concepts  de  droite  et  de  plan;  puis,  en  s'appuyant 
sur  l'intuition  spatiale,  il  énonce  un  postulat  du  mouvement  dont  la  portée  est 
restreinte  à  la  région  R  de  l'espace  accessible  aux  vérifications  expérimentales; 
il  trouve  ainsi  que  le  groupe  des  déplacements  est  formé  d'homographies.  Parmi 
celles-ci,  certaines  d'entre  elles,  les  rotations,  l'aujènent  à  définir  une  polarité 
absolue  de  l'espace.  Et,  après  avoir  prolongé  R  jusqu'à  l'espace  métrique  géné- 
ralj  l'auteur  étudie  les  f)oints  doubles  de  l'involution  associée  à  la  polarité 
absolue  :  les  trois  types  d'espace  en  résultent  iinméflialcment. 

De  Donder  {Th.). —  Etude  sur  les  invariants  intégraux  (66-i3i). 
Cette  étude  a  un  double  but  :  tout  d'abord,  l'exposé  systématique  des  travaux 
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de  MM.  H.  Poincaré  et  G.  Kœnigs  sur  la  théorie  des  invariants  intégraux;  et, 
en  outre,  la  publication  d'un  certain  nombre  de  résultats  nouveaux. 

M.  de  Donder  commence  par  rappeler  la  définition  des  invariants;  observons 
qu'il  écrit  les  équations  différentielles  auxquelles  sont  attachés  ces  invariants 
sous  la  forme 

(^)  X7-X x:^°'' 

comme  il  l'indique  bientôt,  le  symbole  ô  sert  à  mieux  marquer  le  rapport  étroit 
entre  cette  théorie  et  le  calcul  des  variations.  L'auteur  recherche  ensuite  à 
quelles  conditions  l'expression 


est  un  invariant  intégral  de  (i);  et,  des  conditions  obtenues 
dM..,.        dM..       ..   ô\, 


il    fait    différentes    applications,    dont   quelques-unes  sont    classiques.    Appe- 
lons   x^=-^^{\)    les  équations  de  la    courbe    à    laquelle   doit   être    étendu    I,  ; 

les  -rr-i  satisfont  à  la  formule 

n 
ÙX:\  v^  f^X-   ùx^. 

Ox,.    (J'h 


1  /  ï£m  -  V 


Or,  supposons  qu'il  existe  des  fonctions  ^,  des  .r  et  de  ^  qui  vérifient  l'équation 
analogue 

n 

ht  ~  Zd  ôx.  ^*  ' 

pour  exprimer  ce  fait,  l'auteur  introduit  la  notation  nouvelle 

dX:  y. 

et  il  ajoute  que  ^-  est  une  solution  aux  variations  du  premier  ordre;  cela  étant, 
le  procédé  même  qui  a  fourni  (7)  montre  que  la  variation  de  -M,;,  sera  idcn 
tiquement  nulle  si  les  M-  satisfont  3(7). 

Puis,  M.  de  Donder  aborde   les  invariants  d'ordres  n    cl    //  —1;    il   énii  ces 
derniers  sous  la  forme 

I„_,  =^   I  ^y\,dx„.,...(i.v„clx,...iLir  ,, 

où  les  difierentielles  doivent  être  rangées  dans  l'ordre   indiqui-.  puis  il  ol.iicni 
la  formule 

Bull,  des  Sciences  niathém.,  2«  série,  i.  XL.  (Décembre  191»).)  Km 
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qui  exprime    que   I„_,  est  un    invariant    intégral,  et   qui   diffère   de  celle   de 
M.  Kœnigs  par  la  présence  du  facteur  (  —  i)'. 

M.  de  Donder  montre  ensuite,  d'après  II.  Poincaré,  comment  des  invariants  I 
et  I^  on  peut  déduire  un  invariant  I„+„;  et  il  ajoute  les  remarques  suivantes  : 
connaissant/»  intégrales  distinctes  de  (i)  et  I„.  ,  on  pourra  trouver  un  multi- 
plicateur; connaissant  q  solutions  aux  variations  du  premier  ordre  distinctes 
et  I  ,  on  en  déduira  !„_«•  On  se  trouve  ainsi  conduit  aux  invariants  d'ordre /> 
quelconque,  dont  l'auteur  apprend  à  simplifier  les  formules  par  des  notations 
appropriées.  Il  envisage  ensuite  les  équations  aux  variations,  et,  à  leur  sujet, 
énonce  divers  théorèmes  dont  je  citerai  le  suivant  :  «  Pour  que  les  deux  équa- 
tions 

7    -^i-  H — ^  =  o         et  >    H.  =  o 

forment  un  système  jacobien,  il  faut  et  il  suffit  que  (  ^^  )   soit  une  solution  aux 
variations  des  équations  (i).  « 

Puis,  M.  de  Donder  introduit  une  notion  nouvelle,  celle  do  covariant  inté- 
gral; par  définition,  si  la  (  ^  h-  i)it'nie  variation  d'un  élément  quelconque  d'une 
intégrale  étendue  à  une  variété  d'ordre/?  est  identiquement  nulle,  cette  inté- 
grale est  un  covariant  intégral  d'ordre  p  et  de  degré  q.  Beaucoup  de  théorèmes 
sur  les  invariants  s'étendent  aux  covariants.  Enfin,  le  Mémoire  se  termine  par 
une  application  à  la  théorie  des  tourbillons. 


Picard  {E.).  —  L'œuvre  scientifique  de   Charles  Hermite  (182- 

i55).  ^ 

Leçon  faite  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris,  le  samedi  2  mars  1901;  extrait 
des  Annales  scientifiques  de  l'École  Normale  supérieure,  3«  série,  t.  XVIII, 
1901,  p.  9-34. 

Baguera  (G.). —  Les  groupes  finis  réels  de  substitutions  linéaires 
quaternaires  (iÔi-Soq). 

Dans  ses  recherches  sur  les  groupes  finis  de  collinéations  de  l'espace  S3, 
M.  Baguera  a  été  amené  à  se  poser  le  problème  suivant,  qui  fait  l'objet  du 
Mémoire  actuel  :  «  Rechercher  tous  les  groupes  finis  réels  de  substitutions 
linéaires  quaternaires.  »  Or,  cette  question  se  rattache  intimement  à  la  recherche 
des  groupes  de  substitutions  orthogonales,  et  ce  problème  avait  été  précédem- 
ment résolu  par  M.  E.  Goursal.  Néanmoins,  l'auteur  a  préféré  publier  intégra- 
lement ses  résultats,  qu'il  avait  obtenus  par  une  méthode  différente,  et  qui, 
d'ailleurs,  complètent  sur  quelques  points  de  détail  ceux  de  M.  Goursat. 

Soit  G  un  groupe  de  substitutions  à  coefficients  réels,  de  la  forme 

n 

(0  z[  =  ^c^.z.       (.•  =  !,  2,  3,  4); 

il  existe  une  forme  quadratique  définie,  invariante  par  toutes  les  transforma- 
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lions  de  G;  on  peut  toujours  supposer  que  cette  forme  est 

a:\-\-xl-i-xl-hxl, 

de  sorte  que  les  substitutions  (  i  )  sont  orthogonales;  de  plus,  leur  déterminant 
sera  ±i.  Gela  étant,  soient  z.  et  z*   deux  systèmes  de  valeurs  de  z;  posons 

Quand  les  z  et  les  z*  subissent  une  transformation  de  G,  les  ^  et  les  t,  subissent 
la  transformation  représentée  par  l'équation 


(I')  ^\  =  Cil  ^1+  Cil  '^2+  C^l%^  Cl"  r.,+  C^^  T.,+  Cil  r, 


et  cinq  autres  analogues  (on  a  posé  C/j  =  c,yC  ,— c,,c^).  Posons  encore 

une  transformation  linéaire  effectuée  sur  les  G  montre  que  la  substitution  (i') 
équivaut  au  produit  de  deux  substitutions  ternaires  orthogonales,  aux  variables 
séparées  x-  et  y-,  et  aux  déterminants  + 1  (ou  — i);  soient 


(A)  x'-=^a-jXi,       y'i^yi 


;==i 


(f  =  I,    '2,   3) 


(  B  )  x'-  =  X-,  y'i  =  2]  ^'i^i 


;  =  i 


ces  substitutions;  réciproquement,  si  (A)  et  (B)  sont  connues,  il  est  facile 
d'écrire  explicitement  les  substitutions  (A)  et(B)de  G  qui  leur  correspondent, 
et  l'on  trouve  que  les  substitutions  (A),  par  exemple,  constituent  un  groupe 
hoioédriquement  isomorphe  au  groupe  des  rotations  autour  d'un  point  de  Sj 
(ce  qui  ramène  le  problème  à  celui  de  M.  Goursat). 

Geci  posé,  soient  (A-)  et  (B-)  toutes  les  substitutions  des  types  (A)  el  (B;; 
appelons  U  et  V  les  groupes  formés  respectivement  par  les  substitutions  (A,) 
et  (B-);  U  peut  être  le  groupe  identique,  un  groupe  cyclique  ou  diédrique,  ou 
enfin  l'un  des  groupes  tétraédrique,  oclaédrique  ou  icosaédrique.  V.l  sur  V,  on 
peut  faire,  indépendamment,  des  hypothèses  analogues.  Ceci  conduit  M.  Baguera 
à  répartir  les  groupes  G  (de  module  i)  en  trois  classes  : 

Première  classe  :  Aucun  des  groupes  U  et  V  n'est  celui  d'un  polyèdre  régu- 
lier; 

Deuxième  classe  :  Un  et  un  seul  des  groupes  U  et  V  est  celui  d'un  polyèdre 
régulier; 

Troisième  classe  :  U  et  V  sont  des  groupes  de  polyèdres  rct;ulicrs. 

L'auteur  aborde  alors  l'étude  détaillée  de  ces  trois  classes;  et.  chaque 
fois,  il  étudie  les  relations  de  similitude  entre  les  i;roupcs  obtenus,  ce  «jui 
l'amène,  notamment,  à  résoudre  le  problème  d'arithmétique  suivant  :  «Trouver 
le  nombre  N  des  groupes  de  la  première  classe  que  l'on  peut  former  en  associant 
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deux  groupes  cycliques  d'ordre  m  et  ti  quand  on  ne  considère  pas  deux  groupes 
semblables  comme  distincts.  » 

Parmi  les  groupes  de  la  troisième  classe,  l'auteur  étudie  d'abord  ceux  du 
double  tétraèdre  (dont  l'un  est  lié  aux  systèmes  desmiques),  du  double  octaèdre 
et  du  double  icosaèdre,  puis  ceux  où  les  deux  polyèdres  sont  de  noms  diffé- 
rents. 

Avant  de  quitter  les  groupes  de  substitutions  unimodulaires  (au  nombre 
de  33),  M.  Bagnera  dit  quelques  mots  de  leur  signification  géométrique.  A  ce 
point  de  vue,  on  peut  les  caractériser  comme  étant  des  groupes  de  rotations 
(dans  S^  )  qui  font  revenir  sur  elle-même  l'hypersphère 

l'auteur  étudie  donc  la  subdivision  de  cette  variété  en  domaines  fondamentaux, 
et  lui  applique  différentes  formules  d'Analysis  Situs  dues  à  H.  Poincaré.  Si  l'on 
considère  un  polyèdre  régulier  (de  S^)  inscrit  dans  l'hypersphère,  il  est  clair 
que  tous  les  groupes  de  rotations  (dans  S^)  associés  à  ce  polyèdre  doivent  faire 
partie  des  groupes  G  précédemment  obtenus;  c'est  bien  ce  que  l'on  vérifie; 
mais,  inversement,  la  considération  de  ces  polyèdres  réguliers,  à  elle  seule,  ne 
suffirait  pas  pour  retrouver  tous  les  résultats  antérieurs. 

Enfin,  l'auteur  étend  par  symétrie  tous  les  groupes  précédemment  obtenus, 
ce  qui  lui  fournit  tous  les  groupes  G  de  substitutions  de  module  — i  (au  nombre 
de  24).  Le  Mémoire  se  termine  par  des  tableaux  récapitulatifs  donnant  les  sym- 
boles de  définition  de  tous  les  groupes  rencontrés. 

Burali-Forli  [C .).  —  La  méthode  de  Grasjsmann  en  Géométrie 
projective  (troisième  Note)  (3io-32o). 

Cette  Note  est  la  suite  de  deux  Notes  antérieures  insérées  aux  Rendiconti 
(  t.  X,  p.  177-195,  et  t.  XI,  p.  64-82  ). 

L'auteur  expose,  suivant  les  idées  de  Grassmann,  la  transformation  par 
polaires  réciproques  (dans  le  plan),  la  théorie  des  coniques  rapportées  à  leurs 
axes  de  symétrie,  ainsi  que  l'étude  de  leurs  invariants;  cette  méthode  lui  permet 
de  retrouver  rapidement  des  propositions  classiques,  dont  la  démonstration 
habituelle  exige  parfois  de  longs  calculs. 

Poincaré  (//  ).  —  Quelques  remarques  sur  les  groupes  continus 

(321-368). 

Ce  Mémoire  constitue  la  suite  d'un  travail  précédent  (  '  )  de  M.  H.  Poincaré  sur 
la  théorie  des  groupes  continus.  Avant  d'analyser  le  Mémoire  actuel,  il  est 
indispensable  de  rappeler  les  résultats  établis  dans  le  premier  Mémoire  que  nous 
appellerons  Mémoire  de  Cambridge. 

Suivant  la  remarque  de  M.  H.  Poincaré,  la  théorie  des  groupes  continus  de 
Sophus  Lie  repose  sur  trois  théorèmes  fondamentaux  :  le  premier  nous  apprend 

(')  Memoirs  presenled  to  the  Cambridge  Philosophical  Society  on  the  occa- 
sion of  the  Jubilee  of  Sir  George  Gabriel  Stokes...  (Cambridge,  University 
Press,  n"  IX,  1900,  p.  220-255). 
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que  dans  tout  groupe  conlinu  il  y  a  des  substitutions  infinitésimales,  el  com- 
ment on  peut  engendrer  le  groupe  au  moyen  des  /'  opérateurs  (') 

(.)  X,(/)  =  LX,,^^; 

ces  opérateurs  satisfont  à  des  relations  (dites  de  structure)  de  la  forme 

/• 
(^)  (X,X,)^X,X,-X,X,=  Vc,,,x, 

.v  =  l 

où  les  c-^^  sont  des  constantes.  Inversement,  il  résulte  du  second  théorème,  que 
si  l'on  se  donne  /•  opérateurs  X-  liés  par  des  relations  (2),  ces  opérateurs 
engendrent  un  groupe  continu.  Enfin,  le  troisième  théorème  montre  que,  si  l'on 
se  donne  arbitrairement  des  coefficients  c,;.,  satisfaisant  aux  relations 

et  aux  identités  de  Jacobi,  on  peut  déterminer  un  groupe  continu  admettant 
les  Cjt,  comme  coefficients  des  relations  de  structure. 

C'est  surtout  à  la  démonstration  du  troisième  théorème  qu'était  consacré  le 
Mémoire  de  Cambridge;  la  méthode  employée  par  M.  H.  Poincaré  réside  essen- 
tiellement dans  l'emploi  systématique  de  la   notation    symbolique   que  voici. 

Soit 

T  =  ^,X,  +  ...+  ^,X,, 

où  les  t  sont  des  constantes,  une  transformation  infinitésimale  quelconque  du 
groupe;  elle  engendre  un  groupe  continu  de  transformations  finies,  à  un  para- 
mètre; l'une  d'entre  elles  change/  en 

.   ,    T(/)    ,    T(^)(/)    ,  ,    T(")(/)  . 

on  peut  donc  représenter  cette  transformation  par  ct;  mais  il  ne  faudra  pas 
confondre  e'^e^  avec  e^e^^  ni  avec  eT+u;  aussi  bien,  les  développements  respectifs 
de  ces  trois  transformations  commencent  par  les  expressions  - 

^       ,,       T2-h  2TU-i-l'' 

i  +  T  4-  Uh K..., 

,,       ^,        U--h2llT-+  T-  ^ 

T-+TU -f- UT-4- l- 

I  -i-  1  -t-  U  + h ...  ; 

ils  ne  peuvent  donc  coïncider  que  pour  (TU)  zn  o. 
Gela  étant,  posons  encore 

V  =  t',X,-f-...-f-ivX,., 


(')     Le   numérotage  des  formules  ne    correspond   pas    à    celui  du   Mémoire 
actuel. 
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les  V  étant  des  constantes,  et 


ou 


(3) 


^^K  =  ^Cj,,V.. 


/  =  i 


L'opération  6(T)  peut  être  considérée  comme  une  substitution  linéaire  effectuée 
sur  T,  ce  qui  justifie  la  signification  des  symboles 


0HT)  =  8[8(T)], 


e"'(T)  =  6[0'"-i(T)]. 


Soit  alors 


+  00 


?(-27)  =^gk^'' 


k  =  0 


une  série  procédant  suivant  les  puissances  de  a?,  convergente  pour  |  x  \  assez 
petit;  par  définition,  on  posera 


? 


(6)(T)=^^,6MT). 


A=0 


Considérons  enfin  l'équation 


FU)^ 


^1—  ^  -12 


^21 


K 
K 


=  o, 


dite  équation  de  Killing,  et  dont  les  racines  seront  appelées  racines  de  Killing; 
soit  P,-  (ou  P-,)  le  mineur,  pris  avec  le  signe  habituel,  de  b--  (  ou  è,- — \) 
dans  K;  une  formule  fondamentale  du  Mémoire  de  Cambridge  montre  que 

l'intégrale  étant  prise  dans  le  plan  '%,  le  long  d'un  cercle  de  rayon  assez  petit 
pour  que  ^{\)  soit  holomorphe  à  son  intérieur  (et  sur  lui),  et  assez  grand  pour 
que  toutes  les  racines  de  Killing  lui  soient  intérieures. 

En  particulier,  trois  cas  de  cette  formule  sont  d'une  importance  capitale  dans 
le  Mémoire  actuel.  Posons 


les  coefficients  t)^  de  T'  seront  donnés  par 

(4)  t'.^.^^   fe^^ljLj 


dl; 


par  définition,  les  substitutions  qui  changent  les  t  en  t'  forme  le  groupe  adjoint 
de  G. 
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Puis,  supposons  les  t^  infiniment  petits,  et  posons 


liS 


il  viendra 

(5) 

(6) 


2  -K  y —  I  «y  -5 


dv 


2  Ti  \J—  iJ    i—  e  '=■    F  (  ^  ) 


ces  deux  transformations  linéaires,  inverses  l'une  de  l'autre,  définissent  le 
groupe  paramétrique  de  G;  les  opérateurs  du  groupe  paramétrique  peuvent 
s'écrire 


(7) 


X,(/) 


air  i/—  I  ^    (i 


^dl 


)F(U 


SP.^ 


[dans  les  formules  (4)  à  (7)  on  définirait  aisément  les  contours  d'intégration]. 
Arrivons  maintenant  au  second  Mémoire  de  M.  H.  Poincaré.  Après  avnir 
rappelé  les  résultats  précédents  dans  le  paragraphe  I  et  au  début  du  para- 
graphe II,  l'auteur  s'attache  d'abord  à  la  formule  (4)  qui  lui  permet  de 
retrouver  aisément  un  théorème  de  Kiiling;  puis  il  aborde  le  problème  inverse. 
Soit  t'i=  '^lijti',  peut-on  calculer  les  v  en  fonction  des  /?  En  vertu  de  (3),  il 
suffira  de  calculer  les  b;  or  posons 


a>(e 


l^—e' 


in 

In 


/,2 

/,,  —  é 


les  racines  de  <1>  =  o  coïncident  avec  celles  de  Kiiling  (augmentées  de  multiples 
de  Qirv — 1),  et  si  l'on  appelle  Q,,  ^(ou  Q,-)  le  mineur  de  «I>  correspondant 
à  /,^  (ou  1-- —  ^)  on  trouve 


(8) 


'  27iv/-l   J       <l>(t'    ■-) 


le  contour  d'intégration  enveloppant  toutes  les  racines  de  <l>  =  o  proprement 
distinctes  (c'est-à-dire  ne  diiïérant  pas  d'un  multiple  de  •.>ir  \J  —  1).  Or  (8) 
montre  que  les  b  ne  sont  pas  des  fonctions  uniloinics  dos  /;  en  ellct.  il  peut 
arriver  que,  les  /  variant,  deux  ou  plusieurs  raeiiies  de  <I>  =  o  silne<»  de  part 
et  d'autre  du  contour  viennent  à  se  confondre,  ou  encore  que  l'iine  des  racines 
devienne  infinie.  Dans  le  premier  cas,  on  dira  que  la  suhstiiniion  du  ijroupe 
adjoint  est  singulière^  les  b  seront  alors  infinis  ou  indéterminés,  la  di>linetiun 
entre  ces  deux  cas  relevant  de  la  théorie  des  diviseurs  élémentaires;  et  l'aiiieur 
termine  en  donnant  une  interprétation  géométrique  des  doux  cas  possibU";. 

Dans  le  paragraphe  III,  M.  11.  Poincaré  étudie  le  gi«)upe  paranielrKiue  :  il 
montre  la  portée  des  formules  (5)  et  (G),  qui,  applniuées,  par  exemple,  au  groupe 
des  rotations  autour  d'un  point,  permettent  de  retrouver  dos  formule'^  établie», 
par  un  long  détour,  au  moyen  de  la  théorie  des  quaternions.  Pui>  Tuiieur 
aborde  les  relations  du  groujic  adjoint  et  du  groupe  paramétrique:  a|q)olons  ^^ 
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e^,  gL  trois  substitutions  de  G  (les  ^  et  les  u  sont  infiniment  petits);  posons 

g— we^e"  =  «v 

et  soit  Up  la  transformation  du  groupe  adjoint  qui  change  les  v  en  v' ;  on   a 

(TU)  =  (TU,.), 

où  T  et  U  sont  donnés  par  (7).  Après  s'être  arrêté  sur  cette  formule,  l'auteur 
aborde  le  cas  des  groupes  G  qui  contiennent  des  transformations  X"  permu- 
tables à  toutes  celles  du  groupe.  Si  l'on  définit  les  coefficients  v  par  la  for- 
mule e^e'^^—  e" ,  on  peut  établir  que  les  v  sont  toujours  holomorphes  par  rapport 
aux  M  et  aux  w,  à  moins  que  la  substitutirtn  du  groupe  adjoint,  correspondant 
à  e^,  ne  soit  singulière;  et  ce  résultat  est  valable  qu'il  y  ait  ou  non  des  trans- 
formations X". 

Le  paragraphe  IV  est  consacré  aux  groupes  de  rang  0;  dans  ce  cas,  toutes  les 
racines  de  Killing  sont  nulles.  Les  formules  (5)  et  (6)  ont  pour  coefficients  des 
polynômes  par  rapport  aux  v;  les  déterminants  de  ces  coefficients  sont  égaux 

à  I.  Appelons  W,;  le  coefficient  de  -^  dans  (7),  et  W?,-  l'ensemble  des  termes 

de  W-y,  homogènes  et  de  degré  q.  Soit  m  le  plus  grand  degré  de  tous  ces  poly- 
nômes; l'auteur  prouve  que  les  opérateurs 

engendrent  un  groupe  G'"  de  transformations  permutables  entre  elles  et  à  celles 
du  groupe  adjoint  à  G;  ce  groupe  est  intransitif  et  le  déterminant  des  W^^  est 
nul.  Supposons  qu'il  en  soit  de  même  de  tous  les  mineurs  jusqu'à  l'ordre  h 
(exclu);  les  rapports  des  mineurs  d'ordre  h  sont  des  invariants  de  G*";  ces 
invariants  peuvent  aussi  être  définis  par  les  relations  différentielles 


1 


W?  dv^=o         (y  =  1,  2,  ...,n), 


où  q  est  un  entier  <  m,  qu'on  peut  prendre  égal  à  i.  Leurs  intégrales  sont  des 
polynômes  par  rapport  aux  v,  il  n'y  a  d'ailleurs  que  /*  invariants  distincts. 
Enfin,  les  VV  satisfont  aux  relations 


!wL- w;^  =  cw^r^        ip-^gâm), 


A- 


I 


WL-W^yfc-o  (p+q>m). 


Dans  le  paragraphe  V,  M,   H.   Poincaré  revient  sur  le  groupe  paramétrique; 
reprenons  la  formule  (8):  appelons  A  la  limite  de   ^^  pour   ^= — 00   et 


posons 


L*(e^)        e  "i— ij 
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cela  étant,  (8)  prendra  la  forme  remarquable 

1+   00 


H^)dl. 


Définissons  maintenant  les  v  par  l'équation  e"ew  =  ev;  ils  ne  cesseront  d'être 
uniformes  par  rapport  aux  u  et  aux  v  que  s'il  en  de  même  des  b.  Supposons 
alors  que  les  u  et  les  w  décrivent  des  contours  fermés  qui  les  ramènent  à  leurs 
positions  initiales,  mais  changent  e"  en  e^o;  M.  H.  Poincaré  appelle  la  transfor- 
mations evg-vo  une  transformation  spéciale;  la  substitution  correspondante  du 
groupe  adjoint  est  l'unité;  par  suite,  toute  transformation  spéciale  est  permu- 
table à  toute  transformation  du  groupe.  Il  y  a  d'ailleurs  des  groupes  qui  ne 
contiennent  aucune  transformation  spéciale  :  par  exemple,  les  groupes  de 
rang  o.  Enfin,  la  transformation  e^e-^o  peut  se  réduire  à  l'unité  sans  que  V  et  \  „ 
soient  identiques  :  M.  H.  Poincaré  s'arrête  un  moment  à  ce  sujet  ainsi  que  sur 
l'échange  des  racines  de  Killing  correspondant  aux  transformations  spéciales; 
ces  deux  points  mériteraient  de  nouvelles  recherches. 

Le  paragraphe  VI  traite  des  équations  difi^érentielles  du  groupe;  si  l'on 
pose  w-=  tt-  (où  s  est  infiniment  petit),  la  relation  e^e^=.  e^'  donnera 


puis 


d^  ^       I        r     \      s^.p. 

dz        i-^sT^ij    i-e-^    E(U 


Considérons  un  point  singulier  de  ce  système,  tel  que  les  racines  de  Killing 
restent  distinctes,  mais  que  q  d'entre  elles  soient  des  multiples  d'une  même 

quantité  qui,  au  point  singulier,  devient  un  multiple  de  3 ■;: y/ — i;  M.  H.  Poin- 
caré démontre  alors  que  les  v  sont,  en  général,  des  fonctions  algébroïdes  de  z 
dans  le  voisinage  de  la  singularité. 

Le  Mémoire  se  termine  par  de  rapides  indications  sur  une  série  de  problèmes 
à  résoudre;  ces  problèmes  se  posent  lorsqu'on  identifie  les  expressions  analy- 
tiques l'une  même  quantité  susceptible  d'être  calculée  par  deux  voies  distinctes. 

René  Garnier. 


FIN   DE    LA    SECONDE   PARTIE   DU   TOME  XL. 


\ 


y-^ 


TABLES 

E 

MATIÈRES  ET  NOMS  D'AUTEURS. 

TOME  XL;  191G.   -  SECONDE  PARTIE. 


TABLK  ALPHABÉTIQUE 

DES  MATIÈRES. 


ï 


RECUEILS  ACADÉMIQUES  ET  PÉRIODIQUES  DONT  LES  ARTICLES 
ONT  ÉTÉ  ANALYSÉS  DANS  CE  VOLUME. 


Annali  délia  R.  Scuola  normale  superiore  di  Pisa.  T.  VII,  i8p5  (80-91). 

Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata.  Série  III,  T.  VIII,  igoS  (40-47);  T.   1\, 

1904  (47-54);  T.  X,  1904  (54-6.);  T.  XI,  1906  (91-98);   T.  XII,  1906  (98-104); 

T.  XIII,  1907  (ï2i-i35). 
Atti   del   R.  Istituto  Venelo    di    Scienze,  Lellere  ed    Arti.    T.  LXIII,    1903-1904 

(5-7). 
Comptes  rendus  hebdomadaires  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  publiés 

par  IVIM.  les  Secrétaires  perpétuels.  T.  160,   i"  scmeslrc  1915  (70-7C);  T.  101. 

2"  semestre  1915    (76-80). 
Journal  fur  die  reine  und  angewandte  Malhemalik.  T.  CXLIV,  1914  ('9-4"  )• 
Memorie  délia  reale  Accademia  di  Scienze,  Lellere  cd  Arli  di  Modena.    1833-1914 

(8-19). 
Rendiconti   del  Circolo  malematico  di    Palernio.  T.    XIII,    1899   (62-70):    T.    X. 
1896    (104-112);  T.  XIV,   1900  (113-131);  T.  XV,  1901  (135-145). 


SX 


\^' 


TABLE  DKS  NOMS  D'AUTEURS 


PAU  ORDHK  ALPHABÉTIQUE. 


Agnus.  75. 

Alagna  (R.)-  ^4»  ^o^- 

Albertotti  (G.).  i5. 

Alezais.  71 . 

Almansi  (  E.).  66,  98. 

Amaldi  (I.).  18. 

Amaldi  (  U.).  18. 

Amici  (J.-B.).  8. 

Angelesco  (A.).  78. 

Appell  (P.).  73,  76.  78,  11.^. 

Araldi  (A.).  8,  9,  10,  11. 

Archieri  (  F.).  i6. 

Auric.  77. 

Autonne.  109-111. 

Bagnera  (G.).  106,  i38-i4o- 

Bellrami  ( E.).  120. 

Bcrnardi  (E.).  5,  6. 

Besso  (D.).   14. 

Blanchi  (J.).8. 

Bianchi  (L.).  52-53,  57-58,  94-93»  98-99, 

I02-103. 

Bigiavi  (G.)-  59. 

Bôcher  (M.).  22-23. 

Boggio  (P.).  41-43. 

Bompiani  (E.).  70,  7'),  7'). 

Bonacini  (G.).  19. 

Bonaventure  (  P.)'  85-86. 

Bonola  (H.).  i3G. 

Bordiga  (G.).  5. 

Bortololti    (E.).   12,    i3,    17,    19,   43'4^i 

92-93. 
Bottasso  (M.).  4^- 
Boulygiiitie  (J.).  76. 
Bouriet  (G.).  65. 
Boussinesq  (J.).  76,  77. 
Briosclii  (P.).  107-108. 


Brussotti  (L.).  53-54- 

Bucca  (  F.).  117. 

Buhl  (A.).  75. 

Burali-Korti  (G.).  108-109,  i/Jo. 

Burgalti  (P.).  100,  iio-iii,  118-119. 

Calapso  (P.).  96,  124-125,  i35. 

Gamichel.  70,  78. 

Gampori  (  G.).  12. 

Gamuri  (A.).   10. 

Gartan  (E.).  40. 

Gastelnuovo  (G.).  120-121. 

Ghistoni  (  G.).  i5,  16. 

Ghizzoni  (  F.).  17. 

Giani  (E.).  4o-4ii  G9-7O1  n^. 

Gigala  (A.-R.).  93. 

Gipolla  (M,).  49-^0,  96. 

Gordoue  (G.).  108. 

Gremona  (J.-F.).  8,  120. 

Daniele.  62-63. 

Darboux  (G.).  73,  '•/^. 

De  Donder  (Th.).  i36-i38. 

Dejust  (J.).  78. 

Delassus  (E.).  71,  7^. 

Del  Be.  i5,  16,  18. 

Denjoy  (A.).  75,  -Ck 

Dini  (U.).  97-98,   10I-I03. 

Di  Pirro  (  G.).  111-112. 

Drzewiecki.  73. 

Eisenhart  (P.).  toi,  ^^5. 

Enriques    (F.).    (53-64,    83-84,     iO|-io5, 

i2o-rn. 
Esclangon  (E.).  73,  74,  78. 
Eydoux.  70. 
Fabri  (G.).  86-87. 
Fano  (Ct.).  (io,   io4. 
Favaro  (A.).  1 1,  12,  i3. 


i5o 


SECONDE  PARTIE. 


Fejér  (L.).  23-2^. 

Fibbi  (C).  8o-83. 

Ford  (W-B.).  125-126. 

Franchis  (M.  de).   62,  64,  65,  106-107, 

1 i4-i i5. 
Frechel  (iM.).  76,  95-96. 
Fremont  (  Ch.).  79. 
Fubini  (G.),  ^i,  4^,  54-55,  95,   io3-io4, 

127-129,  i3o-i3i. 
Galitzine  (  B.).  77. 

Garnier  (B.)*  7°»  72,  75,  jia,  121,   i45. 
Gebbia  (M.).  58-59. 
Gegenbauer  (L.).  63. 
Gerbaldi  (F.).  64-65,  108,  115-117. 
GIoba-Mikhaïlenko.  71,  -3. 
Goursat  (E.).  71. 
Graf  (L.-H.).  46-47. 
Grommez  (J.).  34-4o. 
Gronwalte  (T.-H.).  79. 
Guichard  (C.).  70,  71,  73,  75,   76,  80. 
Guillet  (A.).  72. 
Guldberg  (A.).  59. 
Haag  (J.).  78,  79. 
Hardy  (G.-H.).  74. 
Haton  de  la  Goupillière.  72. 
Henselk.  24-27. 
Humbert  (G.).  74,  77,  79. 
Humbert  (P.).  73,  74,  77. 
Jognoli  (G.).  123-124. 
Jung  (G.).  48. 
Kampé  de  Fériet  (J.).  74. 
Keraval  (E.).  72. 
Klein  (F.).  106. 
Korteweg  (P.-J.).  ii3. 
Kryloff  (N.).  80. 

Lattes  (S.).  61,  75,  io4,  I2I-I23,  i35. 
Lauricella  (G.).  88-89,  9^'97>  i3i-i33. 
Lebon  (E.).  75. 
Lecornu  (L.).  70,  78. 
Lenzi  (  E.).  59-60. 
Lerch  (M.).  93-94. 
Levi  (E.-E.).  129-130,  i33-i34. 
Levi-Civita  (T.).  47-48. 
Lheriaud.  70. 
Lipine  (A.).  77. 
Lombardi  (A.).  i3. 
Loria  (G.).  i5,  16. 
Love  (E.-O.).  65,  91,  i35. 
Lovett  (E.-O.).  i35. 
Maillet  (H.-E.)-  loi. 
Malavasi  (L.).  12,  i3,  14,  i5. 


Malogoli  (  B.).  17. 

Mansion  (  P.).  71. 

Marianini  (  P.-D.).  8,  14. 

Marletta  (G.).  42. 

Massardi  (  F.).  5. 

Mesnager.  79. 

Miller  (G-A.).  71. 

Mittag-Leffler  (G.).  72,  1 19-120. 

Morale  (M.).  66. 

Morandi  (E.).  5o. 

Morera  (G.).  io5-io6. 

Nicoletti    (0.).   41-42,    46,    48-49,    57, 

89-91,  127,  i34-i35. 
Nicoli  (F.).  II,  i3,  i4,  t5,  16,  17. 
Nielsen    (N.).    5o,    5i,   52,  58,   60,   61, 

loo-TOi,  126,  129. 
Nirolis  (  U.).  18. 
Ocagne  (M.  d').  75,  79. 
Ovio  (G.).  18,   19. 
Paci  (P.).  i36. 
Pantanelli  (D.).  16,  17. 
Pareto  (B.).  10. 
Pasquini  (E.).  6. 
Pavanini  (  G.).  124. 
Peano  (G.).  io5. 
Pelloni  (J.-B.).  8. 
Pérès  (J.).  76,  112. 
Perron  (0.).  27-28. 
Petrovitch  (M.).  ii3,  114. 
Phragmèn  (E.).  120. 
Picard  (E.).  69,  i38. 
Pigeaud.  79. 
Pincherle  (S.).  117-118. 
Pirondini  (G.).  17,  5o. 
Pizzeti  (P.).  63,  ii3. 
Poincaré  (H.).  67-69,  i4o-i45. 
Polya  (G.).  30-34. 
Pompéiu  (  D.).  77. 
Puglisi  (,  M.).  ri8,  120. 
Babut  (Gh.).  78. 
Bagona  (D.  ).  9,  11,  i4. 
Bangeni  (  L.).  8. 
Bazzaboni  (C.).  9,  10. 
Biccardi  (P.).  11,  12,  i3,  16. 
Bicci  (C.).  6-7. 
Bindi  (S.).  7,  19,  91. 
Biquier.  73. 
Buffini  (P.).  8,  9,  10. 
Schur  (J.).  28-3o,  3o-34. 
Scorza.  32. 
Séguier  (de).  78,  79. 


I 


TABLE   DES   NOMS    D'AUTEURS, 


IDI 


Severi  (F.).  99-100,  i36. 
Severini  (  C).  7,  118. 
Sforza  (G.).  18. 
Sierpinski  (W.)'  72. 
Sparre  (M.  de).  72,  74,  80. 
Soreau  (R.)-  73. 
Steinitz  (E.).    19-22. 
Stoïlow  (S.).  71. 
Tavani  (J.).  72. 


Tedone  (O.)-  42-44i  ^5,  87- 
Teixeira  (F. -G.)-  91- 
Valcovici  (V.).  72. 
Valeri  (D.}.  i4,  i5. 
Vecchi  (G.  de).  16. 
Veratti  (B.).  9, 
Vilali  (G.).  56,  119. 
Viterbi  (A.).  5. 
Vivanti  (G.).  63,  66. 


FIN    DES    TABLES    DE    LA    SECONDE    PARTIE    DU    TOME    XL. 


^ 


Paris.    —    Imprimorio  GAUTIIIER-VILLARS  et  Cie.  quai  dei  <;ran(lsAuKustint,  ss. 


I 


QA        Bulletin  des  sciences 
1  mathématiques 

BB 

V.  51 
Phy»ic«l  9l 

S«ri«li 


PLEASE  DO  NOT  REMOVE 
CARDS  OR  SLIPS  FROM  THIS  POCKET 

UNIVERSITY  OF  TORONTO  LIBRARY 


I 


PII 

II 


liiiiiii 


